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摘要：　 该文构造了一类三层前馈自适应小波神经网络，将小波分析中平移因子和伸缩因子的拟

合设置为输入层到隐层的权值与阈值，采用小波基函数作为隐层激活函数，并根据梯度下降算法

自适应地调整参数．应用自适应小波神经网络数值求解第二类 Ｆｒｅｄｈｏｌｍ 积分方程，通过数值算例

验证了该方法的可行性和有效性．
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引　 　 言

第二类 Ｆｒｅｄｈｏｌｍ 积分方程在工程等领域具有很好的应用背景［１］， 由于其解析解难以获

得， 所以其高效的数值解法一直是研究的热点问题之一． 一般地， 第二类 Ｆｒｅｄｈｏｌｍ 积分方程

形如

　 　 ｕ（ｘ） ＝ ｆ（ｘ） ＋ λ∫
Γ
Ｋ（ｘ，ｓ）ｕ（ ｓ）ｄｓ，　 　 Γ ＝ ［ａ，ｂ］，

其中 Ｋ（ｘ，ｓ）， ｆ（ｘ） 是已知函数，λ为参数，ｕ（ｘ） 是未知函数．第二类 Ｆｒｅｄｈｏｌｍ 积分方程的数值

解法主要有小波基方法［２］、配置法［３］、同伦扰动法［４］、 迭代配置法［５］、无网格方法［６］等．这些方

法在求解 Ｆｒｅｄｈｏｌｍ 积分方程的数值解时均将其与线性代数相结合，把复杂的积分问题转换为

简单化的线性方程，并能应用于某些领域．但是这些方法存在计算量较大、运算速度较慢、精度

不高等问题．近年来，国内外学者采用神经网络方法求解积分方程［７⁃１０］，较好地解决了上述问

题．但其构造的 ＢＰ（ｂａｃｋ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ）人工神经网络和 ＲＢＦ（ｒａｄｉａｌ ｂａｓｉｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎ）神经网络出现

了结构的盲目性、神经元规模有限的情况下训练精度瓶颈、训练过程不平稳及频繁出现系统误

差跳变等问题［１１］ ．
Ｚｈａｎｇ 等［１２］将小波分析、ＢＰ 神经网络和 ＲＢＦ 神经网络三种方法的优点相结合，构建出具

有更快收敛性、更高分辨精度、能克服局部极小问题的小波神经网络（ｗａｖｅｌｅｔ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋ，
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ＷＮＮ）．为了使小波基的选取更加灵活，根据数据本身的特征选取合适的小波基，称为“自适应

方法”．本文将“自适应方法”融入小波神经网络，提出了一种基于自适应小波神经网络模型，
其基本思想是将小波分析中平移因子和伸缩因子的拟合设置为输入层到隐层的权值与阈值，
并将小波函数设置为网络隐层的激活函数，通过梯度下降算法自适应调整合适的小波基．然
后，将该模型应用于第二类 Ｆｒｅｄｈｏｌｍ 积分方程的数值求解问题，数值算例也验证了此方法的

可行性和有效性．

１　 自适应小波神经网络模型的构建

本文以三层 ＢＰ 神经网络拓扑结构为基础，将小波基函数作为隐层激活函数构建小波神

经网络模型．在此神经网络结构中每改变一次尺度因子，仅有一个平移因子与之对应，这与真

正的小波变换存在一定差异．严格意义上说，该小波神经网络不是以小波的数学分析理论为基

础的，其实质是利用某种形式的小波组合来逼近函数［１３］ ．
在隐层中，每一个节点都有一个母小波函数与之对应．本文以 Ｍｅｘｉｃａｎ ｈａｔ 小波函数作为

母小波函数，实践证明该小波函数在不同的应用中效果较好［１４］ ．每个节点的母小波形式如下：

　 　 φ（ｘ） ＝ （１ － ｘ２）ｅｘｐ － ｘ２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （１）

１．１　 输入⁃输出关系

设构造的小波神经网络输入节点数为 ｒ，隐层节点数为 ｎ，输出节点数为 ｍ ．向量 Ｘ ＝
（ｘｉ）（ ｉ ＝ １，２，…，ｒ） 为输入向量，ａｉｊ，ｂｉｊ（ ｉ ＝ １，２，…，ｒ； ｊ ＝ １，２，…，ｎ） 分别表示输入分量 ｘｉ 到隐

层第 ｊ个神经元对应的伸缩因子和平移因子，ｗ ｉｊ，ｂｗ
ｉｊ（ ｉ ＝ １，２，…，ｒ； ｊ ＝ １，２，…，ｎ） 分别表示输入

分量 ｘｉ 到隐层第 ｊ 神经元对应的权值和阈值．其拓扑结构如图 １ 所示．

图 １　 小波神经网络的拓扑结构

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｏｆ ｔｈｅ ｗａｖｅｌｅｔ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋ

样本的自适应设计将根据数据本身的结构特征选取及调整合适的小波基，灵活改变 ａｉｊ，ｂｉｊ

数值的大小．其中自适应机制的建立过程如下［１５］ ．
计算自适应向量参数：

　 　
Ｐ ＝ ｍａｘ（Ｘ），
Ｑ ＝ ｍｉｎ（Ｘ） ．{
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则平移因子自适应初始值为 ａｉｊ ＝ Ｐ － Ｑ，伸缩因子自适应初始化变换为 ｂｉｊ ＝ Ｑ（ ｉ ＝ １，２，…，ｒ； ｊ
＝ １，２，…，ｎ） ．

设定

　 　 ｗ ｉｊ ＝
１
ａｉｊ

， ｂｗ
ｉｊ ＝ －

ｂｉｊ

ａｉｊ
　 　 （ ｉ ＝ １，２，…，ｒ； ｊ ＝ １，２，…，ｎ） ． （２）

输入层

　 　 ｏｉｊ ＝ ｗ ｉｊｘｉ ＋ ｂｗ
ｉｊ ＝

１
ａｉｊ

ｘｉ ＋ －
ｂｉｊ

ａｉｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

ｘｉ － ｂｉｊ

ａｉｊ
　 　 （ ｉ ＝ １，２，…，ｒ； ｊ ＝ １，２，…，ｎ）； （３）

隐藏层

　 　 Φ ｊ（Ｘ） ＝ ∏
ｒ

ｉ ＝ １
φ（ｏｉｊ）　 　 （ ｊ ＝ １，２，…，ｎ）； （４）

输出层

　 　 ｙｋ（Ｘ） ＝ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｊｋΦ ｊ（Ｘ） ＋ ｂ２ 　 　 （ｋ ＝ １，２，…，ｍ）， （５）

其中， φ（ｘ） 是 Ｍｅｘｉｃａｎ ｈａｔ 小波函数， ｙｋ 为输出值， ｊｋ，ｂ２ 分别是隐层到输出层的权值与阈值．
１．２　 参数调整

为了求解第二类 Ｆｒｅｄｈｏｌｍ 积分方程，本文使用复化的 Ｓｉｍｐｓｏｎ 公式，将区间 ［ａ，ｂ］ 分成 ｒ
个小区间Δ ｉ ＝ ［ｘｉ －１，ｘｉ］（ ｉ ＝ １，２，…，ｒ），并且在每个小区间内取得一个节点 ｔｉ ∈Δ ｉ（ ｉ ＝ １，２，…，
ｒ）， 代入公式：

　 　 ∫ａ
ｂ
ｇ（ ｓ）ｄｓ ≈ ｈ

６ [ｇ（ａ） ＋ ４∑
ｒ－１

ｉ ＝ ０
ｇ（ ｔｉ ＋１ ／ ２） ＋ ２∑

ｒ－１

ｉ ＝ ０
ｇ（ ｔｉ） ＋ ｇ（ｂ） ]， （６）

从而求得 Ｆｒｅｄｈｏｌｍ 积分方程中积分项 ∫
Γ
Ｋ（ｘ，ｓ）ｕ（ ｓ）ｄｓ的值，其中 ｇ（ ｓ） ＝ Ｋ（ｘ，ｓ）ｕ（ ｓ） ．调整小

波神经网络的相关参数，将问题转化为误差平方和最小化问题，再根据梯度下降法自适应调节

相关参数，具体过程如下：

　 　 Ｅ ｉ ＝
１
２ ∑

ｍ

ｋ ＝ １
ｆ（ｘｉ） － ｂ２ ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
ｊｋ∏

ｒ

ｉ ＝ １
１ －

ｘｉ － ｂｉｊ

ａｉｊ
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è
ç

ö

ø
÷

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ －（（ｘｉ－ｂｉｊ） ／ ａｉｊ） ２ ／ ２æ

è
ç

ö

ø
÷ －æ

è
ç

é

ë
ê
ê

　 　 　 　 λ∫
τ１
Ｋ（ｘｉ，ｓ）ｙｋ（ ｓ）ｄｓ ) ]

２
＝

　 　 　 　 １
２ ∑

ｍ

ｋ ＝ １
[ ｆ（ｘｉ） － ( ｙｋ － λ∫

τ１
Ｋ（ｘｉ，ｓ）ｙｋ（ ｓ）ｄｓ ) ]

２
＝ １

２ ∑
ｍ

ｋ ＝ １
［ ｆ（ｘｉ） － ｆ１（ｘｉ）］ ２ ＝

　 　 　 　 １
２ ∑

ｍ

ｋ ＝ １
［ｅ（ｘｉ）］ ２ 　 　 （ ｉ ＝ １，２，…，ｒ）， （７）

其中 ｆ１（ｘｉ） ＝ ｙｋ ＋ λ∫
τ１
Ｋ（ｘｉ，ｓ）ｙｋ（ ｓ）ｄｓ ．分别对 ａｉｊ，ｂｉｊ， ｊｋ，ｂ２ 求偏导，得

　 　
∂Ｅ ｉ

∂ａｉｊ

＝ － ∑
ｍ

ｋ ＝ １
（ ｆ（ｘｉ） － ｆ１（ｘｉ）） ｊｋΦ′ｊ（ｏｉｊ）

ｂｉｊ － ｘｉ

ａ２
ｉｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （８）

　 　
∂Ｅ ｉ

∂ｂｉｊ

＝ － ∑
ｍ

ｋ ＝ １
（ ｆ（ｘｉ） － ｆ１（ｘｉ）） ｊｋΦ′ｊ（ｏｉｊ） － １

ａｉｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （９）

　 　
∂Ｅ ｉ

∂ ｊｋ
＝ － ∑

ｍ

ｋ ＝ １
（ ｆ（ｘｉ） － ｆ１（ｘｉ））Φ ｊ， （１０）

１０４１基于自适应小波神经网络的第二类 Ｆｒｅｄｈｏｌｍ 积分方程数值解法



　 　
∂Ｅ ｉ

∂ｂ２

＝ － ∑
ｍ

ｋ ＝ １
（ ｆ（ｘｉ） － ｆ１（ｘｉ）） ． （１１）

采用自适应梯度下降法进行调整，得到

　 　 ａｉｊ（ ｔ ＋ １） ＝ ａｉｊ（ ｔ） － η
∂Ｅ ｉ

∂ａｉｊ

＋ α［ａｉｊ（ ｔ） － ａｉｊ（ ｔ － １）］， （１２）

　 　 ｂｉｊ（ ｔ ＋ １） ＝ ｂｉｊ（ ｔ） － η
∂Ｅ ｉ

∂ｂｉｊ

＋ α［ｂｉｊ（ ｔ） － ｂｉｊ（ ｔ － １）］， （１３）

　 　 ω ｉｊ（ ｔ ＋ １） ＝ １
ａｉｊ（ ｔ ＋ １）

， （１４）

　 　 ｂｗ
ｉｊ（ ｔ ＋ １） ＝ －

ｂｉｊ（ ｔ ＋ １）
ａｉｊ（ ｔ ＋ １）

， （１５）

　 　 ｊｋ（ ｔ ＋ １） ＝ ｊｋ（ ｔ） － η
∂Ｅ ｉ

∂ ｊｋ
＋ α［ ｊｋ（ ｔ） － ｊｋ（ ｔ － １）］， （１６）

　 　 ｂ２（ ｔ ＋ １） ＝ ｂ２（ ｔ） － η
∂Ｅ ｉ

∂ｂ２

＋ α［Δｂ２（ ｔ） － Δｂ２（ ｔ － １）］， （１７）

其中 η 为学习率，α 为动量系数．
１．３　 算法说明

隐层的激励函数Φ（Ｘ），伸缩因子 ａ，平移因子 ｂ，输入值Ｘ，隐层到输出层的权值 分别定

义如下：
　 　 Φ（Ｘ） ＝ ［Φ１（Ｘ），Φ２（Ｘ），…，Φｎ（Ｘ）］ Ｔ，
　 　 ａ ＝ ［ａｉｊ］， ｂ ＝ ［ｂｉｊ］， Ｘ ＝ ［ｘｉｊ］， ＝ ［ ｊｋ］，

　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｒ； ｊ ＝ １，２，…，ｎ； ｋ ＝ １，２，…，ｍ ．
前面推导的公式是自适应小波神经网络算法的基础，下面给出自适应小波神经网络算法过程．

步骤 １： 初始化

对参数 ａ，ｂ 自适应设定初始值，参数 ，ｂ２ 赋随机数，误差 Ｅ ｉ 设置为 ０，学习率 η 和动量系

数 α 设为 ０～１ 内的小数，网络训练后达到的精度 Ｅｍｉｎ 设为一个正的小数．
步骤 ２： 隐层输出

用当前样本对输入向量 Ｘ 赋值，并代入式（５）计算神经网络输出值．
步骤 ３： 计算网络输出误差

采用误差平方和 Ｅ ｉ ＝ （１ ／ ２）∑ｍ

ｋ ＝ １
［ ｆ（ｘｉ） － ｆ１（ｘｉ）］ ２ 作为网络的总误差，最后结果可表示

为式（７）．
步骤 ４： 调整权值

结合式（８） ～ （１１）计算 ａ，ｂ， ，ｂ２ 的偏导，采用梯度下降法自适应进行调整，如式（１２） ～
（１７）所示．

步骤 ５： 检查网络误差是否达到精度要求

当 ＥＲＭＥ 作为网络总误差时，若满足 ＥＲＭＥ ＜ Ｅｍｉｎ， 训练结束．否则返回步骤 ２．
具体的算法流程图如图 ２ 所示．

１．４　 收敛性分析

定理 １　 设 Ｎ 为隐层神经元个数，若学习率 ０ ＜ η ＜ ２ ／ （Ｎ ＋ １） 时，则自适应小波神经网
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络模型的学习算法收敛．

图 ２　 自适应小波神经网络算法流程图

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ａｄａｐｔｉｖｅ ｗａｖｅｌｅｔ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｆｌｏｗ ｃｈａｒｔ

证明　 取 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数 Ｖ（ ｔ） ＝ ｅ２（ ｔ） ／ ２， 则

　 　 ΔＶ（ ｔ） ＝ １
２

ｅ２（ ｔ ＋ １） － １
２

ｅ２（ ｔ），

其中 ｅ（ ｔ ＋ １） ＝ ｅ（ ｔ） ＋ Δｅ（ ｔ）， 而

　 　 Δｅ（ ｔ） ＝ ∂ｅ（ ｔ）
∂ａ

é

ë
êê

ù

û
úú

Ｔ
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∂ｂ
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êê

ù

û
úú

Ｔ

Δｂ ＋ ∂ｅ（ ｔ）
∂

é

ë
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ù

û
úú

Ｔ

Δ ＋ ∂ｅ（ ｔ）
∂ｂ２

Δｂ２ ＝

　 　 　 　 － ηｅ（ ｔ） ∂ｅ（ ｔ）
∂ａ

é

ë
êê

ù

û
úú

Ｔ ∂ｅ（ ｔ）
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－ ηｅ（ ｔ） ∂ｅ（ ｔ）
∂ｂ
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ù

û
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∂ｂ
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　 　 　 　 ηｅ（ ｔ） ∂ｅ（ ｔ）
∂

é

ë
êê

ù

û
úú

Ｔ ∂ｅ（ ｔ）
∂

－ ηｅ（ ｔ） ∂ｅ（ ｔ）
∂ｂ２

∂ｅ（ ｔ）
∂ｂ２

＝

　 　 　 　 － ηｅ（ ｔ） ∂ｅ（ ｔ）
∂ａ

２

２
＋ ∂ｅ（ ｔ）

∂ｂ

２

２
＋ ∂ｅ（ ｔ）

∂

２

２
＋ ∂ｅ（ ｔ）

∂ｂ２

２

２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

其中 ‖·‖２
２ ＝ ∑ · ２ 称为 Ｅｕｃｌｉｄ 范数的平方，故

　 　 ΔＶ（ ｔ） ＝ １
２

ｅ２（ ｔ ＋ １） － １
２

ｅ２（ ｔ） ＝

　 　 　 　 １
２
［ｅ（ ｔ） ＋ Δｅ（ ｔ）］ ２ － １

２
ｅ２（ ｔ） ＝ Δｅ（ ｔ） ｅ（ ｔ） ＋ １

２
Δｅ（ ｔ）é

ë
êê

ù

û
úú ＝

３０４１基于自适应小波神经网络的第二类 Ｆｒｅｄｈｏｌｍ 积分方程数值解法



　 　 　 　 － ηｅ（ ｔ） ∂ｅ（ ｔ）
∂ａ

２

２
＋ ∂ｅ（ ｔ）

∂ｂ

２

２
＋ ∂ｅ（ ｔ）

∂

２

２
＋ ∂ｅ（ ｔ）

∂ｂ２

２

２

é

ë
êê

ù

û
úú ×

　 　 　 　 ｅ（ ｔ） ＋ １
２

ηｅ（ ｔ） ∂ｅ（ ｔ）
∂ａ

２

２
＋ ∂ｅ（ ｔ）

∂ｂ

２

２
＋ ∂ｅ（ ｔ）

∂

２

２
＋ ∂ｅ（ ｔ）

∂ｂ２

２

２

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ＝

　 　 　 　 ｅ２（ ｔ） ∂ｅ（ ｔ）
∂ａ

２

２
＋ ∂ｅ（ ｔ）

∂ｂ

２

２
＋ ∂ｅ（ ｔ）

∂

２

２
＋ ∂ｅ（ ｔ）

∂ｂ２

２

２

é

ë
êê

ù

û
úú ×

　 　 　 　 － η ＋ １
２

η ２ ∂ｅ（ ｔ）
∂ａ

２

２
＋ ∂ｅ（ ｔ）

∂ｂ

２

２
＋ ∂ｅ（ ｔ）

∂

２

２
＋ ∂ｅ（ ｔ）

∂ｂ２

２

２

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ．

由上式可知，要使神经网络收敛，则

　 　 － η ＋ １
２

η ２ ∂ｅ（ ｔ）
∂ａ

２

２
＋ ∂ｅ（ ｔ）

∂ｂ

２

２
＋ ∂ｅ（ ｔ）

∂

２

２
＋ ∂ｅ（ ｔ）

∂ｂ２

２

２

é

ë
êê

ù

û
úú ＜ ０，

即

　 　 ０ ＜ η ＜ ２
∂ｅ（ ｔ）
∂ａ

２

２
＋ ∂ｅ（ ｔ）

∂ｂ

２

２
＋ ∂ｅ（ ｔ）

∂

２

２
＋ ∂ｅ（ ｔ）

∂ｂ２

２

２

．

由式（８） ～ （１１）可得

　 　 ∂ｅ（ ｔ）
∂ａ

＝ Φ′ ｂ
－ Ｘ
ａ２ ， ∂ｅ（ ｔ）

∂ｂ
＝ Φ′ － １

ａ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， ∂ｅ（ ｔ）

∂
＝ Φ， ∂ｅ（ ｔ）

∂ｂ２

＝ １．

则

　 　 ∂ｅ（ ｔ）
∂ａ

２

２
＝ Φ′ ｂ

－ Ｘ
ａ２

２

２

＝ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
Φ′ｊ

ｂ － Ｘ
ａ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

≤ ２．２５Ｎ∑
ｎ

ｊ ＝ １

ｂ － Ｘ
ａ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

，

　 　 ∂ｅ（ ｔ）
∂ｂ

２

２
＝ Φ′ － １

ａ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

２
＝ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
Φ′ｊ － １

ａ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

≤ ２．２５Ｎ∑
ｎ

ｊ ＝ １
－ １

ａ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

，

　 　 ∂ｅ（ ｔ）
∂

２

２
＝ ‖Φ‖２

２ ＝ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
（ ） ２ ≤ Ｎ，

　 　 ∂ｅ（ ｔ）
∂ｂ２

２

２
＝ １．

取

　 　 ∂ｅ（ ｔ）
∂

２

２
＝ ‖Φ‖２

２ ＝ ∑
ｎ

ｊ ＝ １

２ ＝ Ｎ，

有

　 　 Ｎ ＋ １ ≤ ∂ｅ（ ｔ）
∂ａ

２

２
＋ ∂ｅ（ ｔ）

∂ｂ

２

２
＋ ∂ｅ（ ｔ）

∂

２

２
＋ ∂ｅ（ ｔ）

∂ｂ２

２

２
≤

　 　 　 　 ２．２５Ｎ∑
ｎ

ｊ ＝ １

ｂ － Ｘ
ａ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ ２．２５Ｎ∑
ｎ

ｊ ＝ １
－ １

ａ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ Ｎ ＋ １，

即

　 　 ０ ＜ η ＜ ２
∂ｅ（ ｔ）
∂ａ

２

２
＋ ∂ｅ（ ｔ）

∂ｂ

２

２
＋ ∂ｅ（ ｔ）

∂

２

２
＋ ∂ｅ（ ｔ）

∂ｂ２

２

２

＜ ２
Ｎ ＋ １

．

故当学习率 η 满足 ０ ＜ η ＜ ２ ／ （Ｎ ＋ １） 时，有 ΔＶ（ ｔ） ＜ ０， 从而本文讨论的自适应小波神经网

４０４１ 姜　 　 微　 　 　 韩　 惠　 丽　 　 　 李　 风　 军



络算法收敛．

２　 数 值 算 例

为验证本文构造的自适应小波神经网络模型及算法的可靠性、可行性及有效性，并能与已

有算法进行比较，在此引用文献［１６］中的例子加以讨论．
例 １　 考虑 Ｆｒｅｄｈｏｌｍ 积分方程：

　 　 ｕ（ｘ） ＝ ｆ（ｘ） ＋ λ∫
Γ
ｘｓｕ（ ｓ）ｄｓ，　 　 Γ ＝ ［０，１］，

其中 ｆ（ｘ） ＝ ５ｘ ／ ６，λ ＝ １ ／ ２，精确解为 ｕ（ｘ） ＝ ｘ ．
表 １　 三种数值解与精确解（例 １）

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｒｅｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ（ｃａｓｅ １）

ｘ
ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ
ｔｈｅ ａｄａｐｔｉｖｅ ｗａｖｅｌｅｔ

ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋ

ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ
ｔｈｅ ＢＰ ｗａｖｅｌｅｔ ｎｅｕｒａｌ

ｎｅｔｗｏｒｋ

ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ
ｔｈｅ ｇｒａｄｕａｌ ａｐｐｒｏａｃｈ

ｍｅｔｈｏｄ
ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ

０．０ ０．０００ ０００ ０００ ２５９ ２７５ ０．０００ ０００ ０００ １０５ ９４２ ０．０００ ０００ ０００ ０００ ０００ ０．０００ ０００ ０００ ０００ ０００

０．１ ０．１００ ０００ ９７１ ２８９ ３６２ ０．１００ ０１１ ０００ ０１０ ０００ ０．１００ ３７２ ９４２ ３８６ ８３１ ０．１００ ０００ ０００ ０００ ０００

０．２ ０．２００ ００１ ９４２ ２８５ ０１５ ０．２００ １５２ ０００ ０２０ ００１ ０．２００ ７４５ ８８４ ７７３ ６６３ ０．２００ ０００ ０００ ０００ ０００

０．３ ０．３００ ００２ ９１４ ４２４ ２７４ ０．３００ ００３ ０００ ０３０ ００１ ０．３０１ １１８ ８２７ １６０ ４９４ ０．３００ ０００ ０００ ０００ ０００

０．４ ０．４００ ００３ ８８５ ２３３ ５４２ ０．４００ ７７４ ０００ ０４０ ００１ ０．４０１ ４９１ ７６９ ５４７ ３２５ ０．４００ ０００ ０００ ０００ ０００

０．５ ０．５００ ００４ ８５５ ７０３ ９６６ ０．５００ ８４５ ０００ ０５０ ００２ ０．５０１ ８６４ ７１１ ９３４ １５６ ０．５００ ０００ ０００ ０００ ０００

０．６ ０．６００ ００５ ８２７ ２４４ ３３４ ０．６００ ０２６ ０００ ０６０ ００２ ０．６０２ ２３７ ６５４ ３２０ ９８８ ０．６００ ０００ ０００ ０００ ０００

０．７ ０．７００ ００６ ７９７ ９００ ４７２ ０．７００ ９９７ ０００ ０７０ ００２ ０．７０２ ６１０ ５９６ ７０７ ８１９ ０．７００ ０００ ０００ ０００ ０００

０．８ ０．８００ ００７ ７６８ ０７２ １６０ ０．８００ ２１８ ０００ ０８０ ００２ ０．８０２ ９８３ ５３９ ０９４ ６５０ ０．８００ ０００ ０００ ０００ ０００

０．９ ０．９００ ００８ ７３９ ２１６ ０９６ ０．９００ ００９ ０００ ０９０ ００３ ０．９０３ ３５６ ４８１ ４８１ ４８２ ０．９００ ０００ ０００ ０００ ０００

１．０ １．０００ ００９ ７１０ ２８０ ０８７ １．０００ １１０ ０００ １００ ００４ １．００３ ７２９ ４２３ ８６８ ３１３ １．０００ ０００ ０００ ０００ ０００

图 ３　 数值解及精确解的比较（例 １）
Ｆｉｇ． ３　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ａｆｔｅｒ ｔｒａｉｎｉｎｇ（ｃａｓｅ １）

　 　 初始化参数 ，ｂ２ 及自适应向量参数 ａ，ｂ， 利用 ＭＡＴＬＡＢ ７ 优化工具箱及式（２） ～ （５），求
得小波神经网络的输出值，使用复化的 Ｓｉｍｐｓｏｎ 公式将积分项转化为多项式并代入到式（７）
中，根据梯度下降算法自适应调节相关参数，将误差函数最小化，最终得到高精度的数值解．其

５０４１基于自适应小波神经网络的第二类 Ｆｒｅｄｈｏｌｍ 积分方程数值解法



中结合公式 ｎ ＝ ｍｒ ＋ α（ ｒ为输入节点数，ｎ为隐层节点数，ｍ为输出节点数，α 为 ０～１ 之间的

常数）选取合适的隐层节点数．本文神经网络隐层是由 １５ 个节点组成．如果想要获得更精确的

结果（特别是在非线性的情况下），可以使用更多的神经元或训练节点．表 １ 展现了自适应小波

神经网络数值解、测试结果 ＢＰ 神经网络数值解、逐次逼近法数值解及精确解的具体值，结果

对比见图 ３．
为了说明上述方法具有普遍性，本文引入例 ２，将其推广到更一般的情况．
例 ２　 考虑第二类非线性 Ｆｒｅｄｈｏｌｍ 积分方程：

　 　 ｕ（ｘ） ＝ ｆ（ｘ） ＋ λ∫
Γ
（１ － ｘｃｏｓ（ｘｓ））ｕ（ ｓ）ｄｓ，　 　 Γ ＝ ［０，１］，

其中 ｆ（ｘ） ＝ ｓｉｎ ｘ，λ ＝ １，精确解为 ｕ（ｘ） ＝ １．
采用同例 １ 相同的处理方法，求得数值解和精确解见表 ２，结果对比见图 ４．

表 ２　 三种数值解与精确解（例 ２）
Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｒｅｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ（ｃａｓｅ ２）

ｘ
ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ
ｔｈｅ ａｄａｐｔｉｖｅ ｗａｖｅｌｅｔ

ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋ

ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ
ｔｈｅ ＢＰ ｗａｖｅｌｅｔ
ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋ

ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ
ｄｅｇｅｎｅｒａｔｅｄ ｋｅｒｎｅｌ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ

ｓｕｂｓｔｉｔｕｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ
ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ

０．０ １．０００ ００４ １３１ ０８０ ２２８ １．０００ ３５４ １２６ ９６９ ９６７ １．００２ ８５０ ０００ ０００ ０００ １．０００ ０００ ０００ ０００ ０００

０．１ １．０００ ００３ ７２７ １４２ ４９７ １．０００ １１３ ６２３ ４４２ ８７５ １．００４ ０７２ ６１６ ６４６ ８２８ １．０００ ０００ ０００ ０００ ０００

０．２ １．０００ ００３ ３７７ ８８２ ５５５ １．０００ ００３ ３７４ ５９１ ２５０ １．００７ ６４６ １３０ ７９５ ０６１ １．０００ ０００ ０００ ０００ ０００

０．３ １．０００ ００３ １３６ ２６５ ９６６ １．００６ ３０３ １３３ ３７８ ３５７ １．０１２ ５８３ ００６ ６６１ ３４０ １．０００ ０００ ０００ ０００ ０００

０．４ １．０００ ００３ ０５１ ８６９ ２１３ １．０００ ７７３ ０４９ ３７８ ４０８ １．０１７ ９１５ ５４２ ３０８ ６５１ １．０００ ０００ ０００ ０００ ０００

０．５ １．０００ ００３ １６９ ２７２ ９５５ １．０００ ３４３ １６７ １６９ ８４６ １．０２２ ７０５ ５３８ ６０４ ２０３ １．０００ ０００ ０００ ０００ ０００

０．６ １．０００ ００３ ５２６ ５５８ ９７６ １．０００ ９０５ ５２４ ８３２ ３１０ １．０２６ ０５３ ６７３ ３９５ ０３５ １．０００ ０００ ０００ ０００ ０００

０．７ １．０００ ００４ １５３ ９４２ ６１１ １．０００ ００４ １５２ ５７９ ０７１ １．０２７ １０８ ４８７ ２３７ ６９１ １．０００ ０００ ０００ ０００ ０００

０．８ １．０００ ００５ ０７２ ５７０ １４６ １．０００ ７８５ ０７１ ５５４ ４５３ １．０２５ ０７４ ８９０ ８９９ ５２３ １．０００ ０００ ０００ ０００ ０００

０．９ １．０００ ００６ ２９３ ５０７ ８１８ １．００１ ０６６ ２９２ ８２２ ８４４ １．０１９ ２２２ １０９ ６２７ ４８３ １．０００ ０００ ０００ ０００ ０００

１．０ １．０００ ００７ ８１６ ９４５ ７９３ １．０００ ００７ ８１６ ５７２ ６９３ １．００８ ８９０ ９８４ ８０７ ８９７ １．０００ ０００ ０００ ０００ ０００

图 ４　 数值解及精确解的比较（例 ２）
Ｆｉｇ． ４　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ａｆｔｅｒ ｔｒａｉｎｉｎｇ（ｃａｓｅ ２）

　 　 由表 １、２ 和图 ３、４ 可以看出，对于一般的第二类 Ｆｒｅｄｈｏｌｍ 积分方程，自适应小波神经网
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络算法的数值精度高、适应性强、误差稳定．

３　 总　 　 结

本文构造了一种自适应小波神经网络模型及相关学习算法，并将其用于求解第二类 Ｆｒｅｄ⁃
ｈｏｌｍ 积分方程数值解．该方法将自适应学习方法和人工神经网络相结合，把小波基拟合成人工

神经网络模型中权值和阈值的候选者，再利用自适应学习方法选取最优的权值与阈值，以充分

发挥自适应学习方法、小波分析与人工神经网络的优点，克服彼此的缺点．实例分析验证了本

文所构造模型及学习算法的可行性、可靠性与优越性．
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