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摘要：　 利用 Ｄｉｒａｃ δ 函数，在全域建立并求解集中阻尼弦的动力学方程，导出其本征方程组、频率

方程和本征函数的一般形式，推导了单项阻尼下本征函数的具体形式，并分析了中点阻尼对本征

解的影响．同时，讨论了混合动力学系统在频率⁃阻尼关系、衰减率和完全抑制振动的最优阻尼 ３ 个

方面既不同于连续系统，又不同于离散系统的特性：１）系统频率与其阻尼无关；２）各阶本征函数在

单位时间内的衰减率都相同，衰减率与本征值的阶次无关；３）当阻尼取 ２ 时，系统衰减率趋于无穷

大，系统不能发生任何有阻尼振动．

关　 键　 词：　 弦；　 集中黏性阻尼；　 混合系统；　 复模态；　 非经典阻尼

中图分类号：　 Ｏ３０２　 　 　 文献标志码：　 Ａ ＤＯＩ： １０．２１６５６ ／ １０００⁃０８８７．４０００２３

引　 　 言

自 １９８１ 年 Ｃａｒｎｅ 开始研究集中阻尼弦的振动以来，集中阻尼弦本征解的性质就受到了持

续关注［１⁃３］ ．这些研究主要考虑阻尼位于弦端附近的情况，通过数值手段求取近似解，在处理工

程索结构的振动问题上取得了显著成效［３⁃６］ ．
在各种激励下，索结构易产生大幅振动，因此，工程索结构常采用阻尼器进行减振［７⁃８］ ．通

过引入若干假设，索结构与阻尼器构成的系统可简化为带有集中阻尼的弦［５，９］ ．弦是连续系统，
与弦相连的集中阻尼则是离散系统．连续弦和离散阻尼相结合，构成了同时包含连续子系统和

离散子系统的混合动力学系统，其本征解的性质是其动力学的基本问题．
在解析求解方面，２００２ 年，美国霍普金斯大学的 Ｍａｉｎ 等将集中阻尼弦在阻尼处进行分

段，各段分列方程，然后在分段处（即阻尼位置）引入位移协调条件，求解了单集中阻尼弦的本

征问题［６］ ．对于多个集中阻尼的一般情况，由于各分段处均需引入位移协调条件，这种做法在

数学处理上会变得较为困难和繁琐．本文通过引入 Ｄｉｒａｃ δ 函数，对集中阻尼弦的动力学方程

在其全域进行统一列式，求解了一般集中阻尼弦在两端固支条件下的本征问题，并对单集中阻

尼弦本征解的性质进行了讨论．

１　 集中阻尼弦的本征解

含任意有限 ｎ项集中线性黏性阻尼的张紧弦系统如图 １所示．该张紧弦具有单位长度 ｌ、单
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位分布质量密度 ｍ 和单位张力 Ｔ，其位置坐标、时间、挠曲函数、第 ｉ 项阻尼和该阻尼的位置坐

标分别用 ｘ，ｔ，ｗ（ｘ，ｔ），ｃｉ 和 ｘｉ 表示，ｉ ＝ １，２，…，ｎ ．

图 １　 含 ｎ 项黏性阻尼的张紧弦

Ｆｉｇ． １　 Ａ ｔａｕｔ ｓｔｒｉｎｇ ｗｉｔｈ ｎ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｅｄ ｖｉｓｃｏｕｓ ｄａｍｐｉｎｇ ｄａｓｈｐｏｔｓ

１．１　 动力学平衡方程与分离变量

通过引入 Ｄｉｒａｃ δ 函数，图 １ 所示混合系统的动力学平衡方程可在其全域统一表示为

　 　 － ∂２ｗ（ｘ，ｔ）
∂ｘ２

＋ ∂２ｗ（ｘ，ｔ）
∂ｔ２

＝ － ∂ｗ（ｘ，ｔ）
∂ｔ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
［ｃｉδ（ｘ － ｘｉ）］ ． （１）

设 ϕ（ｘ） 为 ｗ（ｘ，ｔ） 的本征函数，采用分离变量法，由式（１）可得如下的常微分方程：

　 　 － ϕ″（ｘ） ＋ ｐ２ϕ（ｘ） ＝ － ｐϕ（ｘ）∑
ｎ

ｉ ＝ １
［ｃｉδ（ｘ － ｘｉ）］ ． （２）

１．２　 加权和函数形式的本征函数

本征函数 ϕ（ｘ） 的非齐次常微分方程（２）的右端项为 Ｄｉｒａｃ δ 函数的加权和函数形式，故
ϕ（ｘ） 可设为 Ｇｒｅｅｎ 函数 Ｇ ｉ（ｘ； ｘｉ，ｃｉ，ｐ） 的加权和函数形式，即

　 　 ϕ（ｘ） ＝ － ｐ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ϕ（ｘｉ）Ｇ ｉ（ｘ；ｘｉ，ｃｉ，ｐ） ． （３）

式（３）中， Ｇ ｉ（ｘ；ｘｉ，ｃｉ，ｐ） 是以 ｘ 为自变量，带有 ｘｉ，ｃｉ 和 ｐ 三个参数的 Ｇｒｅｅｎ 函数，可简写为

Ｇ ｉｃｐ（ｘ） ．参数 ｐ是系统的本征值；ϕ（ｘｉ） 是本征函数ϕ（ｘ） 在第 ｉ项阻尼位置处的函数值．所有的

ϕ（ｘｉ） 构成一个 ｎ 维向量，可称其为系统的本征向量，用 ϕ表示．一般地，Ｇｒｅｅｎ 函数 Ｇ ｉｃｐ（ｘ） 应

满足如下非齐次常微分方程：
　 　 － Ｇ″ｉｃｐ（ｘ） ＋ ｐ２Ｇ ｉｃｐ（ｘ） ＝ ｃｉδ（ｘ － ｘｉ） ． （４）
对式（４）进行 Ｌａｐｌａｃｅ 变换，再进行 Ｌａｐｌａｃｅ 逆变换，得

　 　 Ｇ ｉｃｐ（ｘ） ＝ Ｇ ｉｃｐ（０）ｃｏｓｈ（ｐｘ） ＋
Ｇ′ｉｃｐ（０）ｓｉｎｈ（ｐｘ） － ｃｉμ（ｘ － ｘｉ）ｓｉｎｈ（ｐ（ｘ － ｘｉ））

ｐ
， （５）

式中， ｉ ＝ １，２，…，ｎ，Ｇ ｉｃｐ（０） 和 Ｇ′ｉｃｐ（０） 由边界条件确定， μ（ｘ － ｘｉ） 为单位阶跃函数，即

　 　 μ（ｘ － ｘｉ） ＝
１，　 　 ｘｉ ≤ ｘ，
０，　 　 ｘ ＜ ｘｉ ．{ （６）

１．３　 位移协调条件、本征方程组与频率方程

由式（３），在阻尼位置 ｘｒ（ ｒ ＝ １，２，…，ｎ） 处，有位移协调条件：

　 　 ϕ（ｘｒ） ＝ － ｐ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ϕ（ｘｉ）Ｇ ｉｃｐ（ｘｒ） ． （７）

式（７）即为本征方程组，可进一步简化．利用 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ 符号 dｉｒ将式（７） 左端写为求和形

式，右端的 Ｇ ｉｃｐ（ｘｒ） 简写为 Ｇ ｉｒｃｐ， 得

　 　 ∑
ｎ

ｉ ＝ １
δ ｉｒϕ（ｘｉ） ＝ － ｐ∑

ｎ

ｉ ＝ １
ϕ（ｘｉ）Ｇ ｉｒｃｐ ． （８）

将式（８）右端项移到左端，整理得
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　 　 ∑
ｎ

ｉ ＝ １
（δ ｉｒ ＋ ｐＧ ｉｒｃｐ）ϕ（ｘｉ） ＝ ０． （９）

式（９）即为系统的本征方程组， ｒ ＝ １，２，…，ｎ，共 ｎ 个方程，其矩阵形式为

　 　 （Ｉ ＋ Ｈ）ϕ ＝ ０． （１０）
式（１０）中， Ｉ为 ｎ阶单位矩阵，列向量ϕ为本征向量，矩阵Ｈ和本征值 ｐ 均与 Ｇｒｅｅｎ 函数在

阻尼位置处的取值 Ｇ ｉｒｃｐ 有关，ｉ， ｒ ＝ １，２，…，ｎ，Ｈ 由下式定义：

　 　 Ｈ ＝

ｈ１１ ｈ１２ … ｈ１ｎ

ｈ２１ ｈ２２ … ｈ２ｎ

︙ ︙ ⋱ ︙
ｈｎ１ ｈｎ２ … ｈｎｎ

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

， （１１ａ）

　 　 ｈｉｒ ＝ ｐＧ ｉｒｃｐ ． （１１ｂ）
式（１０）有非平凡解的条件是其系数矩阵 Ｉ ＋ Ｈ 的行列式为 ０，即

　 　 ｄｅｔ（Ｉ ＋ Ｈ） ＝ ０． （１２）
式（１２）是关于本征值 ｐ 的超越方程．

一般地，本征值 ｐ 可由超越方程（１２） 通过数值算法解得．因本征值 ｐ 的虚部为系统的圆频

率，也称式（１２） 为系统的频率方程．由式（１２） 解得系统的任意一阶本征值 ｐ后，式（１０） 就变为

代数方程组，可由其解得对应的本征向量 ϕｐ ．

２　 单集中阻尼弦的本征解

上一节已导出了一般集中阻尼弦的本征方程组、频率方程和求解方法．本节将对其进一步

化简，以具体求得仅设置一个集中阻尼器的单集中阻尼弦的本征解为例，并讨论其性质．当阻

尼仅有 １ 项时，式（２）、式（３）和式（１２）分别简化为

　 　 － ϕ″（ｘ） ＋ ｐ２ϕ（ｘ） ＝ － ｐϕ（ｘ）ｃδ（ｘ － ｘ１）， （１３）
　 　 ϕ（ｘ） ＝ － ｐＧ１ｃｐ（ｘ）ϕ（ｘ１）， （１４）
　 　 １ ＋ ｐＧ１ｃｐ（ｘ１） ＝ ０． （１５）
上述三式依次为单集中阻尼弦系统本征函数的常微分方程、本征函数的一般表达式和频

率方程．
２．１　 边界条件与 Ｇｒｅｅｎ函数的待定系数

本征函数的一般表达式（１４）中 Ｇｒｅｅｎ 函数 Ｇ１ｃｐ（ｘ） 的一般形式为式（５），其中含有两个待

定常数 Ｇ１ｃｐ（０） 和 Ｇ′１ｃｐ（０）， 需由边界条件给定．设边界条件为弦在左右两端位移均为 ０，可解得

　 　 Ｇ１ｃｐ（０） ＝ ０， （１６）
　 　 Ｇ′１ｃｐ（０） ＝ ｃ１ｓｉｎｈ（ｐ（１ － ｘ１）） ／ ｓｉｎｈ ｐ ． （１７）
Ｇｒｅｅｎ 函数 Ｇ１ｃｐ（ｘ） 的两个待定常数 Ｇ１ｃｐ（０） 和 Ｇ′１ｃｐ（０） 已由式（１６）和式（１７）确定，将两者

代入 Ｇｒｅｅｎ 函数的一般表达式（５），得

　 　 Ｇ１ｃｐ（ｘ） ＝
ｃ１
ｐ

ｓｉｎｈ（ｐ（１ － ｘ１））
ｓｉｎｈ ｐ

ｓｉｎｈ（ｐｘ） － μ（ｘ － ｘ１）ｓｉｎｈ（ｐ（ｘ － ｘ１））
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ． （１８）

式（１８）即为零边界条件单集中阻尼弦系统的 Ｇｒｅｅｎ 函数．
２．２　 频率方程

令 Ｇｒｅｅｎ 函数式（１８）在 ｘ ＝ ｘ１ 处取值，此时 ｓｉｎｈ（ｐ（ｘ － ｘ１）） 为 ０，则该式右端第 ２ 项为 ０，
式（１８）变为
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　 　 Ｇ１ｃｐ（ｘ１） ＝
ｃ１ｓｉｎｈ（ｐ（１ － ｘ１））

ｐｓｉｎｈ ｐ
ｓｉｎｈ（ｐｘ１） ． （１９）

将式（１９）代入式（１５），当 ｃ１ 不为 ０ 时，可得单集中阻尼弦频率方程的一般形式为

　 　
ｓｉｎｈ（ｐ（１ － ｘ１））ｓｉｎｈ（ｐｘ１）

ｓｉｎｈ ｐ
＝ － １

ｃ１
． （２０）

对任意的 ｘ１ ＞ ０ 和 ｃ１ ＞ ０，式（２０） 中的本征值 ｐ 一般可用数值方法解得具体数值．
２．３　 本征向量与和本征函数

注意到单集中阻尼弦只有一项阻尼，因此，系统的本征向量（即本征函数在阻尼位置处的

取值）只有一个元素．对于该元素的取值，如阻尼位置不是本征函数的驻点，则可取 １，即 ϕ ＝
［ϕ１］ ＝ ［１］；如阻尼位置是本征函数的驻点，则该元素值必为 ０，即 ϕ ＝ ［ϕ１］ ＝ ［０］ ．

此处先讨论阻尼位置不是本征函数的驻点，即 ϕ ＝ ［ϕ１］ ＝ ［１］ 的情况，对于阻尼位置是本

征函数驻点的情况，则将在本文第 ４节中讨论．由于 ϕ１ ＝ １，将式（１８） 代入式（１４），可得带有参

数 ｐ 的本征函数 ϕ（ｘ） 的具体形式为

　 　 ϕ（ｘ） ＝ － ｃ１
ｓｉｎｈ（ｐ（１ － ｘ１））ｓｉｎｈ（ｐｘ）

ｓｉｎｈ ｐ
－ μ（ｘ － ｘ１）ｓｉｎｈ（ｐ（ｘ － ｘ１））

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ． （２１）

３　 中点集中阻尼弦本征解的性质

频率方程式（２０）为超越方程，其阻尼位置坐标 ｘ１ 可在 ０（弦左端） 和 １（弦右端） 之间的任

意点取值．因此，对于阻尼位置的一般情况，由频率方程求解本征值 ｐ 仍需要采用数值解法．但
当阻尼位于某些特殊位置时，例如阻尼位于弦中点，即 ｘ１ ＝ １ ／ ２ 的情况，则可由频率方程解得

本征值 ｐ 的显式解．以下对此做进一步讨论．
３．１　 本征值

将 ｘ１ ＝ １ ／ ２ 代入频率方程（２０），该式简化为

　 　 ｔａｎｈ（ｐ ／ ２） ＝ － ２ ／ ｃ１ ． （２２）
由式（２２）解得

　 　 ｐ ＝ ｌｎ
ｃ１ － ２
ｃ１ ＋ ２

． （２３）

式（２３）即为中点集中阻尼弦本征值的解析解，其右端项需取对数，因此，本征值 ｐ 一般应

采用复数形式表示，即 ｐ ＝ σ ＋ ｊω， ｊ 为虚数单位．
３．２　 本征函数

将 ｘ１ ＝ １ ／ ２ 代入本征函数式（２１），得

　 　 ϕ（ｘ） ＝ － ｃ１
ｓｉｎｈ（ｐ ／ ２）

ｓｉｎｈ ｐ
ｓｉｎｈ（ｐｘ） － μ ｘ － １

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｓｉｎｈ ｐ ｘ － １

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ． （２４）

由于本征函数乘以非零常数仍为本征函数， 故上式中 ｃ１ 可约去， 并可表示为分段函数的

形式：

　 　 ϕ（ｘ） ＝
ｓｉｎｈ（ｐｘ）， ｘ ≤ １

２
，

ｓｉｎｈ（ｐ（１ － ｘ））， ｘ ＞ １
２

．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（２５）

由式（２５）易知，本征函数 ϕ（ｘ） 关于弦中点对称．因此，除特别说明外，下文讨论相关问题
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时，只考虑 ｘ ≤ １ ／ ２ 的部分．将本征值的复数形式 ｐ ＝ σ ＋ ｊω 代入式（２５）右端，得
　 　 ϕ（ｘ） ＝ ｓｉｎｈ（σｘ）ｃｏｓ（ωｘ） ＋ ｊｃｏｓｈ（σｘ）ｓｉｎ（ωｘ） ． （２６）
式（２６）给出了中点集中阻尼弦在零边界条件下本征函数的一般表达式（根据对称性，只

考虑 ｘ ≤ １ ／ ２ 的部分）．
３．３　 本征值与本征函数的性质

当阻尼 ｃ１ 取值不同时，本征值 ｐ、本征函数 ϕ（ｘ） 及系统运动的特性都将随之变化，以下分

为大阻尼、适中阻尼和特征阻尼 ３ 种情况进行讨论．
３．３．１　 大阻尼 （ｃ１ ＞ ２）

阻尼 ｃ１ ＞ ２ 时，由本征值与阻尼的关系式（２３）得
　 　 ｐｋ ＝ ｌｎ （ｃ１ － ２） ／ （ｃ１ ＋ ２） ＋ ｊ·２ｓπ，　 　 ｓ ＝ ０， ± １， ± ２，… ． （２７）

式（２７）中，本征值阶次 ｋ 由整数 ｓ 确定，当 ｓ ≤ ０ 时，ｋ ＝ ２ ｜ ｓ ｜ ，当 ｓ ＞ ０ 时，ｋ ＝ ２ｓ － １．
由式（２７）得本征值 ｐｋ 的实部和虚部分别为

　 　 σ ＝ ｌｎ （ｃ１ － ２） ／ （ｃ１ ＋ ２） ， （２８）
　 　 ω ｋ ＝ ２ｓπ，　 　 ｓ ＝ ０， ± １， ± ２， ± ３，… ． （２９）
由式（２７）和后文式（３４ａ）知，当 ｃ１ ＞ ０ 且 ｃ１ ≠２ 时，均有 σ ＜ ０，可绘出衰减率 － σ 随系

统阻尼 ｃ１ 的变化情况，如图 ２ 所示．
１） 频率

由式（２９）可知，阻尼 ｃ１ ＞ ２时，系统存在虚部为 ０的本征值 ｐ０，此时 ｐ０ ＝ σ，系统的频率为

０，表明系统的 ０ 阶运动无震荡特性．
除 ０ 阶外，系统还有 １ 阶及以上无穷多阶本征值，即这些本征值的虚部 ω 为 ２ｓπ，ｓ ＝ ± １，

± ２， ± ３，…，系统的频率为 ｜ ｓ ｜ ．注意到，ｃ１ ＞ ２ 时，由式（２９）可以看出：系统频率与其阻尼无

关，这是该混合系统区别于一般的离散系统或连续系统的一个独特性质，可称为性质Ⅰ．
２） 衰减率

从式（２８）可以看出，当 ｃ１ ＞ ２ 时，包括 ０ 阶在内的系统各阶本征值的实部均相等，表明所

有各阶运动均具有相同的衰减率，即均为 － σ ．衰减率与本征值的阶次无关，这是该混合系统

区别于一般的离散系统或连续系统的又一个独特性质，可称为性质Ⅱ．
特别地，令式（２８）中 ｃ１ 趋于 ＋ ∞， 得

　 　 ｌｉｍ
ｃ１→＋∞

σ ＝ ｌｉｍ
ｃ１→＋∞

ｌｎ （ｃ１ － ２） ／ （ｃ１ ＋ ２） ＝ ０ － ． （３０）

此时，衰减率 － σ 趋于无穷小．注意到，由于衰减率趋于无穷小，表明此时系统趋于无阻尼

运动．
３） 本征函数

阻尼 ｃ１ ＞ ２时，本征函数的一个显著特点在于具有非震荡的０阶本征函数，记为ϕ０（ｘ），且
ϕ０（ｘ） 为实函数．由于 ０ 阶本征值的虚部 ω 为 ０，由式（２６）可得 ０ 阶本征函数为

　 　 ϕ０（ｘ） ＝ ｓｉｎｈ（σｘ） ． （３１）
由式（３１）可知，０ 阶本征函数 ϕ０（ｘ） 为实双曲正弦函数．
特别地，当 ｃ１ 趋于 ＋ ∞ 时，σ 趋于负无穷小（０ －） ．令本征函数一般表达式（２６） 中的 σ 趋

于负无穷小，得
　 　 ｌｉｍ

σ→０ －
ϕｋ（ｘ） ＝ ｌｉｍ

σ→０ －
（ｓｉｎｈ（σｘ）ｃｏｓ（ω ｋｘ） ＋ ｊｃｏｓｈ（σｘ）ｓｉｎ（ω ｋｘ）） ＝

　 　 　 　 σｘｃｏｓ（ω ｋｘ） ＋ ｊｓｉｎ（ω ｋｘ） ． （３２）
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注意到式（３２）中 ω ｋ 取值为２ｓπ，于是由式（３２） 可知，本征函数实部接近于σｘｃｏｓ（２ｓπｘ），
为一阶无穷小量；虚部接近于函数 ｓｉｎ（２ｓπｘ） ．实部与虚部相比，一般为一阶无穷小量，但 ０ 阶

本征函数则是一个例外：由式（３１） 可知，０ 阶本征函数 ϕ０（ｘ） 趋于 σｘ， 仍为一阶无穷小量，但
其虚部严格为 ０．

图 ３ 绘出了不同阻尼下 ０ 阶本征函数 ϕ０（ｘ） 的图形（其中 ｘ ＞ １ ／ ２ 的部分由图形关于 ｘ ＝
１ ／ ２ 的对称性作出，图中本征函数已利用中点函数值进行了归一化处理） ．从图 ３ 可以看出，随
着阻尼增大，０ 阶本征函数 ϕ０（ｘ） 的形状逐渐接近于函数 σｘ； 随着阻尼趋近于 ２，本征函数在

弦中点以外的位置迅速衰减为 ０．

图 ２　 衰减率 － σ 随系统阻尼 ｃ１ 变化 图 ３　 当 ｃ１ ＞ ２ 时系统的 ０ 阶本征函数

Ｆｉｇ． ２　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ ａｔｔｅｎｕａｔｉｏｎ ｒａｔｅ σ ｗｉｔｈ Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ０ｔｈ ｏｒｄｅｒ ｅｉｇｅｎｆｕｎｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ
ｓｙｓｔｅｍ ｄａｍｐｉｎｇ ｃ１ ｓｙｓｔｅｍ ｆｏｒ ｃ１ ＞ ２

图 ４（ａ） ～４（ｃ）分别给出了 １ 阶本征函数 ϕ１（ｘ） 及不同阻尼下 ϕ１（ｘ） 的实部和虚部的图

形（ｘ ＞ １ ／ ２ 的部分由关于 ｘ ＝ １ ／ ２ 的对称性做出，ϕ１（ｘ） 的实部和虚部均由其峰值进行了归一

化处理）．
从图 ４（ｂ） ～４（ｃ）可以看出，随着阻尼从 ２ 开始增大，１ 阶本征函数 ϕ１（ｘ） 的实部形状逐渐

接近于 － ｘｃｏｓ（２πｘ），虚部形状接近于 ｓｉｎ（２πｘ） ．

（ａ） 本征函数的空间曲线及其实部、虚部投影

（ａ） Ｔｈｅ ｓｐａｃｅ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｔｈｅ ｅｉｇｅｎｆｕｎｃｔｉｏｎ ａｎｄ ｉｔｓ ｒｅａｌ ｐａｒｔ ａｎｄ ｉｍａｇｉｎａｒｙ ｐａｒｔ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎｓ
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（ｂ） 实部形状随 ｃ１ 变化 （ｃ） 虚部形状随 ｃ１ 变化

（ｂ） Ｔｈｅ ｒｅａｌ ｐａｒｔ ｓｈａｐｅ ｖａｒｙｉｎｇ ｗｉｔｈ ｃ１ （ｃ） Ｔｈｅ ｉｍａｇｉｎａｒｙ ｐａｒｔ ｓｈａｐｅ ｖａｒｙｉｎｇ ｗｉｔｈ ｃ１
图 ４　 当 ｃ１ ＞ ２ 时系统的 １ 阶本征函数

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ １ｓｔ ｏｒｄｅｒ ｅｉｇｅｎｆｕｎｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｆｏｒ ｃ１ ＞ ２

３．３．２　 适中阻尼 （０ ＜ ｃ１ ＜ ２）
当 ０ ＜ ｃ１ ＜ ２ 时，由本征值与阻尼的关系式（２３）得
　 　 ｐｋ ＝ ｌｎ （ｃ１ － ２） ／ （ｃ１ ＋ ２） ＋ ｊ（２ｓ ＋ １）π，　 　 ｓ ＝ ０， ± １， ± ２，… ． （３３）

式（３３）中，本征值 ｐ 的阶次 ｋ 由整数 ｓ 确定，当 ｓ ＜ ０ 时，ｋ ＝ ２ ｜ ｓ ｜ ，当 ｓ ≥ ０ 时，ｋ ＝ ２ｓ ＋ １．
由式（３３）可知，当 ０ ＜ ｃ１ ＜ ２ 时，本征值 ｐ 是复数，ｐ 的实部和虚部分别为

　 　 σ ＝ ｌｎ （ｃ１ － ２） ／ （ｃ１ ＋ ２） ， （３４ａ）
　 　 ω ｋ ＝ （２ｓ ＋ １）π，　 　 ｓ ＝ ０， ± １， ± ２，… ． （３４ｂ）
１） 频率

由式（３４ｂ）知，当 ０ ＜ ｃ１ ＜ ２ 时，各阶本征值的虚部 ω 为（２ｓ ＋ １）π，ｓ ＝ ０， ± １， ± ２， ± ３，
…，系统的频率为 ｜ ｓ ＋ １ ／ ２ ｜ ．式（３４ｂ）还表明，系统频率仍与其阻尼无关，再次表现出该混合

系统的性质Ⅰ．
２） 衰减率

由式（３４ａ）可知， 对 ０ ＜ ｃ１ ＜ ２的情况， 所有各阶本征值的实部σ 都相同， 表明各阶本征

函数在单位时间内的衰减率都相同， 衰减率与本征值的阶次无关， 再次表现出该混合系统的

性质Ⅱ．
特别地，当 ｃ１ 大于且趋于 ０ 时，得

　 　 ｌｉｍ
ｃ１→０

σ ＝ ｌｉｍ
ｃ１→０

ｌｎ
ｃ１ － ２
ｃ１ ＋ ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０ － ． （３５）

此时，衰减率 － σ 趋于无穷小．应注意到，衰减率趋于无穷小，表明该混合系统趋于无阻尼

振动．
３） 本征函数

不论阻尼如何取值，本征函数均可统一表达为式（２６）．上文提到，当 ｃ１ ＞ ２时，系统存在虚

部为 ０ 的本征值，其对应的 ０ 阶本征函数为实双曲正弦函数．但对于 ０ ＜ ｃ１ ＜ ２ 的情况，由式

（３４ｂ）可知，系统各阶本征值虚部均不可能为 ０，故任何本征函数都不能再退化为实函数．
特别地，由式（３５）可知，当 ｃ１ 大于且趋于０时，σ趋于负无穷小．令本征函数式（２６） 中的σ

趋于负无穷小，得
　 　 ｌｉｍ

σ→０ －
ϕｋ（ｘ） ＝ ｌｉｍ

σ→０ －
（ｓｉｎｈ（σｘ）ｃｏｓ（ω ｋｘ） ＋ ｊｃｏｓｈ（σｘ）ｓｉｎ（ω ｋｘ）） ＝
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　 　 　 　 σｘｃｏｓ（ω ｋｘ） ＋ ｊｓｉｎ（ω ｋｘ） ． （３６）
同时注意到式（３４ｂ）中 ω ｋ 取值为（２ｓ ＋ １）π，于是由式（３６） 可知，本征函数的实部接近

σｘｃｏｓ（（２ｓ ＋ １）πｘ），为无穷小量；虚部接近于 ｓｉｎ（（２ｓ ＋ １）πｘ）；本征函数的实部与虚部相比，
一般为一阶无穷小量．

图 ５ 绘出了不同阻尼下 １ 阶本征函数 ϕ１（ｘ） 的实部和虚部的图形（ｘ ＞ １ ／ ２的部分由关于

ｘ ＝ １ ／ ２的对称性做出，ϕ１（ｘ） 的实部和虚部均由其峰值进行了归一化处理） ．从图 ５可以看出，
随着阻尼从 ２ 开始减小至 ０，１ 阶本征函数 ϕ１（ｘ） 的实部形状逐渐接近于 ｘｃｏｓ（πｘ），其虚部形

状接近于 ｓｉｎ（πｘ） ．

（ａ） 实部形状随 ｃ１ 变化 （ｂ） 虚部形状随 ｃ１ 变化

（ａ） Ｔｈｅ ｒｅａｌ ｐａｒｔ ｓｈａｐｅ ｖａｒｙｉｎｇ ｗｉｔｈ ｃ１ （ｂ） Ｔｈｅ ｉｍａｇｉｎａｒｙ ｐａｒｔ ｓｈａｐｅ ｖａｒｙｉｎｇ ｗｉｔｈ ｃ１
图 ５　 当 ０ ＜ ｃ１ ＜ ２ 时系统的 １ 阶本征函数

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ １ｓｔ ｏｒｄｅｒ ｅｉｇｅｎｆｕｎｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｆｏｒ ０ ＜ ｃ１ ＜ ２

３．３．３　 特征阻尼 （ｃ１ ＝ ２）
由本征值与阻尼的一般关系式（２３）知，当阻尼值取 ２ 时，由于式（２３）右端需对 ０ 取对数，

即使在复域，这个对数都无意义（无定义）．但该混合动力学系统（中点集中阻尼弦）本身并不

能排斥阻尼值取 ２ 的情况，因此，有必要从极限角度对此问题进行讨论．
不论从大于 ２ 的方向还是从小于 ２ 的方向，当 ｃ１ 趋于 ２ 时，由式（２３）可得本征值实部的

极限为

　 　 ｌｉｍ
ｃ１→２

σ ＝ ｌｉｍ
ｃ１→２

ｌｎ
ｃ１ － ２
ｃ１ ＋ ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ － ∞ ． （３７）

此时， σ 趋于负无穷大．本征值的虚部 ω 则与 ｃ１ 是否大于 ２ 有关：ｃ１ ＞ ２ 时，ω ＝ ２ｓπ；ｃ１ ＜
２ 时，ω ＝ （２ｓ ＋ １） π；ｓ 均为整数，ｓ ＝ ０， ± １， ± ２， ± ３，… ．

１） 频率

如前所述，当阻尼 ｃ１ 从两个不同的方向趋于 ２ 时，本征值虚部 ω 取值不同，表明其左右极

限不同．
２） 衰减率

如前所述， ｃ１ 不论从哪个方向趋于 ２，本征值实部 σ 均趋于负无穷大，即系统衰减率 － σ
趋于无穷大．从数学上看，这表明各阶本征函数所表征的运动会在瞬时衰减为 ０，可以理解为系

统的有阻尼运动（包括震荡和非震荡两种有阻尼运动）被完全抑制，系统不能发生任何有阻尼

振动，这是该系统区别于一般的离散系统或连续系统的再一个独特性质，可称为性质Ⅲ．
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３） 本征函数

如前所述，当 ｃ１ 趋于２时，σ趋于负无穷大．因此，可令本征函数统一表达式（２６） 中的σ 趋

于负无穷大，得
　 　 ｌｉｍ

σ→－∞
ϕｋ（ｘ） ＝ ｌｉｍ

σ→－∞
（ｓｉｎｈ（σｘ）ｃｏｓ（ω ｋｘ） ＋ ｊｃｏｓｈ（σｘ）ｓｉｎ（ω ｋｘ）） ＝

　 　 　 　 ｅ －σｘ（ － ｃｏｓ（ω ｋｘ） ＋ ｊｓｉｎ（ω ｋｘ）） ／ ２ ＝
　 　 　 　 － ｅ －σｘｅ － ｊωｋｘ ／ ２． （３８）
式（３８）表明：当 σ 趋于负无穷大时，本征函数在所有非 ０ 点的取值趋于无穷大．
这将得到如下推论：若 ｃ１ 趋于 ２，则在采用叠加法确定挠曲函数 ｗ（ｘ，ｔ） 中任意一阶本征

函数 ϕｋ（ｘ） 的系数时，由于 ϕｋ（ｘ） 在除 ｘ ＝ ０点以外，处处趋于无穷大， ϕｋ（ｘ） 的系数在任何能

量有限的初始条件下都将趋于无穷小．这意味着当阻尼为特征阻尼时，有阻尼运动都将被完全

抑制．因此，从本征函数的角度分析，系统此时也不能发生任何有阻尼振动，这和上文从衰减率

角度分析得到的结论一致，再次表现出该混合系统的性质Ⅲ．

４　 无衰减自由振动（第二类本征解）
对单阻尼设置于弦中点的情况，集中阻尼弦存在一类特殊的自由振动，这类振动对应弦中

点恰好为无阻尼自由振动驻点的那一部分本征解．由于这类本征解在阻尼处取值为 ０，因此其

对应的振动不受阻尼的影响，其自由振动无衰减．
此种情况下，本征函数 ϕ（ｘ） 在阻尼位置处（ｘ１ ＝ １ ／ ２） 应满足

　 　 ϕ（ｘ１） ＝ ０， （３９）
则阻尼力恒为 ０．因此， ϕ（ｘ） 的常微分方程（１３）变为

　 　 － ϕ″（ｘ） ＋ ｐ２ϕ（ｘ） ＝ ０． （４０）
同时， ϕ（ｘ） 尚需满足两端的零边界条件：
　 　 ϕ（０） ＝ ϕ（１） ＝ ０． （４１）
易看出，式（４０）及式（４１）与两端固支无阻尼弦本征函数满足的常微分和边界条件完全一

致，易解得本征值和本征函数为

　 　 ｐ ＝ ｊｓπ， （４２）
　 　 ϕ（ｘ） ＝ ｓｉｎｈ（ｐｘ）， （４３）

式（４２）中， ｓ 为非 ０ 整数．
注意到，式（４３）中的 ϕ（ｘ） 尚应满足式（３９），应做进一步讨论．令Ｎ ＝ ２，引入记号α表示无

阻尼弦，ｓα ＝ ± Ｎ， ± ２Ｎ， ± ３Ｎ，…；ｓα ＜ ０ 时，ｑ ＝ ２ ｜ ｓα ｜ ， ｓα ＞ ０ 时，ｑ ＝ ２ｓα － １，易知无阻尼

弦自由振动第 ｑ 阶本征解 ｐαｑ 和 ϕαｑ（ｘ） 除了满足式（４０） 及式（４１），还将同时满足式（３９） ．因
此，ｐαｑ 和ϕαｑ（ｘ） 同时也分别为集中阻尼弦的无衰减自由振动的本征值 ｐβｖ 和本征函数ϕβｖ（ｘ），
记号 β 表示集中阻尼弦，记号 ｖ 表示本征值阶次．则集中阻尼弦的无衰减自由振动的本征值阶

次 ｖ 应按照系统频率从小到大的方式编号．当同时考虑集中阻尼弦的无衰减和有衰减振动时，
应对两类本征解的阶次统一编号．此时，编号规则仍然应是本征值阶次随频率（绝对值）的递增

而增加．
由以上推导可知，中点集中阻尼弦的自由振动存在这样一类本征解：阻尼位置（此处即弦

中点）处于本征函数的驻点处．这类解实际上就是无阻尼弦的本征解中，在弦中点为驻点的那

一部分解．
１） 频率
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由式（４２）知，本征值 ｐ 的虚部 ω 为 ２ｓπ，表明系统频率为 ｓ（ ｓ ＝ ± １， ± ２， ± ３，…） ．
２） 衰减率

显然，由于这类本征解与无衰减自由振动相对应，可知衰减率为 ０，这与式（４３）中本征解

的实部均为 ０ 是对应的．
３） 本征函数

显然，这类本征函数关于弦中点反对称，且与无阻尼弦系统相应的反对称本征函数完全一

致，其本征函数为

　 　 ϕｖ（ｘ） ＝ ｓｉｎ（２ｓπｘ），　 　 ｓ ＝ ± １， ± ２， ± ３，… ． （４４）

５　 中点集中阻尼弦自由振动的一般表达式

中点集中阻尼弦的本征解一般由无衰减自由振动、有衰减自由振动和有衰减的 ０ 阶非震

荡运动组成，因此，可将其表示为如下通用形式：

　 　 ｗ（ｘ，ｔ） ＝ Ｃ０ｅσｔｓｉｎｈ（σｘ） ＋ ∑
＋∞

ｋ ＝ １
Ｃｋｅ（σ ＋ ｊωｋ） ｔϕｋ（ｘ） ＋

　 　 　 　 ∑
＋∞

ｖ ＝ １
（Ａｖｓｉｎ（２ｖπｔ） ＋ Ｂｖｃｏｓ（２ｖπｔ））ｓｉｎ（２ｖπｘ） ． （４５）

式（４５）中，右端三项依次为非震荡的 ０ 阶本征运动、有衰减自由振动和无衰减自由振动；
ϕｋ（ｘ） 是由式（２６） 给出的复函数；Ｃｋ 为复常数，Ａｖ，Ｂｖ 为实常数，这些常数须由初始条件确定．

６　 结果与讨论

本文利用 Ｄｉｒａｃ δ 函数，在全域建立并求解集中阻尼弦的动力学方程， 导出了其本征方程

组、 频率方程和本征函数的一般形式， 分析了中点阻尼对张紧弦本征解的影响，得到的结果

如下：
１） 集中阻尼弦有三个既区别于连续系统，又区别于离散系统的独特性质：系统频率与阻

尼值无关（性质Ⅰ），阻尼振动的衰减率均相等（性质Ⅱ），及当阻尼为特定值时，有衰减振动被

完全抑制，系统只存在无衰减振动（性质Ⅲ）．
２） 当阻尼小于特定值时，系统只有震荡的运动；当阻尼大于特定值时，系统则可同时有震

荡运动和非震荡运动．
３） 中点集中阻尼弦的无衰减振动均关于中点反对称，有衰减运动（包括 ０ 阶的非震荡运

动和 １ 阶及以上阶次的震荡运动）均关于中点对称．
对于理论推导，给出系统本征解的一般形式及分析本征解的性质仍然是不够的．在此基础

上，还需根据初始条件确定本征解叠加时的待定系数，这是理论推导应该解决的问题，此问题

将在后续论文中研讨．
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