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摘要：　 三维水动力模型在准确模拟海洋物理特性中起着重要的作用，传统的 σ 坐标转换由于当

时计算机能力所限，舍去了复杂的高阶项，在实际复杂地形（或水深变化） 环境下，会带来一定的误

差或计算失真等问题．由此，为了适应高精度计算结果的需求，对原有 σ 坐标三维水动力模型进行

了重新修正．在改进后的模型中，综合考虑了经 σ坐标变换引入的与流速、水位、地形相关的复杂高

阶项，选用特定的插值函数，利用有限元和差分相结合的方法，进行求解 σ 坐标下的完整三维浅水

模式方程．相比原模型，改进的模型对底坡、水深、潮汐振幅等变化适用范围更为广泛，能更好地模

拟出复杂水深变化下的垂向流动分布特征，计算结果具有更高的精确度；改进的模型针对一些极

端水位条件（潮汐振幅与水深比大于 ０．１５），其计算误差同样可保持在一个较低的范围内；同时，改
进的模型只需更短的时间就可运行至稳定状态．
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引　 　 言

感潮河段、大型湖泊及近海区域的水流运动，实际上均为三维运动，但由于其水深尺度相

对于流场水平尺度较小，采用二维潮流数学模型也能有效模拟其运动状态．随着河口、海域地

形及水深变化复杂程度加大，以及实际工程问题对潮流垂直结构及河口分层运动特性研究需

求的提高，高精度的三维水动力数学模型研究与建立也变得愈加重要．
在三维模型中，垂向坐标的选取是决定其对模拟水域适应性的关键因素之一，因此，垂向

坐标及坐标变换的选取也就成为了人们一直关注的热点问题．自 １９５７ 年 Ｐｈｉｌｉｐｓ［１］提出 σ 坐标

变换起，σ 坐标因具有能较好地拟合床面和自由水面起伏变化的优势，进而由此引出的三维 σ
坐标变换水流模式已在各海洋、水利学科中得到了广泛应用．如窦振兴等［２］以具有自由面的三

维非线性 Ｎ⁃Ｓ 方程为基本方程，经 σ 坐标变换得到模式方程建立数值模型用以计算渤海的三
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维潮流运动；白玉川等［３⁃４］选用特殊的插值函数利用有限元和差分相结合的方法，建立了海域

数值模型并完成了歧口至套儿河海区及广西廉州湾水域的三维潮流计算；陈虹等［５］采用 σ 坐

标变换，对渤海湾湾顶典型潮流与泥沙运动进行了数值模拟，以较高的分辨率揭示了该海域潮

流与泥沙运动的典型特征；Ｂａｉ（白玉川）等［６］ 应用 σ 坐标变换，得到该坐标下泥沙运动方程，
建立了三维水流泥沙运动模型，分析得到了陆源泥沙和海向泥沙的运动规律及海河河口冲淤

特征；汪守东等［７］在算子分裂法思想的基础上，将两种高精度的离散格式推广应用于三维对

流扩散方程，并对 ＡＤＩ 格式的对流向进行了改进，将对流项空间精度提高至 ４ 阶；郝嘉凌等［８］

通过 σ 坐标三维水动力模型计算结果对潮流流速分布模式进行研究，得出了近底流速分布的

线性分布模式；Ｗａｒｎｅｒ 等［９］将 ＲＯＭ 模型与 ＳＷＡＮ 模型中波浪模块进行耦合，经 σ 坐标变换后

得到了三维模式方程用以计算河口、大陆架及近岸海域的水流泥沙运动；Ｌｉｕ（刘昭伟）等［１０］探

索推导出了 σ 坐标下的废水排出后的输移扩散方程，用于计算自然河流单侧废水排出后的输

移扩散特征；于守兵等［１１］采用水位积分平衡法并引入边壁滑移系数，解决了 σ 坐标系下有限

体积离散时产生的静水压力项与底坡项的平衡问题和边壁阻力模拟问题，建立了非结构网格

上的三维浅水模型，并通过计算 Ｈｏｌｔｚ 丁坝试验，表明考虑边壁阻力能够模拟丁坝附近局部小

回流区；田勇［１２］建立了基于有限体积法的琥珀三维水动力水质耦合数值模型，模型采用无结

构三角形网格和垂向 σ 坐标来剖分计算域，以武汉大东湖水系为研究对象，对大东湖水系六

个主要湖泊的水动力、水温和富营养化进行了全面研究；吴毓儒［１３］ 利用 ＦＯＣＯＭ 模型建立了

长江口深水航道三维水动力、盐度数值模型，垂向采用 σ 坐标转换，对深水航道整治工程不同

阶段的水流、盐度运动规律进行了模拟研究并预测了来自于拐弯段内两侧浅滩的泥沙进入航

道是造成长江口深水航道严重淤积的主要原因；赵旭东等［１４］应用非结构化网格建立水动力模

型，对不同计算核心分配方案的 ＭＰＩ 并行计算，基于 ＧＰＵ 的高性能计算技术，在 ＣＵＤＡ 开发

平台下设计并行算法，建立非结构化网格的二维水动力模型；李大鸣等［１５］ 建立三维局部流场

模型，模拟分析了发电装置对试验场局部近场、大范围远场水动力的影响情况；黄牧涛等［１６］建

立了 σ 坐标系下的三维水动力数值模型，对武汉东湖的三维流场结构和变化规律进行了深入

分析．很多学者对三维水动力模型中垂向 σ 坐标转换进行了详细研究和探讨，转换后得到 σ 坐

标系下的连续方程和动量方程，部分计算中保留了
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项，而坐标转换中得到的其他高阶项一般被忽略不计．
本文在已有研究的基础上，针对传统 σ 坐标转换舍去的复杂高阶项，在计算复杂地形与

水深变化环境下的水流运动时，对引起的一定误差或计算失真等问题展开研究，进一步完善了

σ 坐标三维水动力模型．在白玉川等［３⁃４，６］模型的基础上，综合考虑补充了经 σ 坐标变换引入的

与流速、水位、地形相关的复杂高阶项，形成 σ 坐标下的完整三维浅水模式方程．在改进后的模

型中，采用特殊的单元插值函数并在水平方向利用三角形网格剖分计算域，采用集中质量有限

元方法离散方程和加速计算，保留了原模型计算快速的优点；在垂直方向上利用差分方法进行

求解．

１　 基本方程及边界条件的确定

在一般宽、浅水域中，垂向加速度远小于重力加速度，可忽略不计，Ｎ⁃Ｓ 方程可化简为如下
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连续方程
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式中 ｘ，ｙ和 ｚ分别为直角坐标系下的方向坐标，Ｕ，Ｖ和Ｗ分别为 ｘ，ｙ和 ｚ方向上的速度，Ｐ表示

压力，Ｔｉｊ 是湍流应力项
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下标 ｉ 和 ｊ 轮流以 ｘ 和 ｙ 代替， ｆ 为科氏力， ｆ ＝ ２ω１ｓｉｎ ψ，ψ 为当地纬度，ω１ 为地球自转角速度．
图 １ 为直角坐标向 σ 坐标转换示意图，由图可见转换之后的地形和自由表面均变为平整

面，并沿水深方向对研究区域进行分层．图 １（ａ）中 Ｈ 为基准面到底床的水深，η 为基准面到自

由水面的水位，Ｄ 为总水深，图 １（ｂ）中 σｋ 为 σ 坐标系中第 ｋ 层的水深．

（ａ） 直角坐标系 （ｂ） σ 坐标系

（ａ） Ｔｈｅ Ｃａｒｔｅｓｉａｎ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｓｙｓｔｅｍ （ｂ） Ｔｈｅ σ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｓｙｓｔｅｍ
图 １　 坐标图

Ｆｉｇ． １　 Ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ

现有的海洋三维模型多为 σ 坐标转换，在文献［３⁃４，６］中分别考虑了经 σ 坐标转换后速

度沿 σ 坐标方向的二阶项
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此次改进后的模型，不仅考虑了由流速沿 σ 坐标方向的二阶项，同时加入了流速沿水平方向

变化而引入的高阶项，以及地形和自由表面水平变化引入的高阶项．
设水体不可压缩且满足静压假定和 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 近似，本文从直角坐标系下的连续方程和

动量方程出发，推导出在 σ 坐标系下的连续方程和动量方程，即 （ｘ，ｙ，ｚ） → （α，β，σ） ．将直角

坐标系下方程转换到 σ 坐标系下：

２４８ 三维海洋水动力计算 σ 坐标转换存在的问题及改进方法



　 　 α ＝ ｘ， β ＝ ｙ， σ ＝ ｚ － η
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ø
÷ － σ ∂２Ｄ

∂β２
＋ ∂２η

∂β２
æ

è
ç

ö

ø
÷

∂
∂σ

（νｈｖ） ＋

　 　 　 　 ２σ ∂Ｄ
∂β

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ ∂
∂σ

νｈ

Ｄ
ｖ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ２ ∂η

∂β
∂Ｄ
∂β

∂
∂σ

νｈ

Ｄ
ｖ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ù

û
ú
ú ， （７）

式中 νｈ 为水平黏性系数，νｚ 为垂向黏性系数，ω 为 σ 坐标系下的垂向速度

　 　 ω ＝ Ｄ ｄσ
ｄｔσ

＝ Ｗ － ｕ σ ∂Ｄ
∂α

＋ ∂η
∂α

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ｖ σ ∂Ｄ

∂β
＋ ∂η

∂β
æ

è
ç

ö

ø
÷ － σ ∂Ｄ

∂ｔσ
＋ ∂η

∂ｔσ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （８）

其中

　 　 Ｄ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ Ｈ（ｘ，ｙ） ＋ η（ｘ，ｙ，ｔ）， ∂Ｄ
∂σ

＝ ∂η
∂σ

＝ ０．

３４８白玉川　 　 温志超　 　 徐海珏　 　 廖世智　 　 曹永港　 　 夏华永



在 σ 坐标系下，沿整个水深（－１，０）积分连续方程，并考虑运动学边界条件，可得积深整体

连续方程：

　 　 ∂（ＤＵ
－
）

∂α
＋ ∂（ＤＶ

－
）

∂β
＋ ∂Ｄ

∂ｔσ
＝ ０， （９）

式中 Ｕ
－
和 Ｖ

－
为整体平均速度，表达式为［１７］

　 　 Ｕ
－
＝ ∫０

－１
ｕｄσ ＝ ∑

０

ｂ
Δσｋｕｋ， Ｖ

－
＝ ∫０

－１
ｖｄσ ＝ ∑

０

ｂ
Δσｋｖｋ ． （１０）

动力学边界条件如下：
自由面

　 　 ρυｚ
∂Ｕ
∂σ

，∂Ｖ
∂σ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ （Ｔａα，Ｔａβ） ＝ ０；

底平面

　 　 ω（ｘ，ｙ， － １，ｔ） ＝ ０．
海岸边界，法向速度为 ０；在沿海与开路边界，由实测潮位或流速给出．
为方便起见，以 （ｘ，ｙ，σ，ｔ） 代替 （α，β，σ，ｔσ） ．在 σ 坐标系下，取一系列与 ｘ 和 ｙ 轴平行的

平面，利用三角形网格剖分所有平面，设Φｉ 为线型三角元的坐标函数，则本文所取插值函数为

　 　

ｕ ＝ ∑
３

１
ｕｉ（σ，ｔ）Φｉ（ｘ，ｙ），

ｖ ＝ ∑
３

１
ｖｉ（σ，ｔ）Φｉ（ｘ，ｙ），

ｗ ＝ ∑
３

１
ｗ ｉ（σ，ｔ）Φｉ（ｘ，ｙ），

Ｄ ＝ ∑
３

１
Ｄｉ（ ｔ）Φｉ（ｘ，ｙ），

η ＝ ∑
３

１
ηｉ（ ｔ）Φｉ（ｘ，ｙ），

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

（１１）

式中 ｉ 取为 １，２，３ 分别对应三角形单元中的三个节点，ｕｉ（σ，ｔ），ｖｉ（σ，ｔ），ｗ ｉ（σ，ｔ），Ｄｉ（ ｔ），ηｉ（ ｔ）
对应的是三角形单元中节点 ｉ 的值．

将式（１１）代入式（５） ～ （９）中，即可得到有限元方程．与文献［３⁃４，６］比较，共增加了 ６ 个

有限元方程系数矩阵，其形式如式（１２）所示：

　 　

Ｂ１１ｉｊ ＝ ｕｋ（σ，ｔ）
∂Φｍ（ｘ，ｙ）

∂ｘ
∂Φｎ（ｘ，ｙ）

∂ｘ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú （ΦｉΦ ｊ），

Ｂ２２ｉｊ ＝ ｕｋ（σ，ｔ）
∂Φｍ（ｘ，ｙ）

∂ｙ
∂Φｎ（ｘ，ｙ）

∂ｙ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú （ΦｉΦ ｊ），

Ｃ１１ｉｊ ＝ ｖｋ（σ，ｔ）
∂Φｍ（ｘ，ｙ）

∂ｘ
∂Φｎ（ｘ，ｙ）

∂ｘ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú （ΦｉΦ ｊ），

Ｃ２２ｉｊ ＝ ｖｋ（σ，ｔ）
∂Φｍ（ｘ，ｙ）

∂ｙ
∂Φｎ（ｘ，ｙ）

∂ｙ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú （ΦｉΦ ｊ），

Ｂ０ｉｊ ＝
∂Φｋ

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ （ΦｉΦ ｊ）， Ｃ０ｉｊ ＝

∂Φｋ

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ （ΦｉΦ ｊ），

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

（１２）
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式中 ｉ， ｊ，ｋ 取为 １，２，３ 分别对应三角形单元中的三个节点．

２　 三维流场的数值模拟

２．１　 潮位驱动模型计算试验

２．１．１　 设计模型试验

计算水域　 平底，长 Ｌ ＝ ３．５ ｋｍ、宽 Ｂ ＝ １．６ ｋｍ，初始水深见表 １．
初始条件　 全域初始水位为 ０．０ ｍ，流速为 ０．０ ｍ ／ ｓ ．
开边界条件　 计算域的左侧边界为开边界， 潮位驱动为 Ｍ２ 分潮， 振幅见表 １， 潮周期为

４４ ７１２ ｓ； 右侧为自由出流； 其他两个边界为固边界， 固边界的法相流速为 ０ ｍ ／ ｓ ．模拟总时长

为 ８６４ ０００ ｓ ．
表 １　 潮位驱动模型试验数据

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｔｉｄａｌ ｄｒｉｖｅｎ ｍｏｄｅｌ ｔｅｓｔ ｄａｔａ

ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９

ｄｅｐｔｈ Ｄ ／ ｍ １０ １０ １０ ５ ２０ ２ ２ ２ ２

ｔｉｄａｌ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ Ａ ／ ｍ １ ０．８ ０．６ ０．８ ４ ０．６ ０．５ ０．４ ０．３

ｍａｎｎｉｎｇ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｎ ０．０１５ ０．０１５ ０．０１５ ０．０１５ ０．０１５ ０．０１５ ０．０１５ ０．０１５ ０．０１５

Ａ ／ Ｄ ０．１ ０．０８ ０．０６ ０．１６ ０．２ ０．３ ０．２５ ０．２ ０．１５

ｓｌｏｐｅ ξ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

　 　 设 ｒ ＝ Ａ ／ Ｄ（ ｒ ＝ 分潮振幅 ／水深），试验 １～３ 中 ｒ≤０．１，对应一般情况下分潮振幅与平均水

深比值；试验 ４～９ 中， ０．１５ ≤ ｒ ≤ ０．３， 对应极端情况下分潮振幅与平均水深比值．
２．１．２　 潮位驱动垂向平均值

根据 Ｉｐｐｅｎ［１８］的理论，潮位驱动二维模型试验中，水位和垂向平均流速解析解为

　 　 η ＝ Ａｃｏｓ（ω２ ｔ）， （１３）

　 　 Ｕ
－
＝
Ａω２ｘ
Ｄ

ｓｉｎ（ω２ ｔ）， （１４）

式中 η 代表潮汐水位，ｍ； Ａ 代表潮汐振幅，ｍ； ω２ 代表潮汐角速率，ｒａｄ ／ ｈ； Ｕ
－
代表垂向平均流

速，ｍ ／ ｓ； Ｄ 代表水深，ｍ ．
图 ２ 给出了水位、水深理论值与原模型及改进模型计算值对比的结果．由图可见，原模型

及改进模型运算结果与理论值完全拟合，两种模型均能较好地模拟潮位变化过程和水深变化

过程．
模型试验中将水体沿垂向平分为若干层，运用改进前后的两种数值模型对同一工况进行

模拟，选取 ３ 个水平特征点：特征点 １（１ ０００，８００）、特征点 ２（１ ７００，８００）、特征点 ３（２ ４００，
８００）．提取模型结果，根据式（１０）计算得到各点垂向平均流速，并与式（１４）计算得到的垂向平

均流速理论值进行比较，结果见图 ３．
图 ３ 给出了试验 １～９ 特征点 ２ 的垂向平均流速．从图中可以看出：试验 １ ～ ３ 比值 ｒ 较小，

两种模型试验结果与垂向平均流速理论值拟合较好；试验 ４ 和 ６～９ 比值 ｒ 较大而水深较小，可
明显看出改进模型计算结果与垂向平均流速理论值更为接近；试验 ５ 比值 ｒ 较大同时水深也

较大，两种模型计算结果与该点垂向平均流速理论值拟合较好．因此，当比值 ｒ 较小及比值 ｒ 偏
大，同时水深较大时，原模型与改进模型计算值均与垂向平均流速理论值有较高的吻合度；比
值 ｒ 较大同时水深较小时，改进模型试验结果与垂向平均流速理论值有较高的拟合度．
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图 ２　 水位、水深验证

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｖｅｒｉｆｉｃａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｗａｔｅｒ ｌｅｖｅｌ ａｎｄ ｔｈｅ ｗａｔｅｒ ｄｅｐｔｈ

图 ３　 特征点 ２ 的垂向平均流速

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｖｅｒｔｉｃａｌ ｍｅａｎ ｖｅｌｏｃｉｔｉｅｓ ｏｆ ｆｅａｔｕｒｅ ｐｏｉｎｔ ２

图 ４ 中分别为试验 １～９ 计算得到的涨潮、落潮时刻各特征点理论平均流速、原模型平均

流速与改进模型平均流速．从图中可以看出：涨潮与落潮时刻三个特征点的变化趋势相同，随
着比值 ｒ的增大，流速绝对值逐渐加大；同时，随着比值 ｒ的增加、水深降低，原模型计算得到的

６４８ 三维海洋水动力计算 σ 坐标转换存在的问题及改进方法



平均流速较理论平均流速偏小，而改进模型计算结果受比值 ｒ 和水深变化的影响不大，具有更

好的适用性．

（ａ） 特征点 １，落潮 （ｂ） 特征点 １，涨潮

（ａ） Ｐｏｉｎｔ １ ｅｂｂ ｔｉｄｅ （ｂ） Ｐｏｉｎｔ １ ｆｌｏｏｄ ｔｉｄｅ

（ｃ） 特征点 ２，落潮 （ｄ） 特征点 ２，涨潮

（ｃ） Ｐｏｉｎｔ ２ ｅｂｂ ｔｉｄｅ （ｄ） Ｐｏｉｎｔ ２ ｆｌｏｏｄ ｔｉｄｅ

（ｅ） 特征点 ３，落潮 （ｆ） 特征点 ３，涨潮

（ｅ） Ｐｏｉｎｔ ３ ｅｂｂ ｔｉｄｅ （ ｆ） Ｐｏｉｎｔ ３ ｆｌｏｏｄ ｔｉｄｅ
图 ４　 试验 １～９ 特征点平均流速比较

Ｆｉｇ． ４　 Ｆｅａｔｕｒｅ ｐｏｉｎｔｓ’ ａｖｅｒａｇｅ ｖｅｌｏｃｉｔｉｅｓ ｆｏｒ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ １～９

图 ５（ａ）为试验 １～９ 沿水深方向平均分为 １０ 层时，计算得到的特征点 １～３ 处原模型垂向

平均流速值、改进模型垂向平均流速值与理论垂向平均流速间的误差．从图中可以看出：原模

型计算得到的平均流速误差偏大，最大值可达到 １３．１％，除比值 ｒ 较小的情况外，剩余试验计

算得到的误差相对较大，均在 ５％～１３％之间；改进模型计算得到的平均流速误差较小，最大误

差为 ５．３％，大部分误差保持在 ３％以内，可达到理论计算与工程计算精度要求，即改进模型计

算结果准确度更高．
图 ５（ｂ）为试验 １～９ 沿水深方向平均分为 ５ 层时，计算得到的特征点 １ ～ ３ 处原模型垂向

平均流速值、改进模型垂向平均流速值与理论垂向平均流速间的误差．与图 ５（ａ）比较，当垂向

分为 ５ 层时，特征点 １ 平均流速误差增加，其余两点平均流速误差相差不大．特征点 １ 位于入

口附近，更易受边界影响，增加垂向分层之后减弱了水位变化对流速的影响，计算误差相应减

小．因此，综合考虑对结果精度和计算机性能的要求，在后续计算中垂向分层一般取在 ５ ～ １０
层之间．
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（ａ） 模型分为 １０ 层 （ｂ） 模型分为 ５ 层

（ａ） Ｔｈｅ ｍｏｄｅｌ ｏｆ １０ ｌａｙｅｒｓ （ｂ） Ｔｈｅ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ５ ｌａｙｅｒｓ
图 ５　 各特征点平均流速误差比较

Ｆｉｇ． ５　 Ａｖｅｒａｇｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｅｒｒｏｒｓ ａｔ ｔｈｅ ｆｅａｔｕｒｅ ｐｏｉｎｔｓ

２．１．３　 水流速度垂向分布

对于潮位驱动流速沿水深分布规律，可采用对数分布或 １ ／ ７ 指数律两种形式．本文根据文

献取以下形式：
１） 当 ０ ＜ ｚ ／ ｈ ≤ ０．２ 时，流速分布表示为对数形式为［１９⁃２０］

　 　 ｕ（ ｚ）
ｕ∗

＝ １
ｋ

ｌｎ ｚ
ｚ０
， （１５）

式中 ｚ０ 为速度零点的高度，对于水力光滑流， ｚ０ ＝ ν ／ （９ｕ∗）；ｋ ＝ ０．４ 为 Ｋａｒｍａｎ 常数， ｕ∗ 为摩阻

流速，定义为 ｕ∗ ＝ τｂ ／ ρ ，τｂ 为水底摩擦力， τｂ ＝ ρＣＤＵ
－ ２；ＣＤ 为摩阻系数，可由 Ｍａｎｎｉｎｇ 系数 ｎ

表示， ＣＤ ＝ ｇｎ２ ／ ｈ１ ／ ３ ．
２） 当 ０．２ ＜ ｚ ／ ｈ ≤ ０．５ 时，流速分布表示为指数形式为［２１］

　 　 ｕ（ ｚ） ＝ Ｕ
－ ｚ

０．３２ｈ
æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ７

． （１６）

３） 当 ０．５ ＜ ｚ ／ ｈ ≤ １ 时，流速分布表示为［２０］

　 　 ｕ（ ｚ） ＝ １．０７Ｕ
－
． （１７）

选取特征点 １ 处模型计算得到的垂向流速分布结果同式（１５） ～ （１７）计算的垂向流速分

布理论值进行比较，见图 ６．
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图 ６　 特征点 １ 垂向流速分布比较

Ｆｉｇ． ６　 Ｖｅｒｔｉｃａｌ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ａｔ ｆｅａｔｕｒｅ ｐｏｉｎｔ １

图 ６（ａ）、（ｂ）对应第一个涨潮和落潮时刻；图 ６（ｃ） ～ （ｉ）对应第二个涨潮和落潮时刻．从图

６（ａ）、（ｂ）可以看出，原模型计算结果与理论值相比偏差较大，即原模型需要更长时间才能达

到稳定状态．图 ６（ｃ） ～ （ｅ）沿水深方向平均分为 １０ 层，底层水深较大，即在底层中同时包含黏

性底层和完全湍流层．底层下表面黏滞力由床面剪切应力计算公式确定，上表面黏滞力由湍流

Ｒｅｙｎｏｌｄｓ 应力公式计算，与实际浅海潮汐水流运动情况相符．因此，两种模型计算得到的垂向

流速分布特征与垂向理论流速分布特征相近．图 ６（ｆ） ～ （ ｉ）在增大比值 ｒ 的同时减小平均水深

至 ２ ｍ，随着比值 ｒ 的增加，原模型计算结果较理论值相比误差增大．特别是近底层，壁面附近

流体剪切较为剧烈， 引起的扰动较大， 改进后的模型在考虑流速垂向变化的同时考虑流速水

平方向的变化及自由表面水位变化， 与实际水体流动条件更为接近， 计算结果与理论值拟合

较好．
由图 ３～６ 可知，改进模型较原模型具有更高的精准度和更好的适用性．当水深较大而潮

汐振幅相对较小时，可选用原模型或改进模型，两种模型计算结果均能达到较高的精准度，但
原模型需更长的运行时间才能达到稳定状态．当水深较浅而潮汐振幅较大时，应选用改进模

型，即在模型计算中应考虑水平方向流速变化及自由水面变化．
２．２　 变坡明渠恒定流模型试验

２．２．１　 设计模型试验

根据文献［２２］建立 ８ 个不同水深、底坡斜率数模试验，试验参数见表 ２．试验区间为 ４０ ｍ×
０．３ ｍ 的矩形明渠，由表中可知 ８ 个试验的宽深比在 ３．５０～１１．１１ 之间，最大底坡坡度为 ２．７‰，
最小底坡坡度为 ０．０９‰．沿水深方向平均分为 １０ 层，运行时间为 １０ ｈ，待模型运行至稳定状态

后取特征点（２０，０．１５）处的流速对数值模型进行验证，结果见图 ７．
图 ７ 中给出了各试验特征点（２０，０．１５）处的平均流速，原模型与改进模型计算得到的平均

流速均与实测平均流速拟合较好，但原模型误差较改进模型误差偏大．改进模型误差均小于

３％，而原模型误差最大值接近 ８％，即改进模型计算结果更为精准．
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表 ２　 数值模型试验数据

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｍｏｄｅｌ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ ｄａｔａ

ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ ｄｅｐｔｈ Ｄ ／ ｍ ｂｒｅａｄｔｈ Ｂ ／ ｍ ｂｒｅａｄｔｈ⁃ｄｅｐｔｈ ｒａｔｉｏ Ｂ ／ Ｄ ｓｌｏｐｅ ξ ｆｒｉｃｔｉｏｎ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｖ ／ （ｍ ／ ｓ）

１ ０．０８２ ０．３００ ３．６５９ ０．０００ １００ ０．００８ ５０

２ ０．０５０ ０．３００ ６．０００ ０．０００ ５５０ ０．０１４ ２１

３ ０．０７２ ０．３００ ４．１６７ ０．０００ ８３８ ０．０２１ ４４

４ ０．０４０ ０．３００ ７．５００ ０．０００ ３１４ ０．０１０ ４４

５ ０．０２７ ０．３００ １１．１１１ ０．０００ ０９０ ０．００３ ５９

６ ０．０８５ ０．３００ ３．５２９ ０．００１ ０００ ０．０２４ ７３

７ ０．０８０ ０．３００ ３．７５０ ０．００２ ７００ ０．０３８ ２０

８ ０．０５７ ０．３００ ５．２６３ ０．０００ ７２０ ０．０１７ ２０

图 ７　 模型试验验证

Ｆｉｇ． ７　 Ｖｅｒｉｆｉｃａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｍｏｄｅｌｓ

２．２．２　 试验结果分析

图 ８ 为两种模型垂向流速与实测垂向流速对比误差．由图中可以看出，除个别水层外，改
进模型垂向流速分布大多数情况下更接近实测数据．在设置的 ８ 个试验中，原模型垂向流速分

布最大误差均大于改进模型，改进模型垂向流速最大误差为 ８．２１％，而原模型垂向流速最大误

差达到了 １２．１７％．可见，改进模型计算得到的垂向流速分布结果更能反映明渠实际流体垂向

运动特征．
图 ９ 为原模型及改进模型垂向流速最大误差对比折线图．由图可见原模型垂向流速分布

最大误差值均大于改进模型计算结果．原模型中除试验 ２，４，５ 小于 ８％以外，剩余试验最大误

差均超过 ９％，而改进模型中除试验 ６ 误差超过 ８％以外，剩余的 ７ 个试验最大误差均在 ７．５％
以内．
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图 ８　 垂向流速误差分布对比

Ｆｉｇ． ８　 Ｖｅｒｔｉｃａｌ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｍｏｄｅｌｓ

图 ９　 最大误差对比

Ｆｉｇ． ９　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｔｈｅ ｍａｘｉｍｕｎ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｅｒｒｏｒｓ

图 １０ 中为 ｕ ／ ｕ∗ 与 ｕ∗ｚ ／ ｖ 的关系曲线图，定义无量纲参数 Ｕ ＋ ＝ ｕ ／ ｕ∗，Ｚ ＋ ＝ ｕ∗ｚ ／ ν ．随着 Ｚ ＋

的增大，Ｕ ＋ 呈现出先迅速增大，后趋于平稳的趋势．在黏性底层内，流速变化梯度较大，Ｕ ＋ 会在

短距离内迅速增大；当流速增大到一定数值后趋于稳定，即在完全湍流层内流速变化梯度小．
根据改进模型结果计算的Ｕ ＋ 值较原模型计算结果更接近实测结果，特别是在底坡较小的条件

下，改进模型计算结果具有更高的准确度．
综合图 ７～１０ 数据结果可得看出，改进后的模型计算结果准确度更高，能更好地反映明渠

恒定流垂向流动分布特征．改进模型中加入 ｘ 方向与 ｙ 方向的高阶项，提高了计算结果精度．因
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此，当对计算结果有高精度要求，且需要获得精确的垂向流动分布特征时，应采用改进后的模

型进行计算，以保证分析结果的准确度．

图 １０　 Ｕ ＋ ⁃Ｚ ＋ 关系曲线

Ｆｉｇ． １０　 Ｔｈｅ Ｕ ＋ ⁃Ｚ ＋ ｃｕｒｖｅｓ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ

３　 结　 　 论

本文根据以上分析计算内容，总结出以下结论：
１） 重新推导 σ 坐标系下的连续方程与动量方程，得到式（５） ～ （８），选用有限元方法取特

定插值函数，得到 σ 坐标系下的有限元方程．推导出的有限元方程较文献［３⁃４，６］中对应方程

增加了 ６ 个有限元方程矩阵．
２） 通过建立潮位驱动模型试验比较原模型与改进模型计算结果精准度．根据分析结果得

到：改进模型较原模型计算结果精度更高；适用潮位振幅与水深比值范围及水深范围更广；改
进模型运算至稳定状态所需要的预热时间更短．因此，在研究某些极端条件下潮位驱动水动力

特征时，应采用改进模型．
３） 建立变坡明渠恒定流模型试验，分析原模型、改进模型计算结果与实测数据进行比较，

可以确定：改进模型计算得到的垂向平均流速更接近实测值，即改进模型计算结果与实测值间

２５８ 三维海洋水动力计算 σ 坐标转换存在的问题及改进方法



的误差更小；改进模型得到的垂向流速分布更接近实测流速分布．因此，在对水动力特征及垂

向流动分布特征结果有较高的精度要求时，应采用改进模型加以计算．
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（２）： １９５⁃２００．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１２］　 田勇． 湖泊三维水动力水质模型研究与应用［Ｄ］ ． 博士学位论文． 武汉： 华中科技大学， ２０１２．
（ＴＩＡＮ Ｙｏｎｇ． Ｄｅｖｅｌｏｐｍｅｎｔ ａｎｄ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｏｆ ａ ｔｈｒｅｅ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｈｙｄｒｏｄｙｎａｍｉｃ ａｎｄ ｗａｔｅｒ
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２０９．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１５］　 李大鸣， 张弘强， 卜世龙， 等． 潮流发电试验场水动力特性数学模型研究［ Ｊ］ ． 水力发电学报，
２０１７， ３６（１２）： １０５⁃１２０． （ ＬＩ Ｄａｍｉｎｇ， ＺＨＡＮＧ Ｈｏｎｇｑｉａｎｇ， ＢＵ Ｓｈｉｌｏｎｇ， ｅｔ ａｌ． Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ
ｍｏｄｅｌｉｎｇ ｏｆ ｈｙｄｒｏｄｙｎａｍｉｃ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ ｏｆ ｔｉｄａｌ ｐｏｗｅｒ ｇｅｎｅｒａｔｉｏｎ ｔｅｓｔ ｆｉｅｌｄ［ Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ
Ｈｙｄｒｏｅｌｅｃｔｒｉｃ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２０１７， ３６（１２）： １０５⁃１２０．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１６］　 黄牧涛， 田勇． 湖泊三维流场数值模拟及其在东湖的应用［Ｊ］ ． 水动力学研究与进展， ２０１４， ２９
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ｍｏｄｅｌｉｎｇ ａｎｄ ｉｔｓ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｔｏ Ｌａｋｅ Ｄｏｎｇｈｕ［Ｊ］ ． Ｃｈｉｎｅｓｅ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈｙｄｒｏｄｙｎａｍｉｃｓ， ２０１４，
２９（１）： １１４⁃１２４．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１７］　 白玉川， 顾元棪， 邢焕政． 水流泥沙水质数学模型理论及应用［Ｍ］ ． 天津： 天津大学出版社，
２００５．（ＢＡＩ Ｙｕｃｈｕａｎ， ＧＵ Ｙｕａｎｙａｎ， ＸＩＮＧ Ｈｕａｎｚｈｅｎｇ． Ｔｈｅｏｒｙ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉ⁃
ｃａｌ Ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ Ｗａｔｅｒ Ｆｌｏｗ Ｓｅｄｉｍｅｎｔ ａｎｄ Ｑｕａｌｉｔｙ［Ｍ］ ． Ｔｉａｎｊｉｎ： Ｔｉａｎｊｉｎ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ Ｐｒｅｓｓ， ２００５．
（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１８］　 ＩＰＰＥＮ Ａ Ｔ． Ｅｓｔｕａｒｙ ａｎｄ Ｃｏａｓｔｌｉｎｅ Ｈｙｄｒｏｄｙｎａｍｉｃｓ［Ｍ］ ． Ｎｅｗ Ｙｏｒｋ： Ｍｃｇｒａｗ⁃Ｈｉｌｌ Ｂｏｏｋ Ｃｏ，
１９６６．

［１９］　 汪亚平， 高抒， 贾建军． 海底边界层水流结构及底移质搬运研究进展［Ｊ］ ． 海洋地质与第四纪地

质， ２０００， ２０（３）： １０１⁃１０６．（ＷＡＮＧ Ｙａｐｉｎｇ， ＧＡＯ Ｓｈｕ， ＪＩＡ Ｊｉａｎｊｕｎ． Ｆｌｏｗ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｉｎ ｔｈｅ ｍａ⁃
ｒｉｎｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｌａｙｅｒ ａｎｄ ｂｅｄｌｏａｄ ｔｒａｎｓｐｏｒｔ： ａ ｒｅｖｉｅｗ［Ｊ］ ． Ｍａｒｉｎｅ Ｇｅｏｌｏｇｙ ａｎｄ Ｑｕａｔｅｒｎａｒｙ Ｇｅ⁃
ｏｌｏｇｙ， ２０００， ２０（３）： １０１⁃１０６．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［２０］　 邹志利． 海岸动力学［Ｍ］ ． 北京： 人民交通出版社， ２００９．（ＺＯＵ Ｚｈｉｌｉ． Ｃｏａｓｔａｌ Ｈｙｄｒｏｄｙｎａｍｉｃｓ
［Ｍ］ ． Ｂｅｉｊｉｎｇ： Ｃｈｉｎａ Ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎ Ｐｕｂｌｉｃａｔｉｏｎ， ２００９．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［２１］　 ＳＯＵＬＳＢＹ Ｒ Ｌ． Ｄｙｎａｍｉｃｓ ｏｆ Ｍａｒｉｎｅ Ｓａｎｄｓ［Ｍ］ ． Ｔｈｏｍａｓ Ｔｈｅｌｆｏｒｄ， １９９８．
［２２］　 ＫＩＲＫＧÖＺ Ｍ Ｓ． Ｔｕｒｂｕｌｅｎｔ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｐｒｏｆｉｌｅｓ ｆｏｒ ｓｍｏｏｔｈ ａｎｄ ｒｏｕｇｈ ｏｐｅｎ ｃｈａｎｎｅｌ ｆｌｏｗ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒ⁃

ｎａｌ ｏｆ Ｈｙｄｒａｕｌｉｃ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， １９８９， １１５（１１）： １５４３⁃１５６１．

４５８ 三维海洋水动力计算 σ 坐标转换存在的问题及改进方法
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Ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ Ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ

ＢＡＩ Ｙｕｃｈｕａｎ１，　 ＷＥＮ Ｚｈｉｃｈａｏ１，　 ＸＵ Ｈａｉｊｕｅ１，
ＬＩＡＯ Ｓｈｉｚｈｉ２，　 ＣＡＯ Ｙｏｎｇｇａｎｇ２，　 ＸＩＡ Ｈｕａｙｏｎｇ３

（１． Ｓｔａｔｅ Ｋｅｙ Ｌａｂｏｒａｔｏｒｙ ｏｆ Ｈｙｄｒａｕｌｉｃ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ａｎｄ Ｓａｆｅｔｙ，
Ｔｉａｎｊｉｎ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ， Ｔｉａｎｊｉｎ ３０００７２， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ；

２． Ｓｏｕｔｈ Ｃｈｉｎａ Ｓｅａ Ｍａｒｉｎｅ Ｓｕｒｖｅｙ ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ Ｃｅｎｔｅｒ， Ｓｔａｔｅ Ｏｃｅａｎｉｃ Ａｄｍｉｎｉｓｔｒａｔｉｏｎ，
Ｇｕａｎｇｚｈｏｕ ５１０３００， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ；

３． Ｓｏｕｔｈ Ｃｈｉｎａ Ｓｅａ Ｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎ Ｃｅｎｔｅｒ， Ｓｔａｔｅ Ｏｃｅａｎｉｃ Ａｄｍｉｎｉｓｔｒａｔｉｏｎ，
Ｇｕａｎｇｚｈｏｕ ５１０３１０， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ｔｈｅ ３Ｄ ｈｙｄｒｏｄｙｎａｍｉｃ ｍｏｄｅｌ ｐｌａｙｓ ａｎ ｉｍｐｏｒｔａｎｔ ｒｏｌｅ ｉｎ ａｃｃｕｒａｔｅ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ
ｐｈｙｓｉｃａｌ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ ｏｆ ｔｈｅ ｏｃｅａｎ． Ｔｈｅ ｃｏｍｐｌｅｘ ｈｉｇｈ⁃ｏｒｄｅｒ ｔｅｒｍｓ ａｒｅ ｄｉｓｃａｒｄｅｄ ｉｎ ｔｈｅ ｔｒａｄｉ⁃
ｔｉｏｎａｌ σ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｄｕｅ ｔｏ ｔｈｅ ｌｉｍｉｔａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｍｐｕｔｅｒ ａｂｉｌｉｔｙ， ｗｈｉｃｈ ｃａｕｓｅｓ
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