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摘要：　 基于多孔介质弹性理论，结合粒间吸应力表示的有效应力原理，建立了非饱和土固结的耦

合偏微分控制方程．考虑一维问题，采用 Ｌａｐｌａｃｅ 积分变换，得到了定荷载和双面排水条件下非饱和

土固结的解析解答．通过数值算例，分析了土体饱和度对超孔隙水压力、有效应力以及土层沉降的

影响规律．结果表明，土体的初始饱和度越高，则孔隙水压力消散得越快，有效应力增加越快．
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引　 　 言

非饱和土中孔隙水压力和孔隙气压力随土体变形而变化以及随时间增长而消散的规律属

于非饱和土固结理论的重要研究内容．然而影响非饱和土力学行为的因素多，相应的研究难度

大，至今尚没有公认研究成熟的非饱和土固结理论．Ｂａｒｄｅｎ［１⁃２］ 提出了压实非饱和黏土的一维

固结分析，用 Ｄａｒｃｙ 定律描述气相和液相的流动，对于土的不同饱和度，提出了若干种独立的

分析．Ｆｒｅｄｌｕｎｄ［３］提出了用两个偏微分方程求解非饱和土固结过程的孔隙气压力和孔隙水压

力．该方程假定气相是连续的，将 Ｄａｒｃｙ 定律和 Ｆｉｃｋ 定律分别应用于液相和气相的流动．陈正

汉等［４⁃５］以混合物理论为基础，提出非饱和土有效应力的理论公式，用公理化方法建立了非饱

和土固结的三维理论，求得一维问题的完全解析解和二维有限元解；陈正汉团队［６⁃８］ 后期又论

证了双应力状态变量的合理性并加以采用，建立了多种非饱和土固结模型［９⁃１１］ ．Ｌｉ 等［１２⁃１３］和杨

代泉［１４］都是用唯象法建立非饱和土的固结理论，其中 Ｌｉ 等以多孔介质理论和简化的 Ｂｉｓｈｏｐ
有效应力公式为基础，杨代泉则采用双应力态变量构建了非饱和土的固结理论．李冰河等［１５］

建立了变荷载情况下的软黏土地基非线性一维固结问题的控制方程，并编制相应的计算程序，
利用半解析解法进行求解．秦爱芳等［１６⁃１７］ 在 Ｆｒｅｄｌｕｎｄ 非饱和土固结理论的基础上推导出在瞬

时荷载和指数型荷载及单面排水条件下的一维固结解析解．
多孔介质弹性力学方法可用于求解在可变形多孔介质上施加压力时所产生的应力和孔隙

流体压力之间关于时间的耦合．Ｂｉｏｔ 模型［１８⁃１９］以固相的位移矢量和孔隙水压力作为因变量，通
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过一对耦合的偏微分方程描述饱和土中的多孔弹性行为．Ｌｏ 等［２０⁃２１］ 对含有两种不混溶的、黏
性的、可压缩流体的多孔介质进行研究，得到了非饱和土一维固结的解析解．

本文在 Ｌｏ 等［２１］研究成果的基础上，结合 Ｌｕ 等［２２⁃２３］ 提出的非饱和土有效应力原理，建立

非饱和土三维固结的偏微分方程组，通过引入加载瞬间计算得出的初始条件，推导得到定荷载

和双面排水条件下一维固结问题的解析解．最后以黏土为例，分析初始饱和度对非饱和土一维

固结的影响．

１　 基 本 方 程

在准静态和不考虑体力的情况下，含有两种不混溶、可压缩、黏性流体的均质多孔弹性介

质的动量平衡方程的形式为［２１］

　 　 Ｒ１１

∂ｕａ

∂ｔ
－

∂ｕｓ

∂ｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ θ ａ ÑＰａ， （１ａ）

　 　 Ｒ２２

∂ｕｗ

∂ｔ
－

∂ｕｓ

∂ｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ θｗ ÑＰｗ， （１ｂ）

　 　 Ñ·σ ＝ ０， （１ｃ）
式中， ｕａ 为气体位移矢量， ｕｗ 为水的位移矢量， ｕｓ 为固相位移矢量； θ ａ 为气体的体积分数，
θｗ 为水的体积分数，θ ａ ＝ Ｓａφ， θｗ ＝ Ｓｗφ， Ｓａ 和 Ｓｗ 分别是气体和水的饱和度， φ 为土体孔隙度；
Ｐａ 为孔隙气压力，Ｐｗ 为孔隙水压力；Ｒ１１ ＝ － θ ２

ａη １ ／ （ｋｓｋｒａ） 为固相和气体的黏性耦合系数， Ｒ２２

＝ － θ ２
ｗη ２ ／ （ｋｓｋｒｗ） 为固相和水的黏性耦合系数， η １ 为气体的动态剪切黏度， η ２ 为水的动态剪

切黏度， ｋｓ 为多孔介质框架的固有渗透性， ｋｒａ 为气体的相对渗透率， ｋｒｗ 为水的相对渗透率； σ
为多孔介质的总应力张量，规定拉力为正，压力为负．

对于非饱和土，Ｌｕ 等［２２］提出了一类基于粒间吸应力的有效应力方程：
　 　 σ ＝ σ′ － Ｐａ － σ ｓ， （２）

其中， σ′ 为有效应力， σ ｓ 为土的粒间吸应力［２２］：

　 　 σ ｓ ＝
Ｐａ － Ｐｗ， Ｐａ － Ｐｗ ≤ ０，
－ χ（Ｐａ － Ｐｗ）， Ｐａ － Ｐｗ ≥ ０，{ （３）

式中 χ 是与土体饱和度等因素有关的参数．陈正汉等［４⁃５］通过理论推导以及实验验证给出了 χ

的表达式为

　 　 χ ＝ Ｋｎ

Ｋｓｎ， （４）

式中 Ｋｎ 和 Ｋｓｎ 分别是孔隙率为 ｎ 的多孔介质的体变模量和孔隙率为 ｓｎ 的多孔介质的体变模

量，其中 ｎ 是土的孔隙率，ｓ 是第一种流体的饱和度．
从式（４）中可以看出， 该有效应力参数不仅能反映饱和度的影响， 还能反映土体孔隙率

的影响．本文为了能够得到解析解答， 采用 Ｌｕ 等［２３］ 提出的具有显式表达形式的有效应力参

数，即

　 　 χ ＝ Ｓｅ ＝
Ｓｗ － Ｓｒ

Ｓｓ － Ｓｒ
， （５）

其中 Ｓｓ 为完全饱和度， Ｓｒ 为残余饱和度．
当 Ｐａ － Ｐｗ ≥ ０ 时，总应力为

６３０１ 何　 　 子　 　 舟　 　 　 周　 　 凤　 　 玺



　 　 σ ＝ σ′ － （１ － Ｓｅ）Ｐａ － ＳｅＰｗ ． （６）
将固体骨架和孔隙流体的变形结合起来，得到一般的应力应变关系［２１］：

　 　 σ′ ＝ ２Ｇｅ ＋ ａ１１ － ２
３

Ｇæ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ ＋ ａ１２ε ａ ＋ ａ１３εｗ

é

ë
êê

ù

û
úú δ， （７）

　 　 － θ ａＰａ ＝ ａ１２ｅ ＋ ａ２２ε ａ ＋ ａ２３εｗ， （８ａ）
　 　 － θｗＰｗ ＝ ａ１３ｅ ＋ ａ２３ε ａ ＋ ａ３３εｗ， （８ｂ）

式中 ｅ ＝ （１ ／ ２）（Ñｕｓ ＋ ÑｕＴ
ｓ ） 表示固相的应变张量， ｅ ＝ Ñｕｓ 是固相的体积应变， ε ａ ＝ Ñｕａ 是气

体的体积应变， εｗ ＝ Ñｕｗ 是水的体积应变， Ｇ 是多孔介质框架的剪切模量， δ 是单位张量，
ａｉｊ（ ｉ， ｊ ＝ １， ２， ３） 是线性弹性系数．关于式（７）和（８）中各个参数的具体确定方法详见文献

［２４⁃２５］．
为了简化公式，令

　 　 Ａ１ ＝
１ － Ｓｅ

θ ａ
， （９ａ）

　 　 Ａ２ ＝
Ｓｅ

θｗ
， （９ｂ）

结合总应力表达式（６）和一般应力应变关系式（７），并将式（９ａ）、（９ｂ）代入，推导可得

　 　 σ ＝ ２Ｇｅ ＋ ａ１１ － ２
３

Ｇ ＋ Ａ１ａ１２ ＋ Ａ２ａ１３
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ ＋é

ë
êê

　 　 　 　 （ａ１２ ＋ Ａ１ａ２２ ＋ Ａ２ａ２３）ε ａ ＋ （ａ１３ ＋ Ａ１ａ２３ ＋ Ａ２ａ３３）εｗ
ù

û
úú δ ． （１０）

通过联立方程（８ａ）和（８ｂ），求解可得

　 　 ε ａ ＝ ｄ１ｅ ＋ ｄ２Ｐａ ＋ ｄ３Ｐｗ， （１１ａ）
　 　 εｗ ＝ ｄ４ｅ ＋ ｄ５Ｐａ ＋ ｄ６Ｐｗ， （１１ｂ）

式中

　 　 ｄ１ ＝
ａ１２ａ３３ － ａ１３ａ２３

ａ２
２３ － ａ２２ａ３３

， ｄ２ ＝
θ ａａ３３

ａ２
２３ － ａ２２ａ３３

， ｄ３ ＝ －
θｗａ２３

ａ２
２３ － ａ２２ａ３３

，

　 　 ｄ４ ＝
ａ１３ａ２２ － ａ１２ａ２３

ａ２
２３ － ａ２２ａ３３

， ｄ５ ＝ －
θ ａａ２３

ａ２
２３ － ａ２２ａ３３

， ｄ６ ＝
θｗａ２２

ａ２
２３ － ａ２２ａ３３

．

对式（１ａ）和（１ｂ）左右两边同时取散度， 并将式（１１ａ）和（１１ｂ）代入其中， 得到耦合扩散

方程：

　 　 ｄ２

∂Ｐａ

∂ｔ
＋ ｄ３

∂Ｐｗ

∂ｔ
＋ （ｄ１ － １） ∂ｅ

∂ｔ
＝

θ ａ

Ｒ１１
Ñ２Ｐａ， （１２ａ）

　 　 ｄ５

∂Ｐａ

∂ｔ
＋ ｄ６

∂Ｐｗ

∂ｔ
＋ （ｄ４ － １） ∂ｅ

∂ｔ
＝

θｗ

Ｒ２２
Ñ２Ｐｗ ． （１２ｂ）

然后将式（１１ａ）和（１１ｂ）代到方程（１０）中消除 ε ａ 和 εｗ， 得总应力表达式：
　 　 σ ＝ ２Ｇｅ ＋ （Ｈ１ｅ ＋ Ｈ２Ｐａ ＋ Ｈ３Ｐｗ）δ， （１３）

其中系数分别表示为

　 　 Ｈ１ ＝ ａ１１ － ２Ｇ ／ ３ ＋ Ａ１ａ１２ ＋ Ａ２ａ１３ ＋ （ａ１２ ＋ Ａ１ａ２２ ＋ Ａ２ａ２３）ｄ１ ＋
　 　 　 　 （ａ１３ ＋ Ａ１ａ２３ ＋ Ａ２ａ３３）ｄ４，
　 　 Ｈ２ ＝ （ａ１２ ＋ Ａ１ａ２２ ＋ Ａ２ａ２３）ｄ２ ＋ （ａ１３ ＋ Ａ１ａ２３ ＋ Ａ２ａ３３）ｄ５，
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　 　 Ｈ３ ＝ （ａ１２ ＋ Ａ１ａ２２ ＋ Ａ２ａ２３）ｄ３ ＋ （ａ１３ ＋ Ａ１ａ２３ ＋ Ａ２ａ３３）ｄ６ ．
最后结合方程（１ｃ）和方程（１３），推导出一般的应力平衡方程：
　 　 Ｇ Ñ２ｕｓ ＋ （Ｈ１ ＋ Ｇ） Ñｅ ＋ Ｈ２ ÑＰａ ＋ Ｈ３ ÑＰｗ ＝ ０． （１４）
方程（１２ａ）、（１２ｂ）、（１４）是 ３ 个耦合的偏微分方程，可用来求解非饱和土的三维固结．

２　 一维固结的控制方程

图 １ 为本文的计算模型，在无限均布荷载 Ｐ∗ 不随时间变化的情况下，仅对 ｚ 方向进行考

虑，则 ｅｘｘ ＝ ｅｙｙ ＝ ０，ｅ ＝ ｅｚｚ ＝ ∂ｗ ／ ∂ｚ， 于是方程（１２ａ）、（１２ｂ）、（１３）简化为

　 　 ｄ２

∂Ｐａ

∂ｔ
＋ ｄ３

∂Ｐｗ

∂ｔ
＋ （ｄ１ － １） ∂

∂ｔ
∂ｗ
∂ｚ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

θ ａ

Ｒ１１

∂２Ｐａ

∂ｚ２
， （１５ａ）

　 　 ｄ５

∂Ｐａ

∂ｔ
＋ ｄ６

∂Ｐｗ

∂ｔ
＋ （ｄ４ － １） ∂

∂ｔ
∂ｗ
∂ｚ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

θｗ

Ｒ２２

∂２Ｐｗ

∂ｚ２
， （１５ｂ）

　 　 － Ｐ∗ ＝ （２Ｇ ＋ Ｈ１）
∂ｗ
∂ｚ

＋ Ｈ２Ｐａ ＋ Ｈ３Ｐｗ， （１６）

式中 ｗ 表示固相位移矢量沿 ｚ 方向的分量，由方程（１６）解出

　 　 ∂ｗ
∂ｚ

＝ － Ｐ∗

２Ｇ ＋ Ｈ１

－
Ｈ２

２Ｇ ＋ Ｈ１
Ｐａ －

Ｈ３

２Ｇ ＋ Ｈ１
Ｐｗ ． （１７）

图 １　 双面排水的非饱和土层固结的计算模型

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｃｏｎｓｏｌｉｄａｔｉｏｎ ｏｆ ｕｎｓａｔｕｒａｔｅｄ ｓｏｉｌ ｌａｙｅｒ ｗｉｔｈ ｄｏｕｂｌｅ⁃ｓｉｄｅ ｄｒａｉｎａｇｅ

将方程（１７）代入方程（１５ａ）、（１５ｂ），得控制方程：

　 　 ｑ１

∂Ｐａ

∂ｔ
＋ ｑ２

∂Ｐｗ

∂ｔ
＝ ｂ１

∂２Ｐａ

∂ｚ２
， （１８ａ）

　 　 ｑ３

∂Ｐａ

∂ｔ
＋ ｑ４

∂Ｐｗ

∂ｔ
＝ ｂ２

∂２Ｐｗ

∂ｚ２
， （１８ｂ）

其中系数 ｑ１，ｑ２，ｑ３，ｑ４ 和 ｂ１，ｂ２ 分别为

　 　 ｑ１ ＝ ｄ２ －
Ｈ２（ｄ１ － １）
２Ｇ ＋ Ｈ１

， ｑ２ ＝ ｄ３ －
Ｈ３（ｄ１ － １）
２Ｇ ＋ Ｈ１

， ｑ３ ＝ ｄ５ －
Ｈ２（ｄ４ － １）
２Ｇ ＋ Ｈ１

，

　 　 ｑ４ ＝ ｄ６ －
Ｈ３（ｄ４ － １）
２Ｇ ＋ Ｈ１

， ｂ１ ＝
θ ａ

Ｒ１１
， ｂ２ ＝

θｗ

Ｒ２２
．

在方程（１８ｂ）中， ｂ２ ／ ｑ４ ＝ ｃｖ 是孔隙水压力的扩散系数，在固结理论中称为固结系数．
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３　 初始条件和边界条件

在施加均布荷载 Ｐ∗（Ｐ∗ ＝ ０．１ ＭＰａ）的瞬间，既来不及排气也来不及排水，则水和气体的

含量都保持不变［５］ ．结合方程式（１８）可得

　 　 ∫０
＋

０
ｂ１

∂２Ｐａ

∂ｚ２
ｄｔ ＝ ∫０

＋

０
ｂ２

∂２Ｐｗ

∂ｚ２
ｄｔ ＝ ０， （１９）

式中积分限 ０ 和 ０＋分别代表开始加载的时刻和加载完成的时刻．
由方程（１５）得

　 　 （ｄ１ － １） ∂ｗ（ ｚ，０ ＋）
∂ｚ

＋ ｄ２Ｐａ（ ｚ，０
＋） ＋ ｄ３Ｐｗ（ ｚ，０

＋） ＝ ０， （２０ａ）

　 　 （ｄ４ － １） ∂ｗ（ ｚ，０ ＋）
∂ｚ

＋ ｄ５Ｐａ（ ｚ，０
＋） ＋ ｄ６Ｐｗ（ ｚ，０

＋） ＝ ０． （２０ｂ）

将式（１７）代入到方程（２０ａ）和（２０ｂ），解得初始条件：
　 　 Ｐａ（ ｚ，０

＋） ＝ ｒ１Ｐ∗， （２１ａ）
　 　 Ｐｗ（ ｚ，０

＋） ＝ ｒ２Ｐ∗， （２１ｂ）
其中

　 　 ｒ１ ＝
（１ － ｄ４）ｑ２ － （１ － ｄ１）ｑ４

（２Ｇ ＋ Ｈ１）（ｑ１ｑ４ － ｑ２ｑ３）
， （２２ａ）

　 　 ｒ２ ＝
（１ － ｄ１）ｑ３ － （１ － ｄ４）ｑ１

（２Ｇ ＋ Ｈ１）（ｑ１ｑ４ － ｑ２ｑ３）
． （２２ｂ）

图 １ 中， 土层厚度为 ｈ， 水平向无限大， 在 ｚ ＝ ０， ｚ ＝ ｈ 的这两个界面是渗透面， 则有边界

条件：
　 　 Ｐａ（０，ｔ） ＝ Ｐｗ（０，ｔ） ＝ ０， （２３ａ）
　 　 Ｐａ（ｈ，ｔ） ＝ Ｐｗ（ｈ，ｔ） ＝ ０． （２３ｂ）

４　 方 程 求 解

对于 Ｐａ（ ｚ，ｔ） 和 Ｐｗ（ ｚ，ｔ）， 假设它们取级数形式， λ ｎ ＝ ｎπ ／ ｈ， 则

　 　 Ｐａ（ ｚ，ｔ） ＝ ∑
∞

ｎ ＝ ０
Ｐａｎ（ ｔ）ｓｉｎ（λ ｎｚ）， （２４ａ）

　 　 Ｐｗ（ ｚ，ｔ） ＝ ∑
∞

ｎ ＝ ０
Ｐｗｎ（ ｔ）ｓｉｎ（λ ｎｚ） ． （２４ｂ）

结合方程（２４ａ）、（２４ｂ）和（１８ａ）、（１８ｂ）得

　 　 ∑
∞

ｎ ＝ ０
［ｑ１Ｐ′ａｎ（ ｔ） ＋ ｑ２Ｐ′ｗｎ（ ｔ） ＋ ｂ１λ ２

ｎＰａｎ（ ｔ）］ｓｉｎ（λ ｎｚ） ＝ ０， （２５ａ）

　 　 ∑
∞

ｎ ＝ ０
［ｑ３Ｐ′ａｎ（ ｔ） ＋ ｑ４Ｐ′ｗｎ（ ｔ） ＋ ｂ２λ ２

ｎＰｗｎ（ ｔ）］ｓｉｎ（λ ｎｚ） ＝ ０． （２５ｂ）

由于 ｓｉｎ 函数的正交性，得
　 　 ｑ１Ｐ′ａｎ（ ｔ） ＋ ｑ２Ｐ′ｗｎ（ ｔ） ＋ ｂ１λ ２

ｎＰａｎ（ ｔ） ＝ ０， （２６ａ）
　 　 ｑ３Ｐ′ａｎ（ ｔ） ＋ ｑ４Ｐ′ｗｎ（ ｔ） ＋ ｂ２λ ２

ｎＰｗｎ（ ｔ） ＝ ０． （２６ｂ）
对方程（２６ａ）和（２６ｂ）进行 Ｌａｐｌａｃｅ 变换得

９３０１定荷载和双面排水条件下非饱和土一维固结的解析解



　 　 （ ｓｑ１ ＋ ｂ１λ ２
ｎ）Ｐａｎ（ ｓ） ＋ ｓｑ２Ｐｗｎ（ ｓ） － ｑ１Ｐａｎ（０） － ｑ２Ｐｗｎ（０） ＝ ０， （２７ａ）

　 　 （ ｓｑ４ ＋ ｂ２λ ２
ｎ）Ｐｗｎ（ ｓ） ＋ ｓｑ３Ｐａｎ（ ｓ） － ｑ３Ｐａｎ（０） － ｑ４Ｐｗｎ（０） ＝ ０． （２７ｂ）

利用分离变量法，对于方程（２４ａ）、（２４ｂ），当 ｔ ＝ ０ 时

　 　 Ｐａ（ ｚ，０
＋） ＝ ∑

∞

ｎ ＝ ０
Ｐａｎ（０）ｓｉｎ（λ ｎｚ） ＝ ｒ１Ｐ∗， （２８）

则有

　 　 Ｐａｎ（０） ＝ ２
ｈ ∫

ｈ

０
ｒ１Ｐ∗ｓｉｎ（λ ｎｚ）ｄｚ ． （２９）

积分可得

　 　 Ｐａｎ（０） ＝ ２
ｈλ ｎ

ｒ１Ｐ∗［１ － ｃｏｓ（ｎπ）］ ． （３０）

同理可得

　 　 Ｐｗｎ（０） ＝ ２
ｈλ ｎ

ｒ２Ｐ∗［１ － ｃｏｓ（ｎπ）］ ． （３１）

结合方程（３０）、（３１）和（２７ａ）、（２７ｂ），得到 Ｌａｐｌａｃｅ 域上的表达式：

　 　 Ｐａｎ（ ｓ） ＝
（ ｓ ＋ ｑ１ｂ２λ ２

ｎ ／ Δ）Ｐａｎ（０） ＋ （ｑ２ｂ２λ ２
ｎ ／ Δ）Ｐｗｎ（０）

ｓ２ ＋ ［（ｑ１ｂ２λ ２
ｎ ＋ ｑ４ｂ１λ ２

ｎ） ／ Δ］ ｓ ＋ ｂ１ｂ２λ ４
ｎ ／ Δ

， （３２ａ）

　 　 Ｐｗｎ（ ｓ） ＝
（ｑ３ｂ１λ ２

ｎ ／ Δ）Ｐａｎ（０） ＋ （ ｓ ＋ ｑ４ｂ１λ ２
ｎ ／ Δ）Ｐｗｎ（０）

ｓ２ ＋ ［（ｑ１ｂ２λ ２
ｎ ＋ ｑ４ｂ１λ ２

ｎ） ／ Δ］ ｓ ＋ ｂ１ｂ２λ ４
ｎ ／ Δ

， （３２ｂ）

其中

　 　 Δ ＝ ｑ１ｑ４ － ｑ２ｑ３ ． （３３）
然后进行 Ｌａｐｌａｃｅ 逆变换，利用部分分式展开法，对于式（３２ａ），假设

　 　 Ｐａｎ（ ｓ） ＝
Ｄ１

ｓ ＋ Ｃ１

＋
Ｄ２

ｓ ＋ Ｃ２

＝
ｓ（Ｄ１ ＋ Ｄ２） ＋ Ｄ１Ｃ２ ＋ Ｄ２Ｃ１

ｓ２ ＋ ｓ（Ｃ１ ＋ Ｃ２） ＋ Ｃ１Ｃ２

， （３４）

得到以下方程组：

　 　

Ｃ１ ＋ Ｃ２ ＝
ｑ１ｂ２λ ２

ｎ ＋ ｑ４ｂ１λ ２
ｎ

Δ
，

Ｃ１Ｃ２ ＝
ｂ１ｂ２λ ４

ｎ

Δ
，

Ｄ１ ＋ Ｄ２ ＝ Ｐａｎ（０），

Ｄ１Ｃ２ ＋ Ｄ２Ｃ１ ＝
ｑ１ｂ２λ ２

ｎ

Δ
Ｐａｎ（０） ＋

ｑ２ｂ２λ ２
ｎ

Δ
Ｐｗｎ（０） ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

（３５）

解方程组（３５）得

　 　 Ｃ１ ＝
λ ２

ｎ

２
ｑ１ｂ２ ＋ ｑ４ｂ１

Δ
＋ １

Δ２（ｑ１ｂ２ ＋ ｑ４ｂ１） ２ －
４ｂ１ｂ２

Δ
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， （３６）

　 　 Ｃ２ ＝
λ ２

ｎ

２
ｑ１ｂ２ ＋ ｑ４ｂ１

Δ
－ １

Δ２（ｑ１ｂ２ ＋ ｑ４ｂ１） ２ －
４ｂ１ｂ２

Δ
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， （３７）

　 　 Ｄ１ ＝ １
Ｃ１ － Ｃ２

Ｐａｎ（０） Ｃ１ －
ｑ１ｂ２λ ２

ｎ

Δ
æ

è
ç

ö

ø
÷ －

ｑ２ｂ２λ ２
ｎ

Δ
Ｐｗｎ（０）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
， （３８）

０４０１ 何　 　 子　 　 舟　 　 　 周　 　 凤　 　 玺



　 　 Ｄ２ ＝ １
Ｃ１ － Ｃ２

Ｐａｎ（０）
ｑ１ｂ２λ ２

ｎ

Δ
－ Ｃ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

ｑ２ｂ２λ ２
ｎ

Δ
Ｐｗｎ（０）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
． （３９）

同理，对于式（３２ｂ），令

　 　 Ｐｗｎ（ ｓ） ＝
Ｄ３

ｓ ＋ Ｃ１

＋
Ｄ４

ｓ ＋ Ｃ２
， （４０）

可得

　 　 Ｄ３ ＝ １
Ｃ１ － Ｃ２

Ｐｗｎ（０） Ｃ１ －
ｑ４ｂ１λ ２

ｎ

Δ
æ

è
ç

ö

ø
÷ －

ｑ３ｂ１λ ２
ｎ

Δ
Ｐａｎ（０）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
， （４１）

　 　 Ｄ４ ＝ １
Ｃ１ － Ｃ２

Ｐｗｎ（０）
ｑ４ｂ１λ ２

ｎ

Δ
－ Ｃ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

ｑ３ｂ１λ ２
ｎ

Δ
Ｐａｎ（０）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
． （４２）

由此，可以推导出 Ｐａｎ（ ｔ） 和 Ｐｗｎ（ ｔ） 在时间域上的表达式：
　 　 Ｐａｎ（ ｔ） ＝ Ｄ１ｅ

－Ｃ１ｔ ＋ Ｄ２ｅ
－Ｃ２ｔ， （４３ａ）

　 　 Ｐｗｎ（ ｔ） ＝ Ｄ３ｅ
－Ｃ１ｔ ＋ Ｄ４ｅ

－Ｃ２ｔ ． （４３ｂ）
最后，结合式（１６）、（２４ａ）、（２４ｂ）和（４３ａ）、（４３ｂ），求得与时间相关的总沉降：

　 　 Ｓ（ ｔ） ＝ － ∫ｈ
０

∂ｗ
∂ｚ

ｄｚ ＝ Ｐ∗ｈ
２Ｇ ＋ Ｈ１

＋
Ｈ２

２Ｇ ＋ Ｈ１
∑
∞

ｎ ＝ ０

Ｄ１ｅ
－Ｃ１ｔ ＋ Ｄ２ｅ

－Ｃ２ｔ

λ ｎ
［１ － ｃｏｓ（ｎπ）］ ＋

　 　 　 　
Ｈ３

２Ｇ ＋ Ｈ１
∑
∞

ｎ ＝ ０

Ｄ３ｅ
－Ｃ１ｔ ＋ Ｄ４ｅ

－Ｃ２ｔ

λ ｎ
［１ － ｃｏｓ（ｎπ）］ ． （４４）

５　 参 数 分 析

由于黏性耦合系数 Ｒ１１ 和Ｒ２２ 依赖于相对渗透率．因此，水的饱和度跟线性弹性系数的变化

会影响毛细管压力的变化．其线性弹性系数为［２０］

　 　 ａ１１ ＝
Ｋｓ

Ｎ３

{ （１ － φ）Ｎ１［Ｋ１Ｋ２ ＋ Ｋ１Ｎ２Ｓａ ＋ Ｋ２Ｎ２（１ － Ｓａ）］ ＋

　 　 　 　 ＫｂＫｓφ［Ｋ１（１ － Ｓａ） ＋ Ｋ２Ｓ１ ＋ Ｎ２］ } ，

　 　 ａ１２ ＝ ａ２１ ＝
Ｎ１ＫｓＫ１Ｓａ（Ｋ２ ＋ Ｎ２）

Ｎ３
，

　 　 ａ１３ ＝ ａ３１ ＝
Ｎ１ＫｓφＫ２（１ － Ｓａ）（Ｋ１ ＋ Ｎ２）

Ｎ３
，

　 　 ａ２２ ＝
Ｋ１Ｓ２

ａφ
Ｎ３

Ｋ２
ｓφ Ｋ２ ＋

Ｎ２

Ｓａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

Ｋ２Ｎ１Ｎ２

Ｓａ
（１ － Ｓａ）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
，

　 　 ａ２３ ＝ ａ３２ ＝ －
Ｋ１Ｋ２φＳａ（１ － Ｓａ）（Ｎ１Ｎ２ － φＫ２

ｓ ）
Ｎ３

，

　 　 ａ３３ ＝
Ｋ２（１ － Ｓａ） ２φ

Ｎ３
Ｋ２

ｓφ Ｋ１ ＋
Ｎ２

１ － Ｓａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

Ｋ１Ｎ１Ｎ２Ｓａ

１ － Ｓａ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
，

式中 Ｓａ 是气体饱和度， Ｓａ ＋ Ｓｗ ＝ １，Ｋｂ 是土体体积模量， Ｋ１ 是空气体积模量， Ｋ２ 是水的体积模

量， Ｋｓ 是固相体积模量，参数 Ｎ１，Ｎ２，Ｎ３ 定义为

　 　 Ｎ１ ≡ Ｋｓ（１ － φ） － Ｋｂ， （４５）

１４０１定荷载和双面排水条件下非饱和土一维固结的解析解



　 　 Ｎ２ ≡
ｄｐｃ

ｄＳａ
Ｓａ（１ － Ｓａ）， （４６）

　 　 Ｎ３ ≡ Ｎ１［Ｋ１Ｎ２Ｓａ ＋ Ｋ１Ｋ２ ＋ Ｋ２Ｎ２（１ － Ｓａ）］ ＋ Ｋ２
ｓ ［Ｋ１（１ － Ｓａ） ＋ Ｎ２ ＋ Ｋ２Ｓａ］， （４７）

其中 ｐｃ 表示毛细管压力．利用 ＶＧ 模型的关系式：
　 　 Ｓｅ ＝ ［１ ＋ （ζｈｃ） ｎ］ －ｍ， （４８）

式中 ｎ，ｍ，ζ 均是拟合参数， ｍ ＝ １ － １ ／ ｎ ．
基质势与毛细管压力关系为［２０］

　 　 ｈｃ ＝
ｐｃ

ρｗｇ
， （４９）

式中 ρｗ 是水的密度， ｇ 是重力加速度．结合式（４８）、（４９）和（４６），得 Ｎ２ 的表达式：

　 　 Ｎ２ ＝
ρｗｇ
ｍｎζ

ＳａＳｗ

Ｓｓ － Ｓｒ

１ － Ｓｒ

Ｓｓ － Ｓｒ

－
Ｓａ

Ｓｓ － Ｓｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷

－１ ／ ｍ

－ １é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

１ ／ ｎ－１ １ － Ｓｒ

Ｓｓ － Ｓｒ

－
Ｓａ

Ｓｓ － Ｓｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷

－（１ ／ ｍ） ＋１

．

（５０）
考虑空气和水的相对渗透率［２６］：
　 　 ｋｒａ ＝ （１ － Ｓｅ） η［１ － （Ｓｅ） １ ／ ｍ］ ２ｍ， （５１ａ）
　 　 ｋｒｗ ＝ Ｓη

ｅ { １ － ［１ － （Ｓｅ） １ ／ ｍ］ｍ } ２， （５１ｂ）
式中 η 是孔隙连通性参数．表 １ 列出了文献［２４⁃２５］所得黏土的计算参数．

当含水量很高时，空气变得不连续，在土体孔隙中以气泡形式分布；当含水量很低时，孔隙

水紧紧接触于固体颗粒的周围，在固结过程中不能形成连续相，因此土体中的水和空气只有在

水的饱和度介于高低界限之间时，才能用连续介质力学公式．由于黏土的饱和度一般在 ０．６ ～ １
之间，所以在求解方程（２４ａ）、（２４ｂ）和（４４）时，饱和度 Ｓｗ 分别取 ０．７，０．８，０．９．

表 １　 黏土的基本物理力学参数［２４⁃２５］

Ｔａｂｌｅ １　 Ｂａｓｉｃ ｐｈｙｓｉｃａｌ ａｎｄ ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃｌａｙ［２４⁃２５］

ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｖａｌｕｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｖａｌｕｅ

ｐｏｒｏｓｉｔｙ φ ０．４７５ ｆｉｔｔｉｎｇ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ζ ／ （ｍ－１） １．１６８

ｆｉｔｔｉｎｇ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｎ １．１６５ ｉｎｔｒｉｎｓｉｃ ｐｅｒｍｅａｂｉｌｉｔｙ ｋｓ ／ ｍ２ １．６９９×１０－１４

ｓｈｅａｒ ｍｏｄｕｌｕｓ Ｇ ／ Ｐａ ２．４×１０６ ｂｕｌｋ ｍｏｄｕｌｕｓ ｏｆ ａｉｒ Ｋ１ ／ ＭＰａ ０．１４５

ｂｕｌｋ ｍｏｄｕｌｕｓ ｏｆ ｗａｔｅｒ Ｋ２ ／ ＧＰａ ２．２５ ｂｕｌｋ ｍｏｄｕｌｕｓ ｏｆ ｓｏｌｉｄ Ｋｓ ／ ＧＰａ ３５

ｂｕｌｋ ｍｏｄｕｌｕｓ Ｋｂ ／ Ｐａ ４．５×１０６ ｍａｔｅｒｉａｌ ｄｅｎｓｉｔｙ ｏｆ ｗａｔｅｒ ρｗ ／ （ｋｇ·ｍ－３） ９９７

ｖｉｓｃｏｓｉｔｙ ｏｆ ａｉｒ η１ ／ （Ｎ·ｓ·ｍ－２） １．８×１０－５ ｖｉｓｃｏｓｉｔｙ ｏｆ ｗａｔｅｒ η２ ／ （Ｎ·ｓ·ｍ－２） ０．００１

ｇｒａｖｉｔｙ ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ ｇ ／ （ｍ·ｓ－２） ９．８ ｆｉｔｔｉｎｇ ｐａｒａｍｅｔｅｒ η １．１６５

　 　 定义无量纲时间 Ｔ ＝ （ｃｖ ／ ｈ２） ｔ， 当饱和度 Ｓｗ 取 ０．７，０．８，０．９ 和土体厚度 ｈ ＝ １ ｍ 时，固结系

数分别为 ｃｖ ＝ ２．３６ × １０ －９， ７．７×１０－９，２．９×１０－８ ｍ２ ／ ｓ ．定义无量纲深度为 ｚ ／ ｈ，无量纲孔隙水压力

Ｐｗ ／ Ｐ∗， 无量纲有效应力 σ′ ／ Ｐ∗， 分别取无量纲时间 Ｔ ＝ １０ －５， １０－３，１０－１ ．
从图 ２ 的曲线变化可以反映出，越接近排水边界孔隙水压力越小，越靠近土层中心孔隙水

压力越大，在土层中间的位置孔隙水压力达到最大值，并且最大值随着时间的发展而逐渐减

小．相应地，孔隙水压力随着固结的完成逐渐减小，但其减小程度随时间的变化在深度方向上

不一致，从图 ２（ｂ）和图 ２（ｃ）可以看出，在孔隙水压力稳定后 （Ｔ ＞ １０ －３）， 接近边界处的孔隙

水压力消散得快，越往中间孔隙水压力消散得越慢．
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（ａ） Ｔ ＝ １０ －５

（ｂ） Ｔ ＝ １０ －３ （ｃ） Ｔ ＝ １０ －１

图 ２　 不同饱和度下无量纲孔隙水压力随无量纲深度的变化

Ｆｉｇ． ２　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｐｏｒｅ ｗａｔｅｒ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｗｉｔｈ
ｔｈｅ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｄｅｐｔｈ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓａｔｕｒａｔｉｏｎｓ

当孔隙水压力逐渐趋于稳定后，其在较高的初始饱和度时消散得更快，这是因为湿润的土

壤具有较高的水力传导性，所以水通过渗透性的边界流动得更快．在很短的时间 Ｔ ＝ １０ －５ 时，图
２（ａ）显示出了最高的孔隙水压力，此时的有效应力最低，有效应力的变化趋势可由图 ３ 看出．

（ａ） Ｔ ＝ １０ －５

３４０１定荷载和双面排水条件下非饱和土一维固结的解析解



（ｂ） Ｔ ＝ １０ －３ （ｃ） Ｔ ＝ １０ －１

图 ３　 不同饱和度下无量纲有效应力随无量纲深度的变化

Ｆｉｇ． ３　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｅｆｆｅｃｔｉｖｅ ｓｔｒｅｓｓ ｗｉｔｈ ｔｈｅ
ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｄｅｐｔｈ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓａｔｕｒａｔｉｏｎｓ

图 ４　 饱和度对双面排水条件下非饱和黏土总沉降的影响

Ｆｉｇ． ４　 Ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｔｈｅ ｓａｔｕｒａｔｉｏｎ ｏｎ ｔｈｅ ｔｏｔａｌ ｓｅｔｔｌｅｍｅｎｔ ｏｆ ｔｈｅ
ｕｎｓａｔｕｒａｔｅｄ ｃｌａｙ ｕｎｄｅｒ ｄｏｕｂｌｅ⁃ｓｉｄｅ ｄｒａｉｎａｇｅ

当受到外部荷载时，孔隙水压力最高时的饱和度为 Ｓｗ ＝ ０．９，其次是 Ｓｗ ＝ ０．７和 Ｓｗ ＝ ０．８．因
此，虽然湿土的孔隙水压力可以消散得更快，但它具有最高的孔隙水压力和最低的有效应力．

最终，由于孔隙压力的减小而产生更大的有效应力，也增加了相应的固结．从图 ４ 可以看

出，在受压瞬间 （Ｔ ＝ ０ 时）初始压力完全由流体来承受，因为饱和度 ０．７ 的黏土含空气较多所

以导致瞬间沉降量较大．此外，黏土因初始饱和度不同造成达到稳定后的总沉降量不同，饱和

度为 ０．９ 时最大，０．８ 时次之，而 ０．７ 时最小．

６　 结　 　 论

１） 结合多孔介质弹性理论，通过理论分析得到了在定荷载和双面排水条件下孔隙气压

力、孔隙水压力和总沉降的解析解．
２） 在固结过程中，孔隙水压力的消散速度随初始饱和度的增大而增大；土体在受压瞬间，

初始饱和度越小瞬间沉降量越大，而与之相反，总沉降量随着土体饱和度的增加而增加．
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