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摘要：　 在对梯形截面箱梁的畸变角给出一般定义的基础上，根据传统混凝土箱形梁的理论及波

形钢腹板的力学特性，对波形钢腹板组合箱梁的畸变翘曲应力进行推导，应用基于势能驻值原理

的能量变分法，建立了以所定义的畸变角为未知量的控制微分方程，并给出其初参数解．采用初参

数法求出波形钢腹板组合箱梁的畸变角和畸变双力矩，最终得到纵向畸变翘曲应力．通过算例对比

分析了传统混凝土箱梁和波形钢腹板组合箱梁顶板与腹板及底板与腹板交点处的畸变翘曲应力，
分析结果表明：由于波形钢腹板组合箱梁腹板的纵向刚度很小几乎为零，所以在波形钢腹板组合

箱梁底板与腹板交点处产生的翘曲应力大于混凝土箱梁底板与腹板交点处的对应值．
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引　 　 言

随着科学技术的进步，相较于传统的混凝土桥梁结构，波形钢腹板作为一种新型桥梁结

构，具有性价比高、施工简易的特点．随着土木工程事业的发展，对波形钢腹板特性的研究和探

索也在不断深入，并且在整个土木行业内得到了迅速的发展和使用．以小跨径的混凝土箱梁为

研究对象，可以得到由箱梁截面的刚性扭转和畸变产生的纵向翘曲正应力是恒载和活载共同

作用时产生的纵向弯曲正应力的 ２４％ ～ ２６％［１⁃３］ ．新型桥梁结构波形钢腹板箱梁，是用波形钢

腹板取代传统的混凝土腹板同时箱梁底板的厚度较混凝土箱梁有所减小，所以波形钢腹板组

合箱梁的抗扭刚度、抗剪刚度、纵向及横向刚度与普通混凝土箱梁相比均有所下降，由于波形

钢腹板本身的手风琴效应，相比于顶底板混凝土的纵向刚度和弯曲刚度，波形钢腹板的纵向刚

度和弯曲刚度很小，对波形钢腹板箱梁中由畸变变形产生的翘曲正应力引起的弯矩抵抗作用

很小，基本没有［４⁃６］ ．
王文［７］分别运用 Ｕｍａｎｓｋｙ 第二理论和弹性地基梁法对扭转翘曲应力和畸变应力进行了

公式推导和求解，同时也分析了不同参数下扭转翘曲应力和畸变翘曲应力的变化情况．李时

等［８］在考虑了非线性和几何初始缺陷的条件下，对波形钢腹板组合箱梁在剪力作用下的破坏

机理做了研究，研究结果表明波形尺寸对剪切屈曲的强度影响很大．李宏江［９］对波形钢腹板组

合箱梁的受弯特性及畸变扭转特性进行了分析，并提出对应的计算方法．Ｅｌｇａａｌｙ 等［１０⁃１１］ 通过
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借助 ２１ 根实验梁的研究结果表明，波形钢腹板承担了整个波形钢腹板箱梁的剪力作用，并且

得出屈曲变形是造成波形钢腹板破坏的主要原因．刘保东等［１２］利用实测和有限元对波形钢腹

板箱梁和混凝土箱梁进行了分析，其结果表明波形钢腹板组合箱梁扭转刚度较低，并提出了通

过增设横隔板来改善扭转动力特性的方案．徐君兰等［１３］从波形钢腹板箱梁结构和受力特性上

进行了介绍并运用内力计算对其进行了研究．
本文在传统混凝土箱梁理论和已有文献的基础上，考虑了波形钢腹板的手风琴效应，用以

势能驻值原理为基础的能量法分析求出了以畸变角为未知量的波形钢腹板箱梁畸变控制微分

方程，采用初参数法解得箱梁的畸变角和畸变双力矩，最终得到纵向畸变翘曲正应力．

１　 波形钢腹板箱梁的畸变荷载分解

单室波形钢腹板箱梁的横断面如图 １ 所示，在竖向偏心荷载作用下，波形钢腹板箱梁会产

生畸变效应，通常该偏心荷载又可分解为对称荷载和反对称荷载，而箱形梁截面在反对称荷载

作用下会产生刚周边扭转变形和截面畸变变形．当箱形梁受到扭转荷载作用时可施加一虚拟

的对角支撑来阻止截面变形，使截面只发生刚性扭转变形，而当解除这一虚拟对角支撑时，相
当于施加一斜撑的反向力，截面将发生畸变变形，则该反向力就是箱形梁产生畸变变形的畸变

荷载，具体分解如图 ２ 所示．

图 １　 箱梁横断面图

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｂｏｘ ｇｉｒｄｅｒ ｃｒｏｓｓ ｓｅｃｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ

（ａ） 反对称荷载 （ｂ） 刚性扭转荷载 （ｃ） 畸变荷载

（ａ） Ａｎｔｉｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｌｏａｄｓ （ｂ） Ｒｉｇｉｄ ｔｏｒｓｉｏｎａｌ ｌｏａｄｓ （ｃ） Ｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎ ｌｏａｄｓ
图 ２　 反对称荷载分解

Ｆｉｇ． ２　 Ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ ｏｆ ａｎｔｉｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｌｏａｄｓ

在分析时忽略底板的悬臂部分，则根据力的平衡原理得畸变荷载的计算结果为
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式中 ｐ１，ｐ２，ｐ３，ｐ４ 为畸变荷载，ａ１，ａ２，ａ３，ａ４ 为波形刚腹板箱梁左斜腹板、底板、右斜腹板、顶板

的宽度，ｈ 为梁高．

２　 波形钢腹板箱梁的畸变位移

基于对传统混凝土箱梁畸变变形的分析方法，结合波形钢腹板组合箱梁结构的受力特点，
首先截取单位长度的波形钢腹板箱梁单元体，将其看作框架结构并忽略底板悬臂部分，考虑组

合箱梁结构断面的畸变位移，箱梁在畸变荷载作用下，框架的的畸变变形如图 ３ 所示．图 ３ 中 ｈ
为梁高，ａ４ ／ ２，ａ２ ／ ２ 分别为顶底板宽度的一半，Ｄ 为箱梁的畸变中心，即箱梁发生畸变时各板件

切向位移共同对应的转动中心；Ｏ为形心，ｘ轴和 ｙ轴为形心轴；θ为钢腹板的倾斜角度；过畸变

中心 Ｄ 与 ｘ 轴正半轴的波形钢腹板相交于 Ａ 点，与 ｙ 轴正半轴的底板相交于 Ｂ 点．由于波形钢

腹板在纵向具有褶皱效应，所以在其发生畸变时，顶底板不产生畸变位移，仅底板 Ｂ 点移至 Ｂ１

点．本文将波形钢腹板箱梁畸变变形产生的位移定义为畸变角 γ２ ．

图 ３　 箱形梁的畸变位移

Ｆｉｇ． ３　 Ｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｂｏｘ ｇｉｒｄｅｒ

根据图 ３ 可得箱梁畸变角的表达式为

　 　 γ２ ＝
Ｖ４ ＋ Ｖ２

ｈ
＋

２Ｖ２ｃｏｓ θ
ａ２ｓｉｎ θ

， （２）

式中 Ｖ４，Ｖ２ 分别为顶板角点和底板角点的水平位移分量．

３　 波形钢腹板箱梁的畸变总势能

３．１　 基本假定

波形钢腹板箱梁的分析采用以下基本假定：
１） 箱梁的各个板元在自身平面内的变形满足平截面假定；
２） 组成箱形截面的各板件各周边长度不变；
３） 沿壁厚方向的应力变化不考虑，翘曲应力在壁厚方向均匀分布；
４） 波形钢腹板的纵向抗弯刚度很小，但不为零且不考虑它的抗弯性能；
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５） 忽略波形钢腹板的剪切变形应变能．
３．２　 波形钢腹板沿纵向单宽横向抗弯惯性矩 Ｉ１

沿纵向取一个波形钢腹板节段，见图 ４，根据材料力学中移轴、转轴公式，可求得断面关于

虚线轴的横向抗弯惯性矩为

　 　 Ｉ′１ ＝ ２Ｌｃ ｔ
ｅ
２
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式中 Ｉ′１为图 ４断面关于虚线轴的惯性矩，Ｌｃ，Ｌｂ，α为波形刚腹板的形状参数，ｅ为波形刚腹板的

高度，ｔ 为波形刚腹板的厚度．
若 ｑ 为波形钢腹板波纹的水平投影长度，则沿纵向单宽的横向抗弯惯性矩为

　 　 Ｉ１ ＝
Ｉ′１
ｑ
． （４）

３．３　 横向框架畸变应变能 Ｕ１

取单位长度的梁段形成框架条如图 ５ 所示，受到的荷载分别为 ｐ１，ｐ２，ｐ３，ｐ４ ．

图 ４　 钢腹板波纹形状 图 ５　 畸变荷载作用下的框架

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｓｔｅｅｌ ｗｅｂ ｃｏｒｒｕｇａｔｅｄ ｓｈａｐｅ Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｆｒａｍｅ ｕｎｄｅｒ ｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎ ｌｏａｄ

从图 ５ 可以看出，畸变角 γ２（ ｚ） 所产生的应变能与箱形梁顶板发生水平位移 γ２ａ１ｓｉｎ θ 所

具有的应变能是等同的．现将图 ５ 所示的箱梁框架的顶板从 ａ４ ／ ２ 处截开并代之相应的多余未

知力，即得框架的基本体系如图 ６（ａ）所示，并分别绘出单位力 Ｍ１ 图以及 Ｍｐ 图如图 ６（ｂ）和 ６
（ｃ）所示．

（ａ） 基本体系 （ｂ） 单位力 Ｍ１ 图 （ｃ） 外荷载 Ｍｐ 图

（ａ） Ｔｈｅ ｂａｓｉｃ ｓｙｓｔｅｍ （ｂ） Ｕｎｉｔ ｆｏｒｃｅ Ｍ１ （ｃ） Ｅｘｔｅｒｎａｌ ｌｏａｄ Ｍｐ

图 ６　 箱梁框架结构图

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｂｏｘ ｇｉｒｄｅｒ ｆｒａｍｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

根据对称性 δ２ｐ ＝ δ３ｐ ＝ δ１２ ＝ δ１３ ＝ ０， 故由力法方程

　 　
δ１１Ｘ１ ＋ δ１ｐ ＝ ０，
δ２２Ｘ２ ＋ δ２３Ｘ３ ＝ ０，
δ３２Ｘ２ ＋ δ３３Ｘ３ ＝ ０，
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可解出 Ｘ２ ＝ Ｘ３ ＝ ０，Ｘ１ ＝ － δ１ｐ ／ δ１１， 根据图乘法可得

　 　 δ１１ ＝
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２ ＋ ａ２

４ ＋ ａ２ａ４）
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ｎＩ１
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４

Ｉ４
＋
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２

Ｉ２
＋

２ａ１（ａ２
２ ＋ ａ２

４ ＋ ａ２ａ４）
ｎＩ１

ｐ４ ＝ ｐ４Δ， （８）

式中 ｎ 为波形钢腹板本身的弹性模量 Ｅ０ 与混凝土的弹性模量 Ｅ 的比值，ｎＥＩ１ 为波形钢腹板等

效为混凝土腹板后的抗弯刚度，Ｉ２ ＝ ｔ３２ ／ （１２（１ － μ２）） 为沿轴向单位长度的底板横向抗弯惯性

矩，Ｉ４ ＝ ｔ３４ ／ （１２（１ － μ２）） 为沿轴向单位长度的顶板横向抗弯惯性矩，Δ 为 ｐ４ 等于 １ 时的剪力．

则各点的横向弯矩 Ｍ ＝ Ｍ
－

１Ｘ１ ＋ Ｍｐ， 如图 ７ 所示．

图 ７　 框架横向弯矩图

Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ｆｒａｍｅ ｔｒａｎｓｖｅｒｓｅ ｍｏｍｅｎｔ ｄｉａｇｒａｍ

引入参数 δｖ，即框架顶板上作用单位水平力时的水平位移．根据结构力学的位移计算式可

得到作用于顶板上的力 ｐ４ ＝ １ 时框架顶板上的水平位移为

　 　 δｖ ＝ ∫ Ｍ
－
Ｍ
ＥＩ

ｄｓ ＝ １
１２Ｅ

ａ２（ａ２Ｘ１ － ａ１ｓｉｎ θ） ２

Ｉ２
＋
ａ３

４Ｘ２
１

Ｉ４
＋{

　 　 　 　
２ａ１

ｎＩ１
［ａ２

４Ｘ２
１ ＋ （ａ２Ｘ１ － ａ１ｓｉｎ θ） ２ ＋ ａ４Ｘ（ａ２Ｘ － ａ１ｓｉｎ θ）］} ， （９）

式中 Ｍ
－
为畸变荷载 ｐ４ ＝ １ 时的框架横向弯矩，Ｍ 为畸变荷载 ｐ４ 作用时的框架横向弯矩．

当箱梁角点 ２ 产生畸变角 γ２ 时，顶板的水平位移是 γ２ａ１ｓｉｎ θ，所以，作用在顶板的水平力

ｐ４δｖ ＝ γ２ａ１ｓｉｎ θ，则 ｐ４ ＝ γ２ａ１ｓｉｎ θ ／ δｖ 代入图 ７ 所示框架相应角点的横向弯矩中可求出

　 　 Ｍ１ ＝ － Ｍ４ ＝ －
ａ４Ｘ１ａ１ｓｉｎ θ

２δｖ
γ２ ＝ Ｋ１γ２， （１０）

　 　 Ｍ２ ＝ － Ｍ３ ＝ － （ａ２Ｘ１ － ａ１ｓｉｎ θ）
ａ１ｓｉｎ θ
２δｖ

γ２ ＝ Ｋ２γ２， （１１）

　 　 Ｋ１ ＝ －
ａ４Ｘ１ａ１ｓｉｎ θ

２δｖ
，

　 　 Ｋ２ ＝ － （ａ２Ｘ１ － ａ１ｓｉｎ θ）
ａ１ｓｉｎ θ
２δｖ

，
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式中 Ｋ１，Ｋ２ 是与波形刚腹板箱梁尺寸及 θ 有关的常数．
因此波形钢腹板框架横向弯曲应变能为

　 　 Ｕ
－

１ ＝ ∑
ｉ
∫ Ｍ２

ｉ

２ＥＩｉ
ｄｓ ＝

ａ４γ２
２Ｋ２

１

６ＥＩ４
＋
ａ２γ２

２Ｋ２
２

６ＥＩ２
＋

　 　 　 　
ａ１

６ｎＥＩ１
［Ｋ１γ２（２Ｋ１γ２ ＋ Ｋ２γ２） ＋ Ｋ２γ２（２Ｋ２γ２ ＋ Ｋ１γ２）］， （１２）

则横向框架的畸变应变能为

　 　 Ｕ
－
＝ ∫ｌ

０
Ｕ
－

１ｄｚ ＝ ∫ｌ
０
Ｋ３γ２

２ｄｚ ＝ Ｋ３ ∫ｌ
０
γ２

２ｄｚ， （１３）

式中

　 　 Ｋ３ ＝ １
６Ｅ Ｋ２

１

ａ４

Ｉ４
＋ Ｋ２

２

ａ２

Ｉ２
＋ ２ａ１

Ｋ２
１ ＋ Ｋ２

２ ＋ Ｋ１Ｋ２

ｎＩ１
æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

３．４　 畸变翘曲应变能 Ｕ２

由于畸变荷载自相平衡，则由此引起的翘曲应力 σｄ 也是自相平衡的．则有∫
Ａ
σｄｄＡ ＝ ０，

∫
Ａ
σｄｘｄＡ ＝ ０，∫

Ａ
σｄｙｄＡ ＝ ０．波形钢腹板箱梁截面的翘曲应力的分布如图 ８ 所示．

图 ８　 畸变引起的翘曲正应力分布图 图 ９　 角点的畸变变位图

Ｆｉｇ． ８　 Ｔｈｅ ｗａｒｐａｇｅ ｎｏｒｍａｌ ｓｔｒｅｓｓ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ Ｆｉｇ． ９　 Ｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ａｔ ｃｏｒｎｅｒ ｐｏｉｎｔｓ
ｄｉａｇｒａｍ ｃａｕｓｅｄ ｂｙ ｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎ

引入参数 β ＝ σ１ ／ σ２， 即翘曲应力比，根据图 ８ 可得

　 　 Ｍ４ ＝ σ１

（ｄ ＋ ａ４） ３ ｔ４
６ａ４

， （１４）

　 　 Ｍ２ ＝ σ２·
ａ２

２
·１

３
·ａ２·ｔ２ ＝ σ２

ａ２
２ ｔ２
６

， （１５）

式中 Ｍ４，Ｍ２ 分别为顶底板翘曲正应力引起的面内弯矩， σ１ 为顶板与腹板交点处的应力， σ２

为底板与腹板交点处的应力， ｄ 为两边悬臂板长度之和， ｔ２ 为箱梁底板的厚度， ｔ４ 为箱梁顶板

的厚度．

根据∑Ｍ ＝ ０，即对竖轴 ｙ的弯矩等于零，可知 β ＝ ａ２
２ａ４ ｔ２ ／ （（ａ４ ＋ ｄ） ３ ｔ４） ．从以上式子中可

以看出，箱梁截面尺寸是角点 １ 和角点 ２ 处正应力之比的唯一影响因素，依据材料力学中的初

等梁理论和两者间的比例关系可得到组成箱梁各板元的翘曲弯矩都可用底板与腹板角点处的

应力 σ２ 来表示，所以
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Ｍ４ ＝

２Ｉ′４
ａ４

βσ２，

Ｍ２ ＝
２Ｉ′２
ａ２

σ２，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１６）

式中 Ｉ′２ ＝ ｔ２ａ３
２ ／ １２ 为底板在自身平面内弯曲惯性矩，Ｉ′４ ＝ ｔ４ａ３

４ ／ １２ 为顶板在自身平面内的弯曲惯

性矩．设波形钢腹板箱梁翘曲时沿轴向的变位为 Ｖｉ（ ｉ ＝ １，２，３，４），即各板沿纵向翘曲时在自身

平面内的挠度．Ｉ′１，Ｉ′２，Ｉ′３，Ｉ′４为各板在自身平面内的惯性矩，根据基本假定 ４），有 Ｍ１ ＝ Ｍ３ ＝ ０，但
ＥＩ′１ ＝ ＥＩ′３≠ ０．因为波形钢腹板具有褶皱效应，实际产生在钢腹板本身的纵向应变很小，故可认

为波形钢腹板组合箱梁的顶底板不产生畸变位移即畸变角，箱梁的畸变角仅有钢腹板产生，变
位图如图 ９ 所示．

根据初等梁理论［１４］Ｖ″ｉ ＝ － Ｍｉ ／ ＥＩｉ， 因此

　 　 Ｖ″２ ＝ － Ｍ２ ／ ＥＩ２， Ｖ″４ ＝ － Ｍ４ ／ ＥＩ４ ．
畸变角为

　 　 γ２ ＝
Ｖ２ ＋ Ｖ４

ａ１ｓｉｎ θ
＋

２Ｖ２ｃｏｓ θ
ａ２ｓｉｎ θ

．

对上式两边分别对 ｚ 求二阶导数得

　 　 γ″２ ＝
Ｖ″２ ＋ Ｖ″４
ａ１ｓｉｎ θ

＋
２Ｖ″２ｃｏｓ θ
ａ２ｓｉｎ θ

．

将 Ｖ″２，Ｖ″４ 代入上式可得

　 　 γ″２ ＝ － σ２

２（ａ２ａ４ ＋ ２βａ２
２ ＋ ２ａ１ａ４ｃｏｓ θ）

Ｅａ２
２ａ４ａ１ｓｉｎ θ

， （１７）

因此

　 　 σ２ ＝ － Ｅ
ａ４ａ１ａ２

２ｓｉｎ θ
２（ａ２ａ４ ＋ ａ２

２β ＋ ２ａ１ａ４ｃｏｓ θ）
γ″２ ． （１８）

令

　 　 Ｋ４ ＝
ａ２

２ａ４ａ１ｓｉｎ θ
２（ａ２ａ４ ＋ ａ２

２β ＋ ２ａ１ａ４ｃｏｓ θ）
， （１９）

则

　 　 σ２ ＝ － ＥＫ４γ″２， （２０）
式中 Ｋ４ 是受箱梁截面尺寸以及刚腹板的倾斜角度 θ 影响的常数．

因此波形钢腹板组合箱梁各板件的翘曲应变能为［１５］

　 　 Ｕ
－

２ ＝ ∫
Ｓ

σ２
ｉ

２Ｅ
ｔｉｄｓ， （２１）

式中 σｉ 为箱梁各角点的翘曲应力，ｔｉ 为箱梁各个板件的厚度．利用 σ 图自乘即得：
顶板

　 　 Ｕ
－

２１ ＝
ｔ４
２ ∫

σ２
ｉ

Ｅ
ｄｓ ＝

ＥＫ２
４

６
（γ″２） ２ β２ ｔ４（ａ４ ＋ ｄ） １ ＋ ｄ

ａ４

æ

è
ç

ö

ø
÷

２
é

ë
êê

ù

û
úú ； （２２）

底板

　 　 Ｕ
－

２２ ＝
ｔ２
２ ∫

σ２
ｉ

Ｅ
ｄｓ ＝ Ｅ

６
Ｋ２

４（γ″２） ２ａ２ ｔ２ ． （２３）
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故单位长度梁段的波形钢腹板箱梁的翘曲应变能为

　 　 Ｕ
－

２ ＝ Ｕ
－

２１ ＋ Ｕ
－

２２ ＝
ＥＫ２

４

６
（γ″２） ２ β２（ａ４ ＋ ｄ） １ ＋ ｄ

ａ４

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ｔ４ ＋ ａ２ ｔ２
é

ë
êê

ù

û
úú ， （２４）

则整个箱梁的翘曲应变能为

　 　 Ｕ２ ＝ ∫ｌ
０
Ｕ
－

２ｄｚ ＝ Ｈ ∫ｌ
０
（γ″２） ２ｄｚ， （２５）

其中

　 　 Ｈ ＝
ＥＫ２

４

６
β２（ａ４ ＋ ｄ） １ ＋ ｄ

ａ４

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ｔ４ ＋ ａ２ ｔ２
é

ë
êê

ù

û
úú ．

３．５　 畸变荷载势能 Ｖ

　 　 Ｖ ＝ － ∫ｌ
０
ｐ４（ ｚ）γ２ａ１ｓｉｎ θｄｚ ＝ － ｈ ∫ｌ

０
ｐ４（ ｚ）γ２ｄｚ ＝ － ∫ｌ

０

ａ２
２

ａ２ ＋ ａ４
γ２ｐ（ ｚ）ｄｚ ． （２６）

３．６　 畸变总势能 Π
根据基本假定 ５），忽略波形钢腹板的剪切变形应变能，即总势能仅由横向框架应变能

Ｕ１、畸变翘曲应变能 Ｕ２ 及外荷载势能 Ｖ 三部分组成，即得箱梁的畸变总势能 Π 为
　 　 Π ＝ Ｕ１ ＋ Ｕ２ ＋ Ｖ ＝

　 　 　 　 ∫ｌ
０
Ｋ３γ２

２ｄｚ ＋ ∫ｌ
０
Ｈ（γ″２） ２ｄｚ －

ａ２
２

ａ２ ＋ ａ４
∫ｌ

０
γ２ｐ（ ｚ）ｄｚ ＝ ∫ｌ

０
Ｆ（ ｚ，γ２，γ′２，γ″２）ｄＦ ． （２７）

４　 畸变微分方程及其初参数解

对总势能表达式（２７）进行一阶变分运算，可得

　 　 δΠ ＝ ∫
ｌ
（２Ｋ３γ２ ＋ ２Ｈγ″″２ ＋ Ｖｄａ２）δγ２ｄｚ ＋ ２Ｈγ″２δγ′２ ｜ ｌ

０ － ２Ｈγ‴２δγ２ ｜ ｌ
０ ． （２８）

根据势能驻值原理， δΠ ＝ ０， 则由式（２８）可得控制微分方程如下：

　 　 ２Ｈγ″″２ ＋ ２Ｋ３γ２ －
ａ２

２

ａ２ ＋ ａ４
ｐ（ ｚ） ＝ ０， （２９）

其中

　 　 ２Ｈ ＝ ＥＪＤ ＝
ＥＫ２

４

３
β２（ａ４ ＋ ｄ） １ ＋ ｄ

ａ４

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ｔ４ ＋ ａ２ ｔ２
é

ë
êê

ù

û
úú ， （３０）

　 　 ２Ｋ３ ＝ ＥＪＲ ＝ １
３Ｅ Ｋ２

１

ａ４

Ｉ４
＋ Ｋ２

２

ａ２

Ｉ２
＋ ２ａ１

Ｋ２
１ ＋ Ｋ２

２ ＋ Ｋ１Ｋ２

ｎＩ１
æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （３１）

令

　 　 Ｖｄ ＝
ａ２

ａ２ ＋ ａ４
ｐ（ ｚ）， （３２）

即
　 　 ＥＪＤγ″″２ ＋ ＥＪＲγ２ － Ｖｄａ２ ＝ ０， （３３）

　 　 γ″″２ ＋ ４λ４γ２ ＝
Ｖｄａ２

ＥＪＤ
， （３４）

式中

　 　 λ ＝
４ ＥＪＲ

４ＥＪＤ
．
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通过求得的总势能一阶变分的表达式（２８）可以求出畸变角及畸变翘曲对应的畸变矩和

畸变双力矩如下式：
　 　 ＭＤ ＝ － ＥＪＤγ‴２， （３５）
　 　 ＢＤ ＝ － ＥＪＤγ″２， （３６）

式中 ＪＤ 为箱型梁畸变翘曲惯性矩，ＪＲ 为箱型梁畸变框架惯性矩．
畸变微分方程（３４）求解时的边界条件如下：
１） 固定端： γ２ ＝ ０，γ′２ ＝ ０；
２） 设置刚性横隔板的简支端： γ２ ＝ ０，γ″２ ＝ ０；
３） 设置刚性横隔板的自由端： γ２ ＝ ０，γ‴２ ＝ ０．
畸变微分方程（３４）为四阶常系数非齐次线性微分方程，其对应齐次方程的通解为

　 　 γ２ ＝ Ｃ１ｓｉｎ（λｚ）ｓｈ（λｚ） ＋ Ｃ２ｃｏｓ（λｚ）ｓｈ（λｚ） ＋
　 　 　 　 Ｃ３ｓｉｎ（λｚ）ｃｈ（λｚ） ＋ Ｃ４ｃｏｓ（λｚ）ｃｈ（λｚ）， （３７）

式中 γ０，γ′０，Ｂ０ 和 Ｍ０ 分别为箱梁起始端的 ４ 个初参数解，即畸变角、畸变翘曲位移、畸变双力

矩和畸变矩．则借助式（３５） ～ （３７），可导出波形刚腹板箱梁的畸变角、畸变翘曲位移、畸变双力

矩及畸变矩的初参数解为

　 　 γ２（ ｚ） ＝ γ０ｃｏｓ（λｚ）ｃｈ（λｚ） －
Ｂ０

２λ２ＥＪＤ

ｓｉｎ（λｚ）ｓｈ（λｚ） ＋

　 　 　 　
Ｍ０

４λ３ＥＪＤ

［ｃｏｓ（λｚ）ｓｈ（λｚ） － ｓｉｎ（λｚ）ｃｈ（λｚ）］ ＋

　 　 　 　
γ′０
２λ

［ｃｏｓ（λｚ）ｓｈ（λｚ） ＋ ｓｉｎ（λｚ）ｃｈ（λｚ）］， （３８）

　 　 γ′２（ ｚ） ＝ γ′０ｃｏｓ（λｚ）ｃｈ（λｚ） －
Ｍ０

２λ２ＥＪＤ

ｓｉｎ（λｚ）ｓｈ（λｚ） －

　 　 　 　
Ｂ０

２λＥＪＤ
［ｃｏｓ（λｚ）ｓｈ（λｚ） ＋ ｓｉｎ（λｚ）ｃｈ（λｚ）］ ＋

　 　 　 　 γ０λ［ｃｏｓ（λｚ）ｓｈ（λｚ） － ｓｉｎ（λｚ）ｃｈ（λｚ）］， （３９）
　 　 ＢＤ ＝ ２λ２ＥＪＤγ０ｓｉｎ（λｚ）ｓｈ（λｚ） ＋ Ｂ０ｃｏｓ（λｚ）ｃｈ（λｚ） ＋

　 　 　 　
Ｍ０

２λ
［ｓｉｎ（λｚ）ｃｈ（λｚ） ＋ ｃｏｓ（λｚ）ｓｈ（λｚ）］ ＋

　 　 　 　 λＥＪＤγ′０［ｓｉｎ（λｚ）ｃｈ（λｚ） － ｃｏｓ（λｚ）ｓｈ（λｚ）］， （４０）
　 　 ＭＤ ＝ ２λ２ＥＪＤγ′０ｓｉｎ（λｚ）ｓｈ（λｚ） ＋ Ｍ０ｃｏｓ（λｚ）ｃｈ（λｚ） ＋
　 　 　 　 λＢ０［ｓｉｎ（λｚ）ｃｈ（λｚ） ＋ ｃｏｓ（λｚ）ｓｈ（λｚ）］ －
　 　 　 　 ２λ３ＥＪＤγ０［ｓｉｎ（λｚ）ｃｈ（λｚ） － ｃｏｓ（λｚ）ｓｈ（λｚ）］ ． （４１）
在以上初参数解的式子中，可以运用箱梁两端相应的边界条件求出 ４ 个初参数．如果箱梁

跨内没有任何外荷载作用时，可利用初参数解，否则应补充相应的影响项．

５　 算 例 分 析

１）　 算例一

已知 ２ 种箱形截面如图 １０ 所示，计算跨径均为 ４０ ｍ，沿梁长等截面．混凝土的弹性模量为

７１１１波形钢腹板箱梁畸变应力分析



３４．０ ＧＰａ， μ ＝ ０．１６６ ７．荷载为跨中作用一偏心荷载 ｐ′ ＝ ４５１．０ ｋＮ，偏心距 ｅ ＝ ２．３５ ｍ，波形钢腹

板的顶底板为混凝土材料，顶板厚度 ｔ０ ＝ ０．２２ ｍ，底板厚度 ｔｕ ＝ ０．３４ ｍ；钢腹板采用 １２００ 型 （Ｌｃ

＝ ０．３３ ｍ， Ｌｂ ＝ ０．２７ ｍ， ｈ１ ＝ ０．２ ｍ），腹板高度 ｈ 为 ２．１２ ｍ，混凝土箱梁的腹板厚度为 ０．３０ ｍ，它
的顶板厚度与波形刚腹板箱梁截面相同，波形钢板的弹性模量为 ２１０ ＧＰａ， μ ＝ ０．３．

（ａ） 波形钢腹板组合箱梁 （ｂ） 混凝土箱梁

（ａ） Ｔｈｅ ｃｏｒｒｕｇａｔｅｄ ｓｔｅｅｌ ｗｅｂ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｂｏｘ ｇｉｒｄｅｒ （ｂ） Ｔｈｅ ｃｏｎｃｒｅｔｅ ｂｏｘ ｇｉｒｄｅｒ
图 １０　 两种箱梁截面图（单位： ｍ）

Ｆｉｇ． １０　 Ｃｒｏｓｓ ｓｅｃｔｉｏｎｓ ｏｆ ２ ｂｏｘ ｇｉｒｄｅｒｓ（ｕｎｉｔ： ｍ）

表 １　 波形钢腹板箱梁与混凝土箱梁截面跨中畸变正应力计算对比

Ｔａｂｌｅ １　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｍｉｄｓｐａｎ ｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎ ｎｏｒｍａｌ ｓｔｒｅｓｓｅｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｃｏｒｒｕｇａｔｅｄ ｓｔｅｅｌ
ｗｅｂ ｂｏｘ ｇｉｒｄｅｒ ａｎｄ ｔｈｅ ｃｏｎｃｒｅｔｅ ｂｏｘ ｇｉｒｄｅｒ

ｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｃｏｒｒｕｇａｔｅｄ ｓｔｅｅｌ ｗｅｂ ｂｏｘ ｇｉｒｄｅｒ ｃｏｎｃｒｅｔｅ ｂｏｘ ｇｉｒｄｅｒ

λ ／ ｍ－１ ０．０９１ ２ ０．１４１ ８

β ０．１８７ １ ０．３３５ ６

Ｉ０ ／ ｍ３ ９．１２７×１０－４ ９．１２７×１０－４

Ιｗ ／ ｍ３ ７．２８×１０－５ ２．３１４ ３×１０－３

Ι ｕ ／ ｍ３ ３．３６８ ９×１０－３ ３．３６８ ９×１０－３

Ι′０ ／ ｍ４ １５．７１８ ５ １５．７１８ ５

Ι′ｗ ／ ｍ４ － ０．２３８ ３

Ι′ｕ ／ ｍ４ ２．９４１ ６ ２．９４１ ６

ΙＲ ／ ｍ２ ３．０８５×１０－３ ６．６６３×１０－３

ΙＤ ／ ｍ６ １１．１３ ６ ４．１１４ ０

σ１ ／ ＭＰａ ０．１２３ ７ ０．１４２ ２

σ２ ／ ＭＰａ ０．６６１ １ ０．４２３ ６

　 　 从表 １ 两种箱梁的的数据对比分析得到，因为波形钢腹板的手风琴特性，相比混凝土顶底

板的弯曲刚度，它的弯曲刚度很小，所以对箱梁的纵向弯曲和翘曲都起不到抵抗作用，导致波

形钢腹板箱梁相比混凝土箱梁而言横向框架刚度很小以及由顶底板承担的纵向翘曲应力较

大，算例一中，波形钢腹板组合箱梁由畸变产生的最大翘曲应力是传统混凝土箱梁的 １．５６ 倍．
２） 　 算例二

以文献［６］中的波形钢腹板组合箱梁和混凝土箱梁为例，已知 ２ 种箱形截面如图 １１ 所示，
计算跨径均为 ４０ ｍ，沿梁长等截面．混凝土的弹性模量为 ３４．５ ＧＰａ， μ ＝ ０．１６６ ７．箱梁跨中施加

反对称荷载 ｐ ＝ ５０ ｋＮ，波形钢腹板的顶底板为混凝土材料，顶板厚度 ｔ０ ＝ ０．２５ ｍ，底板厚度 ｔｕ ＝
０．２５ ｍ；钢腹板采用 １２００ 型 （Ｌｃ ＝ ０．３３ ｍ， Ｌｂ ＝ ０．２７ ｍ， ｈ１ ＝ ０．２ ｍ），腹板高度 ｈ 为 ２．７５ ｍ，波形

钢板的弹性模量为 ２１０ ＧＰａ， μ ＝ ０．３．混凝土箱梁的截面尺寸和波形刚腹板箱梁一致．

８１１１ 邵　 江　 艳　 　 　 张　 元　 海　 　 　 赵　 庆　 友　 　 　 姚　 晓　 东



（ａ） 波形钢腹板组合箱梁 （ｂ） 混凝土箱梁

（ａ） Ｔｈｅ ｃｏｒｒｕｇａｔｅｄ ｓｔｅｅｌ ｗｅｂ ｂｏｘ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｇｉｒｄｅｒ （ｂ） Ｔｈｅ ｃｏｎｃｒｅｔｅ ｂｏｘ ｇｉｒｄｅｒ
图 １１　 两种箱梁截面图（单位： ｍ）

Ｆｉｇ． １１　 Ｃｒｏｓｓ ｓｅｃｔｉｏｎｓ ｏｆ ２ ｂｏｘ ｇｉｒｄｅｒｓ（ｕｎｉｔ： ｍ）

表 ２　 截面畸变特性值

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｓｅｃｔｉｏｎ ｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ ｖａｌｕｅｓ

ｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎ
ｐａｒａｍｅｔｅｒ

ｃｏｎｃｒｅｔｅ ｂｏｘ ｇｉｒｄｅｒ
ｉｎ ｒｅｆ． ［６］

ｃｏｒｒｕｇａｔｅｄ ｓｔｅｅｌ ｗｅｂ ｂｏｘ
ｇｉｒｄｅｒ ｉｎ ｒｅｆ． ［６］

ｃｏｎｃｒｅｔｅ ｂｏｘ ｇｉｒｄｅｒ
ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ

ｃｏｒｒｕｇａｔｅｄ ｓｔｅｅｌ ｗｅｂ
ｂｏｘ ｇｉｒｄｅｒ ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ

λ ／ ｍ－１ ０．１２８ ９ ０．１０９ ７ ０．１２９ ８ ０．０９１ ９

β ０．３０４ ３ ０．１２５ ０ ０．３０４ ３ ０．１２５ ０

Ｉ０ ／ ｍ３ １．３×１０－３ １．３×１０－３ １．３３９ ３×１０－３ １．３３９ ３×１０－３

Ιｗ ／ ｍ３ １．３×１０－３ ４．３×１０－４ １．３３９ ３×１０－３ ７．３９６×１０－５

Ι ｕ ／ ｍ３ １．３×１０－３ １．３×１０－３ １．３３９ ３×１０－３ １．３３９ ３×１０－３

Ι′０ ／ ｍ４ １０．６６６ ７ １０．６６６ ７ １０．６６６ ７ １０．６６６ ７

Ι′ｗ ／ ｍ４ １．３３３ ３ － １．３３３ ３ －

Ι′ｕ ／ ｍ４ １．３３３ ３ １．３３３ ３ １．３３３ ３ １．３３３ ３

ΙＲ ／ ｍ２ ４．６×１０－４ ２．６×１０－４ ４．７６２×１０－３ ２．５６２×１０－３

ΙＤ ／ ｍ６ ４．１８５ ６ ４．４８１ ４ ４．１８５ ６ ８．９６２ ８
σ１ ／ ＭＰａ ０．０４８ ９ ０．０４６ ０ ０．０２９ ５ ０．０１７ ２
σ２ ／ ＭＰａ ０．１４４ ８ ０．３６８ ０ ０．０９７ ０ ０．１３７ ８

　 　 根据表 ２， 文献［６］中把波形钢板等效为正交异形板后， 利用平衡力系法推导了以畸变角

为未知量的控制微分方程， 计算了箱梁各个板件的横向抗弯惯性矩和畸变翘曲惯性矩， 其中

波形钢腹板箱梁和混凝土箱梁的横向抗弯惯性矩与本文计算结果不同．因为与传统混凝土箱

梁相比， 波形钢腹板组合箱梁的横向抗弯刚度会有所减小， 所以本文的计算结果合理． 按照

本文的计算方法求得波形钢腹板组合箱梁由畸变产生的最大翘曲应力约是传统混凝土箱梁的

１．４２ 倍．

６　 结　 　 语

１） 本文首先从定义波形钢腹板箱梁的畸变位移即畸变角出发，以传统混凝土箱梁的畸变

翘曲应力的推演过程为基础，得到了波形钢腹板箱梁畸变应力分析的方法，最后利用两个算例

通过对比分析波形钢腹板箱梁和混凝土箱梁的畸变翘曲正应力，验证了本文分析方法和公式

推导的合理性．
２） 本文通过结合波形钢腹板组合箱梁的受力特性，选取畸变中心的畸变角为畸变位移．

按照初参数法求得的畸变翘曲应力与弹性地基梁比拟法的计算结果相差不大．采用本文的计

算方法，在同等受力情况下，波形钢腹板箱梁的横向抗弯惯性矩较混凝土箱梁有所减小，而且

９１１１波形钢腹板箱梁畸变应力分析



波形钢腹板箱梁底板与腹板交点处的畸变翘曲正应力是混凝土箱梁对应位置处的 １．５ 倍左

右，小于相关文献的计算结果．
３） 通过能量变分法对波形钢腹板组合箱梁进行分析，利用初参数法求得箱梁截面畸变

角、畸变翘曲位移、畸变双力矩及畸变力的一般公式．并且由于波形钢腹板的褶皱效应，在桥纵

向可以自由伸缩，所以本文不考虑由顶底板翘曲引起的畸变位移，该方法很好地考虑了波形钢

腹板组合箱梁的特征．
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