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摘要：　 研究二维无黏性无热传导 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程组和三维轴对称不可压 Ｅｕｌｅｒ 方程组光滑解的

增长情况，找各种区域使其上的方程组有快增长的解．对 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程组，通过选取初始温度和

速度的一个分量，可以把方程去耦为两部分．从关于涡量的部分求出涡量、速度场和使结论成立的

区域，从关于温度的部分可见，温度的高阶导的增长仅依赖于速度场的一个分量．通过适当选取该

分量，得到温度高阶导有指数增长的全局光滑解．对轴对称 Ｅｕｌｅｒ 方程组做类似的处理，适当选取

速度场的径向分量，可把方程组去耦，最终得到一类光滑区域，在其上方程组有指数增长全局光滑

解．该研究把 Ｃｈａｅ、Ｃｏｎｓｔａｎｔｉｎ、Ｗｕ 对一个二维锥形区域上无黏性无热传导 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程的结果，
推广到一类光滑区域上， 并把他们的方法应用到三维轴对称不可压 Ｅｕｌｅｒ 方程组， 得到了类似的

结果．
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引　 　 言

本文在 Ω ⊂ Ｒ２ 上考虑无黏性无热传导 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程组：

　 　

ωｔ ＋ ｕ·Ñω ＝ θ ｘ１，

θ ｔ ＋ ｕ·Ñθ ＝ ０，　 　 ｘ ∈ Ω， ｔ ＞ ０，
Δψ ＝ ω， Ñ⊥ψ ＝ ｕ ＝ （ － ψ ｘ２，ψ ｘ１），

ｕ·ｎ ＝ ０，　 　 ｘ ∈ ∂Ω， ｔ ＞ ０，
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ï
ï
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（１）

其中 ｕ ＝ ｕ（ｘ，ｔ） ＝ （ｕ１（ｘ，ｔ），ｕ２（ｘ，ｔ）） 是速度场， ω ＝ ｕ２
ｘ１
－ ｕ１

ｘ２ 是涡量， θ ＝ θ（ｘ，ｔ） 是温度场，
ψ是流函数，ｎ是 Ω的单位外法向量．后文将用方程（１） ｉ 表示方程组（１） 中第 ｉ 行的方程， 其他

方程类同．方程组（１）描述了在考虑温度的影响下流体的流动情况， 可用来模拟大气、 洋流等

现象［１⁃３］ ．本文将证明在一类无界光滑区域上，方程组（１）有 θ 的任意阶导对时间都有指数增长

的解．
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另外，对轴对称不可压 Ｅｕｌｅｒ 方程组，证明类似的增长定理．熟知在柱坐标下，轴对称 Ｅｕｌｅｒ
方程组可写为［４］

　 　

ｕｒ
ｔ ＋ （ｕｒ∂ｒ ＋ ｕｚ∂ｚ）ｕｒ ＋ ∂ｒｐ ＝ （ｕθ） ２

ｒ
，

ｕθ
ｔ ＋ （ｕｒ∂ｒ ＋ ｕｚ∂ｚ）ｕθ ＝ － ｕθｕｒ

ｒ
，　 　 ｘ ∈ Ω， ｔ ＞ ０，

ｕｚ
ｔ ＋ （ｕｒ∂ｒ ＋ ｕｚ∂ｚ）ｕｚ ＋ ∂ｚｐ ＝ ０，

∂ｒ（ ｒｕｒ） ＋ ∂ｚ（ ｒｕｚ） ＝ ０，
ｕ·ｎ ＝ ０，　 　 ｘ ∈ ∂Ω， ｔ ＞ ０，
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（２）

其中 （ ｒ，θ，ｚ） 是柱坐标，各量不依赖于 θ，ｕ（ ｒ，θ，ｚ） ＝ ｕｒ（ ｒ，ｚ）ｅｒ ＋ ｕθ（ ｒ，ｚ）ｅθ ＋ ｕｚ（ ｒ，ｚ）ｅｚ 是速度

场，ｐ ＝ ｐ（ ｒ，ｚ） 是压力，ｎ是Ω的单位外法向量．令 ω ＝ ∂ｚｕｒ － ∂ｒｕｚ（即为涡量在（ ｒ，θ，ｚ） 坐标中的

θ 分量） ．把方程（２） １ 和（２） ３“点积”（∂ｚ， － ∂ｒ）（即求 ∂ｚ（２） １ － ∂ｒ（２） ３） 得到方程（３） １，把方程

（２） ４重写为方程（３） ３，方程（２） ５重写为方程（３） ４，得

　 　

ω
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è
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ø
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ｔ
＋ （ｕｒ∂ｒ ＋ ｕｚ∂ｚ）

ω
ｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ２

ｒ２
ｕθ∂ｚｕθ，

ｕθ
ｔ ＋ （ｕｒ∂ｒ ＋ ｕｚ∂ｚ）ｕθ ＝ － ｕθｕｒ

ｒ
，

ψ ｚ ＝ ｒｕｒ， ψ ｒ ＝ － ｒｕｚ， Ｌψ ＝ ω
ｒ
， Ｌ ＝ １

ｒ
∂ｒ

１
ｒ

∂ｒ
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è
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ø
÷ ＋ １

ｒ２
∂ｚｚ，

ψ ｜ ∂Ω ＝ ０ ．
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（３）

本文将证明在一类无界光滑轴对称区域上，方程（３）有 ｕθ 的任意阶导对时间都有指数增长的解．
二维无黏性无热传导 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程组、三维 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程组与三维不可压 Ｅｕｌｅｒ 方程

组的全局正则性均是受关注的开问题［４⁃５］，即还不知道局部正则解是不是一定可延拓为全局正

则解．它们引发出很多研究（参看文献［６］及其中的文献）．它们正则解的增长速度可视作这个

问题的延伸．若局部正则解的某些量增长极快，在有限时间达到无穷，则其就不能延拓为全局

正则解．
二维不可压 Ｅｕｌｅｒ 方程是二维无黏性无热传导 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程组 θ ≡ ０ 的特殊情况，也是

三维不可压 Ｅｕｌｅｒ 方程的二维版本．已知它在光滑区域和 Ｒ２ 上有全局正则性［４，７⁃９］ ．有关它的全

局正则解增长的研究，因为已知 ‖ω（·，ｔ）‖Ｌ∞ 恒常，所以研究都集中在 ‖ Ñω（·，ｔ）‖Ｌ∞ ， 结果

依赖于区域．在有界光滑区域中，Ｙｕｄｏｖｉｃｈ［１０］ 在 １９６３ 年已证得涡量的梯度最多只有双指数幂

增长，Ｋｉｓｅｌｅｖ 和 Ｓｖｅｒａｋ［１１］在圆盘上构造了例子，证明了这是最佳的估计．Ｚｌａｔｏｓ［１２］ 证明了在环

面上（［－１，１］ ２上周期边值问题） ‖ Ñω（·，ｔ）‖Ｌ∞ 可以达到指数增长．在一个有尖点的区域，
Ｋｉｓｅｌｅｖ 和 Ｚｌａｔｏｓ［１３］构造了一个 ω 在有限时间内变得不连续的局部光滑解，可理解为Ñω 增长

极快，在有限时间内达到无穷．
若对 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程用文献［１１⁃１３］中处理 Ｅｕｌｅｒ 方程的方法求解，将会遇到麻烦．在

Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程中，涡量一般不是被搬运，质点流动时它的涡量可以变动，所以没法保证涡量

在任何时候都是正的，而且不能控制涡量为负的质点的位置，以致难以用 Ｂｉｏｔ⁃Ｓａｖａｒｔ 定律估计

质点的速度，得到关于 Ñω 增长的结果．在 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程中，对应于 Ｅｕｌｅｒ 方程涡量的量是涡

量 ω 和温度梯度Ñθ ．与二维 Ｅｕｌｅｒ 方程的 ‖ω（·，ｔ）‖Ｌ∞ 不同，‖ω（·，ｔ）‖Ｌ∞ 和‖ Ñθ（·，ｔ）‖Ｌ∞

一般是依赖于 ｔ 的，所以研究它们的增长是有意义的．对方程（１），Ｃｈａｅ、Ｃｏｎｓｔａｎｔｉｎ、Ｗｕ［１４］ 在锥
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形区域上构造速度场定常、 θ ｘ２ 呈指数增长的全局光滑解，而且指出同样方法可以构造 θ ｘ２ 有双

指数幂增长的解，但没有写出解的公式（据笔者理解，用同样方法得到的解不是光滑的）．本文

改动了文献［１４］中的方法，找到一类无界光滑区域，在其上构造 θ 对 ｘ２ 的各阶偏导有指数增

长的方程（１）的全局光滑解．
三维轴对称或一般不可压 Ｅｕｌｅｒ 方程组与二维不可压 Ｅｕｌｅｒ 方程也有基本的区别．在二维，

涡量沿质点轨迹是保持不变的，但在三维，它可被拉伸，甚至变号，所以不能用处理二维情况的

方法研究三维的方程．但熟知三维轴对称不可压 Ｅｕｌｅｒ 方程组跟二维无黏性无热传导 Ｂｏｕｓｓ⁃
ｉｎｅｓｑ 方程组有相似的结构［４］，本文用 Ｃｈａｅ、Ｃｏｎｓｔａｎｔｉｎ、Ｗｕ［１４］的方法，对它做类似的讨论，找到
一类光滑无界区域，在其上构造一些 ｕθ 对 ｒ 的各阶偏导都有指数增长的全局光滑解．

本文在第 １ 节讨论了二维 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程，在第 ２ 节讨论了三维 Ｅｕｌｅｒ 方程．

１　 令二维 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程组有指数增长解的光滑区域

在本节中， ω ＝ ｕ２
ｘ１
－ ｕ１

ｘ２ ．

定理 １　 令 ｆ：（０，∞ ） →Ｒ， ｆ（ξ） ＝ ｃ１ ＋ ｃ２ξ ＋ ｃ３ξ
－１，ｃ３ ＞ ０．令 Ω ＝ { （ｘ１，ｘ２） ｜ ｘ２ ＞ ０，ｘ１ ＞

ｆ（ｘ２） } ．则对任意正整数 ｎ，方程（１） 都有全局光滑解（ω，θ），使对任何（ｘ１，ｘ２） ∈Ω，θ 对 ｘ２ 的

１，２，…，ｎ 阶偏导对 ｔ 都有指数增长．详细地，有光滑解（ω，θ，ｕ１，ｕ２），其中 ｕ２，θ 都不依赖于 ｘ１，
使对 ｋ ＝ １，２，…，ｎ， 有

　 　 （∂ｋ
ｘ２）θ（ｘ２，ｔ） ＝ ｅｋｔθ （ｋ）

０ （ｘ２ｅｔ），
其中 θ ０ ∈ Ｃｎ（（０，∞ ）；（０，∞ ）），且对 １ ≤ ｋ ≤ ｎ，ｉｎｆξ∈（０，∞ ） θ （ｋ）

０ （ξ） ＞ ０．特别地，若 θ ０（ξ） ＝ ｅξ，
则（ω，θ） 是无穷光滑的，且当 ｋ ＝ １，２，…，ｎ 时，∂ｋ

ｘ２θ（·） 对 ｔ 都有指数增长．
证明　 以下是证明大要．选初始温度 θ ０ 不依赖于 ｘ１，再选 ｕ２ 在任何时间都不依赖于 ｘ１，使

“同层” 的质点任何时候都同层，因为 θ 是被搬运的，所以对任何时间 ｔ，θ（·，ｔ） 都不依赖于

ｘ１（θ ｘ１ ≡０） ．有两个后果．首先，方程（１） １、（１） ３、（１） ４ 封闭，可解出 ψ，ｕ１，ω ．另外，方程（１） ２ 退

化为 ∂ｔθ（ｘ２，ｔ） － ｕ２（ｘ２，ｔ）∂ｘ２θ（ｘ２，ｔ） ＝ ０，适当选取 ｕ２和 θ ０ 就可使 ∂ｋ
ｘ２θ 有指数增长．以下是详细

证明．
第一步　 选

　 　 ｕ２（ｘ１，ｘ２） ＝ － ｘ２，
求 ｕ１ ．从 ｕ ＝ Ñ⊥ψ ＝ （ － ψ ｘ２，ψ ｘ１），存在 φ（ｘ２） 使

　 　 ψ（ｘ１，ｘ２） ＝ ∫ｘ１
０
ｕ２（ ｓ，ｘ２）ｄｓ ＋ φ（ｘ２） ＝ － ｘ１ｘ２ ＋ φ（ｘ２）， （４）

所以

　 　 ｕ１（ｘ１，ｘ２） ＝ － ψ ｘ２
＝ ｘ１ － φ′（ｘ２） ． （５）

要决定 φ（ｘ２），用边界条件（１） ４，即 ｕ 跟 ∂Ω 平行：

　 　 ｆ ′（ｘ２） ＝
ｕ１（ ｆ（ｘ２），ｘ２）
ｕ２（ ｆ（ｘ２），ｘ２）

＝
ｆ（ｘ２） － φ′（ｘ２）

－ ｘ２
，

得
　 　 φ′（ｘ２） ＝ ｆ（ｘ２） ＋ ｘ２ ｆ ′（ｘ２） ． （６）

可取

　 　 φ（ｘ２） ＝ ∫ｘ２
１
（ ｆ（ ｓ） ＋ ｓｆ ′（ ｓ））ｄｓ， （７）

则

２１９
光滑区域上二维无黏性无热传导 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程组

与三维轴对称不可压 Ｅｕｌｅｒ 方程组的指数增长全局光滑解



　 　 ω（ｘ１，ｘ２） ＝ ｕ２
ｘ１
－ ｕ１

ｘ２
＝ ２ｆ ′（ｘ２） ＋ ｘ２ ｆ ″（ｘ２），

故

　 　 Ñω ＝ （０， ３ｆ ″（ｘ２） ＋ ｘ２ ｆ ‴（ｘ２）），
所以

　 　 ｕ·Ñω ＝－ ｘ２［３ｆ ″（ｘ２） ＋ ｘ２ ｆ ‴（ｘ２）］ ．
令 ｕ·Ñω ＝ ０， 因为 ω ｔ ＝ ０， 若要 ω 满足方程（１） １， 则 ｕ·Ñω ＝ ０， 即 ０ ＝ ３ｆ ″（ｘ２） ＋ ｘ２ ｆ ‴（ｘ２），
所以

　 　 ｆ（ｘ２） ＝ ｃ１ ＋ ｃ２ｘ２ ＋ ｃ３ｘ
－１
２ ．

若取 ｃ３ ＞ ０，则如定理 １ 中定义的 Ω 是光滑区域．在 Ω 上，由式（５）、（６）和式（４）、（７）给出

　 　 ｕ１ ＝ ｘ１ － ｆ（ｘ２） － ｘ２ ｆ ′（ｘ２），

　 　 ψ ＝－ ｘ１ｘ２ ＋ ∫ｘ２
１
（ ｆ（ ｓ） ＋ ｓｆ ′（ ｓ））ｄｓ ．

第二步　 找出以 θ ０（·） 为初值的解 θ 的公式．因为 θ ｘ１
＝ ０，所以方程（１） ２ 简化为 θ ｔ ＋ ｕ２θ ｘ２

＝ ０， 可得

　 　
∂ｔθ（ｘ２，ｔ） － ｘ２∂ｘ２θ（ｘ２，ｔ） ＝ ０，

θ（ｘ２，０） ＝ θ ０（ｘ２） ．{ （８）

熟知方程（８）的解 θ 沿 ｘ２⁃ｔ平面中的质点轨迹的值不变，所以对（ｘ－，ｔ－） ∈ （０，∞ ） × （０，∞ ），要
找解 θ 在该点的值，只需找经过该点的质点轨迹的出发点，这点处的初值就是 θ（ｘ－，ｔ－） ．

令 Ｘ（ ｔ；ｘ－，ｔ－） 为在 ｔ－ 时经过 ｘ－ 的轨迹，简记为 Ｘ（ ｔ） ．它满足

　 　 ｄＸ（ ｔ）
ｄｔ

＝ － Ｘ（ ｔ）， Ｘ（ ｔ－） ＝ ｘ－，

所以

　 　 ｌｎ Ｘ（ ｔ）
ｘ－

＝ ∫ｔ
ｔ－

１
Ｘ（ ｔ）

ｄＸ（ ｔ）
ｄｔ

ｄｔ ＝ ∫ｔ
ｔ－
－ １ｄｔ ＝ ｔ－ － ｔ，

即 Ｘ（ ｔ） ＝ ｘ－ｅ ｔ－ －ｔ，其出发点为 Ｘ（０；ｘ－，ｔ－） ＝ ｘ－ｅ ｔ－，所以 θ（ｘ－，ｔ－） ＝ θ ０（ｘ
－ｅ ｔ－） ．将（ｘ－，ｔ－） 写为（ｘ２，ｔ），再

对 ｘ２ 求偏导，只要 θ ０ ∈ Ｃｎ（０，∞ ），则对 １ ≤ ｋ ≤ ｎ， 有

　 　 （∂ｋ
ｘ２）θ（ｘ２，ｔ） ＝ ｅｋｔθ （ｋ）

０ （ｘ２ｅｔ） ．
若 ｉｎｆξ∈（０，∞ ） θ （ｋ）

０ （ξ） ＞ ０，则它们对 ｔ 就有指数增长． □

２　 令三维轴对称 Ｅｕｌｅｒ 方程组有指数增长解的光滑区域

在本节中， ω ＝ ｕｒ
ｚ － ｕｚ

ｒ ．
定理 ２　 令 ｆ：（０，∞ ） → Ｒ， ｆ（ ｒ） ＝ ｃ１ ＋ ｃ２ｒ２ ＋ ｃ３ｒ

－２，ｃ３ ＞ ０．令 Ω为轴对称区域 { （ ｒ，θ，ｚ） ｜
ｚ ＞ ｆ（ ｒ） } ．则对任意正整数 ｎ，存在方程（２） 的全局光滑解（ω，ｕθ），使对任意（ ｒ，θ，ｚ） ∈ Ω，ｕθ

对 ｒ 的 １，２，…，ｎ 阶偏导都有指数增长．详细地，有光滑解（ω，ｕｒ，ｕθ，ｕｚ），其中 ｕｒ，ｕθ都不依赖于

ｚ，使对 ｋ ＝ １，２，…，ｎ， 有

　 　 ∂ｋ
ｒ ｕθ（ ｒ，ｔ） ＝ （ｕθ

０） （ｋ）（ ｒｅｔ）ｅ（ｋ＋１） ｔ，
其中 ｕθ

０ ∈ Ｃｎ（（０，∞ ）；（０，∞ ）），且对 １ ≤ ｋ ≤ ｎ，ｉｎｆξ∈（０，∞ ）（ｕθ
０） （ｋ）（ξ） ＞ ０．特别地，若 ｕθ

０（ξ） ＝
ｅξ，则（ω，ｕθ） 无穷光滑，且对 ｋ ＝ １，２，…，ｎ，有 ∂ｋ

ｒ ｕθ 呈指数增长．
证明　 取 ｕｒ ＝ － ｒ，则方程（３） ２ 变成 ｕθ

ｔ － ｒｕθ
ｒ ＋ ｕｚｕθ

ｚ ＝ ｕθ ．再取 ｕθ 的初值 ｕθ
０ 不依赖于 ｚ，可

见方程（３） ２ 有唯一不依赖于 ｚ 的解 ｕθ（ ｒ，ｔ） ．则 ｕθ 在方程（３） １ 中消失，从而方程（３） １、（３） ３、
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（３） ４ 封闭，可从中解出 ω，ｕｒ，ｕｚ，并确定使定理成立的光滑区域．再从方程（３） ２，可得 ∂ｋ
ｒ ｕθ对 ｔ

有指数增长．以下给出详细证明．
第一步　 确定 ψ，ｕｚ，ω 和 Ω ．取 ｕｒ（ ｒ，ｔ） ＝ － ｒ，从方程（３） ３ 得 ∂ｚψ ＝ ｒｕｒ ＝ － ｒ２， 故有

　 　 ψ（ ｒ，ｚ） ＝ － ｒ２ｚ ＋ φ（ ｒ）， （９）
所以

　 　 ｕｚ ＝ －
∂ｒψ
ｒ

＝ － １
ｒ
［ － ２ｒｚ ＋ φ′（ ｒ）］ ＝ ２ｚ － φ′（ ｒ）

ｒ
． （１０）

利用边值条件（３） ４（即方程（２） ５），有

　 　 ｆ ′（ ｒ） ＝ ｕｚ（ ｆ（ ｒ），ｒ）
ｕｒ（ ｆ（ ｒ），ｒ）

＝ － １
ｒ

２ｆ（ ｒ） － φ′
ｒ

é

ë
êê

ù

û
úú ，

解得

　 　 φ′（ ｒ） ＝ ２ｒｆ（ ｒ） ＋ ｒ２ ｆ ′（ ｒ） ． （１１）
可取

　 　 φ（ ｒ） ＝ ∫ｒ
１
［２ｓｆ（ ｓ） ＋ ｓ２ ｆ ′（ ｓ）］ｄｓ， （１２）

则

　 　 ω ＝ ｕｒ
ｚ － ｕｚ

ｒ ＝ ３ｆ ′（ ｒ） ＋ ｒｆ ″（ ｒ），
故

　 　 ∂ｒ
ω
ｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ － ３ｆ ′（ ｒ）

ｒ２
＋ ３ｆ ″（ ｒ）

ｒ
＋ ｆ ‴（ ｒ）， ∂ｚ

ω
ｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０，

所以

　 　 ｕｒ∂ｒ
ω
ｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｕｚ∂ｚ

ω
ｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ３ｆ ′（ ｒ）

ｒ
－ ３ｆ ″（ ｒ） － ｒｆ ‴（ ｒ） ．

因为 （ω ／ ｒ） ｔ ＝ ０， 所以要方程（３） １成立，就要

　 　 ３ｆ ′（ ｒ）
ｒ

－ ３ｆ ″（ ｒ） － ｒｆ ‴（ ｒ） ＝ ０，

则

　 　 ｆ（ ｒ） ＝ ｃ１ ＋ ｃ２ｒ２ ＋ ｃ３ｒ
－２ ．

若 ｃ３ ＞ ０，则定理 ２ 中定义的 Ω 是避开 ｚ 轴的光滑区域．再由式（１０）、（１１）和式（９）、（１２）有
　 　 ｕｚ ＝ ２ｚ － ２ｆ（ ｒ） － ｒｆ ′（ ｒ），

　 　 ψ ＝－ ｒ２ｚ ＋ ∫ｒ
１
［２ｓｆ（ ｓ） ＋ ｓ２ ｆ ′（ ｓ）］ｄｓ ．

第二步　 因为 ｕｒ ＝ － ｒ 和 ｕθ 不依赖于 ｚ， 故方程（３） ２退化为

　 　 ｕθ
ｔ － ｒｕθ

ｒ ＝ ｕθ ． （１３）
令 （ ｒ－，ｔ－） 为 ｒ⁃ｔ 区域（０，∞ ） × （０，∞ ） 中的任意点，通过该点的方程（１３） 的特征线 ｒ（ ｔ） 满足

　 　 ｄｒ（ ｔ）
ｄｔ

＝ － ｒ（ ｔ）， ｒ（ ｔ－） ＝ ｒ－，

即 ｒ（ ｔ） ＝ ｒ－ｅ ｔ－ －ｔ，其出发点是 ｒ（０） ＝ ｒ－ｅ ｔ－ ．沿此特征线，方程（１３） 连同初值 ｕθ（ ｒ，０） ＝ ｕθ
０（ ｒ） 的问题

变为

　 　 ｄｕθ（ ｒ（ ｔ），ｔ）
ｄｔ

＝ ｕθ（ ｒ（ ｔ），ｔ）， ｕθ（ ｒ（０），０） ＝ ｕθ
０（ ｒ（０）） ．

４１９
光滑区域上二维无黏性无热传导 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程组

与三维轴对称不可压 Ｅｕｌｅｒ 方程组的指数增长全局光滑解



解之得 ｕθ（ ｒ（ ｔ），ｔ）＝ ｃｅｔ，其中 ｃ ＝ ｕθ（ ｒ（０），０）＝ ｕθ
０（ ｒ（０））＝ ｕθ

０（ ｒ
－ｅ ｔ－），即 ｕθ（ ｒ（ ｔ），ｔ）＝ ｕθ

０（ ｒ
－ｅ ｔ－）ｅｔ ．

令 ｔ ＝ ｔ－，得 ｕθ（ ｒ－，ｔ－） ＝ ｕθ
０（ ｒ

－ｅ ｔ－）ｅ ｔ－ ．所以

　 　 ｕθ（ ｒ，ｔ） ＝ ｕθ
０（ ｒｅｔ）ｅｔ ．

若 ｕθ
０ ∈ Ｃｎ（（０，∞ ）；Ｒ），则对 ｋ ＝ １，２，…，ｎ，

　 　 ∂ｋ
ｒ ｕθ（ ｒ，ｔ） ＝ （ｕθ

０） （ｋ）（ ｒｅｔ）ｅ（ｋ＋１） ｔ ．
若 ｉｎｆξ∈（０，∞ ）（ｕθ

０） （ｋ）（ξ） ＞ ０，则 ∂ｋ
ｒ ｕθ（ ｒ，ｔ） 对 ｔ 有指数增长． □

３　 结　 　 论

在文献［１４］中，已证明在一个二维锥形区域中，存在温度梯度有指数增长的无黏性无热

传导 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程组的全局光滑解．本文做了两项工作：首先，改进了文献［１４］中的方法，求
得一类二维无界光滑区域使上述结论成立，且留意到温度的高阶导也有指数增长．另外，把方

法应用到结构与二维无黏性无热传导 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程组相似的三维轴对称不可压 Ｅｕｌｅｒ 方程

组，求得一类光滑无界轴对称区域，其上的轴对称不可压 Ｅｕｌｅｒ 方程组存在速度的高阶导有指

数增长的全局光滑解．这两个方程组的全局正则性是开问题，即还不知道局部光滑解是否一定

可以延拓为全局光滑解．光滑解的增长情况可看作是该问题的延伸，若它们增长极快，以致在

有限时间达到无穷，则局部光滑解就不能延拓为全局光滑解．所以构造对时间增长尽量快的光

滑解是研究方程组（１）、（２）全局正则性的一种手段．
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