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摘要：　 在二维直角坐标系下，从固体位移和流体流速满足的基本方程出发，研究了二维各向同性

多孔介质的弹性动力学通解．首先引入 ４ 个物理量，对固体骨架的运动方程、流体流速运动方程、连
续性方程进行整理，将方程组分解成膨胀波和扭转波两部分，并利用 Ｌｕｒ’ｅ 算子矩阵理论，获得由

３ 个类调和函数表示的动力学通解，该通解满足全部基本方程．最后将时间项退化获得稳态通解，
并证明了稳态通解的完备性．
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引　 　 言

由固相、液相、气相以及其他相相互作用所形成的物质叫做多孔介质．在我们生活中多孔

介质普遍存在，例如岩石、煤炭［１］等，所以对多孔介质性能的研究具有重大的意义和实用价值．
多孔介质的固相类似于人体的骨架支撑着整个空间，液相类似于人体的血液，气相以及其

他相存在于固液两相之间．通常将除了固相以外的其他物质空间叫做孔隙，而多孔介质中的孔

隙尺寸一般都极其微小，并且比表面积很大．多孔介质中的孔隙一般也分 ３ 类，分别为互相连

通的孔隙、部分连通的孔隙和相互不连通的孔隙，在连通的孔隙中流体的运动一般是以渗

流［２⁃３］方式为主．关于多孔介质的理论研究最早见于 Ｔｅｒｚａｇｈｉ 的研究，Ｂｉｏｔ 继承了 Ｔｅｒｚａｇｈｉ 的思

想，把多孔介质的固结理论从一维扩展到了二维和三维，建立了比较完善的固结理论，给出了

相应的微分方程组，李向约和李向维［４］研究了饱和多孔介质的热固结理论．
通解是指满足全部基本方程的各种解的集合，是解决具体工程问题的一种有效的数学工

具，国内外学者对各种类型基本方程的通解进行了研究．郭时光［５］ 研究了 Ｐｏｉｓｓｏｎ 方程 ３ 类问

题的通解；王敏中和黄克服［６］研究了半空间的热弹性问题弹性通解及其应用；沈惠川［７］ 研究

了弹性动力学的通解；陈伟球和丁皓江［８］研究了横观各向同性三维热弹性力学通解及其势理

论法；徐颖等［９］研究了双孔介质弹性动力学通解及其完备性；Ｕｎｇｅｒ 和 Ａｉｆａｎｔｉｓ［１０］ 研究了双孔

材料通解的完备性；Ｚｈａｏ 和 Ｌｕ［１１］研究了各向同性多孔介质的热弹性稳态通解．
本文求解了二维多孔介质的通解，第 １ 节通过引入 ４ 个物理量，将基本方程转化成

Ｃａｕｃｈｙ⁃Ｒｉｅｍａｎｎ 方程组的形式，并将方程分解为膨胀波和扭转波两部分；第 ２ 节利用 Ｌｕｒ’ｅ 算
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子矩阵理论［１２］ 推导出二维各向同性多孔介质的动力学通解；第 ３ 节将动态解退化时间项后，
获得稳态通解，并证明了稳态通解的完备解；第 ４ 节对通解进行了讨论．

１　 基 本 方 程

在二维直角坐标系下，固体骨架的位移场和流体的速度场有如下形式：

　 　
ｕ ＝ ｉｕｘ（ｘ，ｙ，ｔ） ＋ ｊｕｙ（ｘ，ｙ，ｔ），
Ｖ ＝ ｉＶｘ（ｘ，ｙ，ｔ） ＋ ｊＶｙ（ｘ，ｙ，ｔ），

{ （１）

其中， ｉ， ｊ 是 ｘ，ｙ 方向的单位向量， ｕ 为固体位移， Ｖ 表示流体的流速．
根据 Ｚｉｎｋｉｅｗｉｃｚ 等［１３］的研究，对饱和多孔介质来说，在低频的情况下，可忽略流体相对于

骨架运动的惯性项和流体的可压缩性，其满足下列基本方程：
固体骨架的运动方程
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流体的运动方程

　 　
－ ∂ｐ

∂ｘ
＝ ρ ｆ

∂２ｕｘ

∂ｔ２
＋ ｎ

ｋ
Ｖｘ，

－ ∂ｐ
∂ｙ

＝ ρ ｆ

∂２ｕｙ

∂ｔ２
＋ ｎ

ｋ
Ｖｙ；

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（３）

流体的连续性方程

　 　 ∂ｅ
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式中

　 　 Ñ２ ＝ ∂２

∂ｘ２
＋ ∂２

∂ｙ２， ｅ ＝ ∂
∂ｘ

ｕｘ ＋ ∂
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ν 为 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比， ｐ 为液体压力的变化量， ρ 为固体颗粒的密度， μ 为剪切模量， ρ ｆ 为流体的密

度， ｋ 为渗透系数，由于本文研究的多孔介质为均质材料，故 ｋ 与坐标无关， ｎ 为流体黏度系

数，忽略流体黏度 ｎ 随压力的变化．
为了更好地对基本方程进行分析，此处引入 ４ 个与 ｘ，ｙ，ｔ 相关的函数 ｖｘ，ｖｙ，ｗｘ，ｗｙ， 令
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由方程（２） ～ （４）可得
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由于式（６）和（７）均为 Ｃａｕｃｈｙ⁃Ｒｉｅｍａｎｎ 方程组，则其可改写为
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其中 ｆ１（ｘ，ｙ，ｔ），ｆ２（ｘ，ｙ，ｔ），ｇ１（ｘ，ｙ，ｔ），ｇ２（ｘ，ｙ，ｔ） 满足
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方程（９）和（１０）有如下特解：
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把特解（１２）代入式（２）可知，特解（１２）不影响流场和位移场同时满足流体的连续性方程，
故可舍去．即以下方程组成立：
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根据式（５）可以看出 ｖｘ，ｗｘ 和 ｐ与膨胀有关，其波动属于膨胀波，而 ｖｙ 和ｗｙ 与扭转有关，其
波动属于扭转波，两部分方程相互解耦，下面分别进行求解．

２　 动力学通解

方程（１３）第一式、方程（１４）第一式、方程（８）属于膨胀波方程，可写成如下形式：
　 　 Ａη ＝ ０， （１５）

其中

　 　 Ａ ＝
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　 　 η ＝ （ｖｘ，ｗｘ，ｐ） Ｔ ． （１７）
根据 Ｌｕｒ’ｅ 算子理论［１２］可知方程的解有如下形式：
　 　 η ＝ Ｂφ， （１８）

其中， φ ＝ （φ１，φ２，φ３） Ｔ， 满足方程

　 　 Ａ φ ｉ ＝ ０，　 　 ｉ ＝ １，２，３， （１９）
其中， Ｂ 是算子矩阵 Ａ 的伴随矩阵， Ａ 为算子矩阵 Ａ 的行列式，满足
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伴随矩阵 Ｂ 的各分量为
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将式（２１）代入式（１８）可得
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将式（２０）代入式（１９）可得
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令

　 　 ξ １ ＝ Ñ２φ１ ＋
Ñ２φ２

μ
， ξ ２ ＝ φ３， （２４）

由式（２３）可知
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ú
ú
ξ ２ ＝ ０． （２６）

根据式（２３），通解（２２）可改写为

　 　

ｖｘ ＝ － ξ １ ＋ ｎ
ｋμ

ξ ２，

ｗｘ ＝ Ñ２∂ξ １

∂ｔ
－ ２（１ － ν）

１ － ２ν
Ñ２ － ρ

μ
∂２

∂ｔ２
＋
ρ ｆ

μ
∂２

∂ｔ２
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ξ ２，

ｐ ＝ ρ ｆ
∂２

∂ｔ２
－ ｎ

ｋ
∂
∂ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ξ １ ＋ ｎ

ｋ
Ñ２２（１ － ν）

１ － ２ν
－ ρ

μ
∂２

∂ｔ２
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ξ ２ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（２７）

ｖｙ 和 ｗｙ 满足方程（１３）第二式和方程（１４）第二式，这些方程属于扭转波方程，令
　 　 ξ ３ ＝ ｖｙ ． （２８）

根据方程（１３）第二式和方程（１４）第二式，可知

　 　 ｗｙ ＝ －
ｋρ ｆ

ｎ
∂２ξ ３

∂ｔ２
， （２９）

　 　 Ñ２ － ρ
μ

∂２

∂ｔ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ξ ３ ＝ ０． （３０）

从式（２５）、（２６）、（３０）可以看出，退化时间项后， ξ ｉ（ ｉ ＝ １，２，３） 具有调和函数或双调和函

数，为了有所区分，称之为类调和函数．
将式（２７） ～ （２９）代入式（５），可以整理出动力学通解：

　 　

ｕｘ ＝ －
∂ξ １

∂ｘ
＋ ｎ
ｋμ

∂ξ ２

∂ｘ
＋

∂ξ ３

∂ｙ
，

ｕｙ ＝ －
∂ξ １

∂ｙ
＋ ｎ
ｋμ

∂ξ ２

∂ｙ
－

∂ξ ３

∂ｘ
，

Ｖｘ ＝
∂
∂ｔ

∂ξ １

∂ｘ
－ ２（１ － ν）

１ － ２ν
Ñ２ ＋

ρ ｆ － ρ
μ

∂２

∂ｔ２
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

∂ξ ２

∂ｘ
－
ｋρ ｆ

ｎ
∂２

∂ｔ２
∂ξ ３

∂ｙ
，

Ｖｙ ＝
∂
∂ｔ

∂ξ １

∂ｙ
－ ２（１ － ν）

１ － ２ν
Ñ２ ＋

ρ ｆ － ρ
μ

∂２

∂ｔ２
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

∂ξ ２

∂ｙ
＋
ｋρ ｆ

ｎ
∂２

∂ｔ２
∂ξ ３

∂ｘ
，

ｐ ＝ ρ ｆ
∂２

∂ｔ２
－ ｎ

ｋ
∂
∂ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ξ １ ＋ ｎ

ｋ
２（１ － ν）
１ － ２ν

Ñ２ － ρ
μ

∂２

∂ｔ２
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ξ ２，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

（３１）

其中， ξ １，ξ ２ 和 ξ ３ 分别满足方程（２５）、（２６）和（３０）．把方程（３１）代入固体骨架的运动方程（２）、
流体的运动方程（３）、流体的连续性方程（４），方程皆成立，故方程（３１）为弹性动力学通解．

３　 稳态通解及完备性

将动力学通解（３１）中的时间项退化，可得其稳态通解：

９２０１二维各向同性多孔介质的弹性动力学通解



　 　

ｕｘ ＝ －
∂ξ １

∂ｘ
＋ ｎ
ｋμ

∂ξ ２

∂ｘ
＋

∂ξ ３

∂ｙ
，

ｕｙ ＝ －
∂ξ １

∂ｙ
＋ ｎ
ｋμ

∂ξ ２

∂ｙ
－

∂ξ ３

∂ｘ
，

Ｖｘ ＝ －
２（１ － ν）
１ － ２ν

Ñ２∂ξ ２

∂ｘ
，

Ｖｙ ＝ －
２（１ － ν）
１ － ２ν

Ñ２∂ξ ２

∂ｙ
，

ｐ ＝ ２（１ － ν）ｎ
（１ － ２ν）ｋ

Ñ２ξ ２，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

（３２）

其中

　 　 Ñ２ξ １ ＝ ０， Ñ２Ñ２ξ ２ ＝ ０， Ñ２ξ ３ ＝ ０． （３３）
由式（３）和（４）可知

　 　 Ñ２ｐ ＝ ０． （３４）
对任意 ｐ 总可以找到 ξ ２ 使

　 　 ｐ－ ＝ ２（１ － ν）ｎ
（１ － ２ν）ｋ

Ñ２ξ ２，

可获一组特解：

　 　

ｕ－ ｘ ＝
ｎ
ｋμ

∂ξ ２

∂ｘ
，

ｕ－ ｙ ＝
ｎ
ｋμ

∂ξ ２

∂ｙ
，

ｐ－ ＝ ２（１ － ν）ｎ
（１ － ２ν）ｋ

Ñ２ξ ２，

Ｖ
－

ｘ ＝ －
２（１ － ν）
１ － ２ν

Ñ２∂ξ ２

∂ｘ
，

Ｖ
－

ｙ ＝ －
２（１ － ν）
１ － ２ν

Ñ２∂ξ ２

∂ｙ
．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

（３５）

令

　 　
ｕ∗
ｘ ＝ ｕｘ － ｕ－ ｘ， ｕ∗

ｙ ＝ ｕｙ － ｕ－ ｙ，

Ｖ∗
ｘ ＝ Ｖｘ － Ｖ

－

ｘ， Ｖ∗
ｙ ＝ Ｖｙ － Ｖ

－

ｙ， ｐ∗ ＝ ｐ － ｐ－，{ （３６）

由式（３２）、（３３）可知

　 　 Ｖ∗
ｘ ＝ ０， Ｖ∗

ｙ ＝ ０， ｐ∗ ＝ ０．
把式（３６）代入式（２）中得

　 　
Ñ２ｕ∗

ｘ ＋ １
１ － ２ν

∂
∂ｘ

∂ｕ∗
ｘ

∂ｘ
＋

∂ｕ∗
ｙ

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０，

Ñ２ｕ∗
ｙ ＋ １

１ － ２ν
∂
∂ｙ

∂ｕ∗
ｘ

∂ｘ
＋

∂ｕ∗
ｙ

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（３７）

式（３７）为二维弹性位移方程，与第三方向无关，如将这两个方程中的第二项系数 １ ／ （１ －
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２ν） 替换为由横观各向同性材料常数表示的（Ｃ１２ ＋ Ｃ６６） ／ Ｃ６６， 在数学形式上与横观各向同性

材料在各向同性面内的平面应变问题的方程一致，故方程（３７）的解具有二维 Ｅｌｌｉｏｔｔ⁃Ｌｏｄｇｅ 通

解的形式：

　 　
ｕ∗
ｘ ＝ －

∂ξ １

∂ｘ
＋

∂ξ ３

∂ｙ
，

ｕ∗
ｙ ＝ －

∂ξ １

∂ｙ
－

∂ξ ３

∂ｘ
．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（３８）

Ｗａｎｇ 等［１４］证明了 Ｅｌｌｉｏｔｔ⁃Ｌｏｄｇｅ 通解的完备性，即对任意位移场 ｕ∗
ｘ 和 ｕ∗

ｙ 总可找到满足式

（３２）和（３３）的 ξ １ 和 ξ ３， 故二维各向同性稳态通解（３２）是完备的．

４　 结果与讨论

４．１　 讨论

本文给出了二维多孔介质的动力学通解（３１），利用本构关系

　 　

σ ｘｘ ＝
２μν

１ － ２ν
（ε ｘｘ ＋ ε ｙｙ） ＋ ２με ｘｘ － ｐ，

σ ｙｙ ＝
２μν

１ － ２ν
（ε ｘｘ ＋ ε ｙｙ） ＋ ２με ｙｙ － ｐ，

σ ｘｙ ＝ ２με ｘｙ，

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（３９）

可以得到利用类调和函数 ξ ｉ（ ｉ ＝ １，２，３） 表示的应力场：

　 　

σ ｘｘ ＝ ２μ
∂２ξ １

∂ｙ２
－ ρ

∂２ξ １

∂ｔ２
－ ２ｎ

ｋ
∂２ξ ２

∂ｙ２
＋ ｎρ
ｋμ

∂２ξ ２

∂ｔ２
＋ ２μ

∂２ξ ３

∂ｘ∂ｙ
，

σ ｙｙ ＝ ２μ
∂２ξ １

∂ｘ２
－ ρ

∂２ξ １

∂ｔ２
－ ２ｎ

ｋ
∂２ξ ２

∂ｘ２
＋ ｎρ
ｋμ

∂２ξ ２

∂ｔ２
－ ２μ

∂２ξ ３

∂ｘ∂ｙ
，

σ ｘｙ ＝ － ２μ
∂２ξ １

∂ｘ∂ｙ
＋ ２ｎ

ｋ
∂２ξ ２

∂ｘ∂ｙ
＋ μ

∂２ξ ３

∂ｙ２
－ μ

∂２ξ ３

∂ｘ２ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（４０）

将时间项退化后，可以得到

　 　

σ ｘｘ ＝ ２μ
∂２ξ １

∂ｙ２
－ ２ｎ

ｋ
∂２ξ ２

∂ｙ２
＋ ２μ

∂２ξ ３

∂ｘ∂ｙ
，

σ ｙｙ ＝ ２μ
∂２ξ １

∂ｘ２
－ ２ｎ

ｋ
∂２ξ ２

∂ｘ２
－ ２μ

∂２ξ ３

∂ｘ∂ｙ
，

σ ｘｙ ＝ － ２μ
∂２ξ １

∂ｘ∂ｙ
＋ ２ｎ

ｋ
∂２ξ ２

∂ｘ∂ｙ
＋ μ

∂２ξ ３

∂ｙ２
－ μ

∂２ξ ３

∂ｘ２ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（４１）

此时的各类调和函数退化为（双）调和函数，满足式（３３）．
令

　 　 Ｈ１ ＝ ∫ｙ
ｙ０（ｘ）

ξ ３（ｘ，ζ）ｄζ，

其中， ｙ０（ｘ） 是研究区域边界上一点，它是关于 ｘ 的函数［１５］ ．
可以知道

１３０１二维各向同性多孔介质的弹性动力学通解



　 　
∂Ｈ１

∂ｙ
＝ ξ ３ ． （４２）

根据式（３６）和式（３３）的第三个方程，可以推导出

　 　 Ñ２Ｈ１ ＝ ∫ｙ
ｙ０

∂２ξ ３（ｘ，ζ）
∂ｘ２ ｄζ ＋

∂ξ ３

∂ｙ
＋ Ａ１（ｘ） ＝

　 　 　 　 － ∫ｙ
ｙ０

∂２ξ ３（ｘ，ζ）
∂ｙ２ ｄζ ＋

∂ξ ３

∂ｙ
＋ Ａ１（ｘ） ＝

∂ξ ３

∂ｙ ｙ ＝ ｙ０（ｘ）

＋ Ａ１（ｘ） ＝ Ａ２（ｘ） ． （４３）

该方程与 ｙ 无关．令

　 　 Ｈ２（ｘ） ＝ ∫ｘ
ｘ０
∫ζ
ζ０
Ａ２（ζ）ｄζｄζ ． （４４）

根据式（３６）和（３７）可知 ξ ４（ｘ，ｙ） ＝ Ｈ１（ｘ，ｙ） － Ｈ２（ｘ） 满足

　 　
∂ξ ４

∂ｙ
＝ ξ ３， Ñ２ξ ４ ＝ ０． （４５）

则式（４１）可以改写为

　 　

σ ｘｘ ＝
∂２

∂ｙ２ ２μξ １ － ２ｎ
ｋ

ξ ２ ＋ ２μ
∂ξ ４

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

σ ｙｙ ＝
∂２

∂ｘ２ ２μξ １ － ２ｎ
ｋ

ξ ２ ＋ ２μ
∂ξ ４

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

σ ｘｙ ＝ －
∂２

∂ｘ∂ｙ ２μξ １ － ２ｎ
ｋ

ξ ２ ＋ ２μ
∂ξ ４

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（４６）

其中括号内为双调和函数，与平面应变问题的应力场一致．
４．２　 结论

本文给出了二维各向同性多孔介质的弹性动力学通解，该通解退化时间项后可以获得稳

态通解，可以证明该稳态通解具有完备性．这些通解的获得将大大降低求解二维多孔介质边值

问题的工作量和难度，可以为多孔介质在油气田开采、岩石加固、地下水迁移引起的地基沉降

变形、部分软骨组织在多场作用下的膨胀、聚合物胶体的溶胀等重要研究领域的应用提供必要

且有效的理论支持．
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