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摘要：　 考虑一类含有外激力和五次非线性恢复力的 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统，运用多尺度法求解得到该系统

的幅频响应方程，给出不同参数变化下的幅频特性曲线及变化规律，同时利用奇异性理论得到该

系统在 ３ 种情形下的转迁集及对应的拓扑结构．其次确定系统的不动点，运用 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数给出该

系统的异宿轨，在此基础上，利用 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ 方法得到该系统在 Ｓｍａｌｅ 马蹄意义下发生混沌的阈值．
而后通过数值仿真给出了系统随外激力、五次非线性项系数变化下的动态分岔与混沌行为，发现

存在周期运动、倍周期运动、拟周期运动及混沌等非线性现象．最后运用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数、相轨图和

Ｐｏｉｎｃａｒé 截面等非线性方法对理论的正确性进行验证．上述研究结论为进一步提升对 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统

非线性特性及其演化规律的认识提供了一定的理论参考．
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引　 　 言

起初，学者们在研究机械动力系统相关特性时，常采用线性模型来简化替代非线性系统，
但实际结果表明，线性化在分析计算中有时会导致较大的误差，甚至远远偏离实际，因此开始

关注机械系统中的非线性问题．Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统便是 Ｄｕｆｆｉｎｇ 于 １９１８ 年描述机械系统中弹簧硬化

效应而建立的一类典型动力系统， 随后， 许多学者开始研究 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统的解与相关非线性现

象．１９７９ 年到 １９８０ 年， Ｍｏｏｎ 和 Ｈｏｌｍｅｓ 为了探索两个永磁铁置于不同场中， 其中一个支架受

迫振动的情形， 研究了形如 ｘ ＋ δｘ － ｘ ＋ ｘ３ ＝ ｆｃｏｓ（ωｔ） 的 Ｄｕｆｆｉｎｇ 方程［１⁃２］ ．１９８１ 年，Ｈｏｌｍｅｓ 等又

研究了该方程中线性项为负的情形［３］，而后 Ｌａｚｅｒ 等给出了形如 ｘ ＋ δｘ ＋ ｇ（ ｔ，ｘ） ＝ ０ 的周期

解［４］ ．在此基础上，研究人员证明了一类 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统解的存在性与唯一性［５］，给出了一类广义

Ｄｕｆｆｉｎｇ 振子随机振动的近似解［６］ ．在此期间，学者发现 Ｄｕｆｆｉｎｇ 方程在振动幅频问题中存在诸

如参数共振、超亚谐波共振、组合共振、跳跃等丰富的非线性现象［７⁃８］ ．而自 Ｌｏｒｅｎｚ［９］ 在研究天

气预报的准确性中发现了非线性系统的混沌现象后，非线性研究进入了一个新领域．文献［１０］
表明 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统可由对称破缺变化到倍周期分岔，随后经跳跃进入混沌；Ｓｔａｇｌｉａｎｏ 等［１１］ 观察

到随着一定参数变化时，两自由度 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统会出现倍周期分岔；Ｈｕａｎｇ 等［１２］ 给出了周期或

拟周期情形下系统出现混沌的存在准则；文献［１３⁃１５］也从不同角度研究了含有 Ｄｕｆｆｉｎｇ 振子

２２１１

　 应用数学和力学，第 ４０ 卷 第 １０ 期
　 ２０１９ 年 １０ 月 １ 日出版

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ　
　 　 Ｖｏｌ．４０，Ｎｏ．１０，Ｏｃｔ．１，２０１９

∗ 收稿日期：　 ２０１８⁃０９⁃０４； 修订日期：　 ２０１８⁃１１⁃２８
基金项目：　 ２０１８ 年度江西省教育厅科学技术研究资助项目（ＧＪＪ１８１０６１）
作者简介：　 彭荣荣（１９８７—），男，讲师，硕士（Ｅ⁃ｍａｉｌ： １５２９４４７６１７８＠ １６３．ｃｏｍ）．



的非线性动力系统的分岔与混沌特性．目前 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统的非线性特性已被广泛应用于机械、
水利［１６］、结构材料［１７］、通信［１８］等工程学科及力学、电子学、噪声［１９］等理论学科中，解决了很多

实际问题，且伴随着科技、数值模拟及图形处理的进步，Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统的研究正从简单到复杂、
低维向高维发展．

虽然到目前为止，学者们对 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统的研究已取得很大的成果，但对含有更高次项非

线性 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统研究还较少．本文考虑一类含有外激力项和五次非线性恢复力的 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系

统，运用多尺度法求解该系统的响应方程，给出了不同参数对系统幅频的影响，同时通过奇异

性理论分析该系统的静态分岔特性，其次利用 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ 方法获得系统进入混沌的必要条件．最
后通过数值仿真分析了系统在不同参数下的动态分岔与混沌特性，且利用相关非线性方法验

证了理论的正确性．

１　 系统响应求解及共振特性分析

本文考虑一类含有外激力和五次非线性恢复力的 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统：
　 　 ｘ ＋ ｃｘ ＋ ω２

０ｘ ＋ αｘ３ ＋ βｘ５ ＝ Ｆｃｏｓ（ωｔ）， （１）
其中， ｃ为阻尼系数， ω０ 为系统的固有频率， ω为受迫激励频率，且有 ω ＝ ω０ ＋ εσ，ε为小量， σ
为调谐参数， Ｆｃｏｓ（ωｔ） 为受迫系统的周期性激励， Ｆ为外激力， α，β分别为三次和五次非线性

项系数，且均为实数．
采用在诸多领域中广泛应用的多尺度法求解系统响应，引入不同尺度的时间函数 Ｔ０ ＝ ｔ和

Ｔ１ ＝ εｔ， 讨论一次近似解，令
　 　 ｘ ＝ ｘ０（Ｔ０，Ｔ１） ＋ εｘ１（Ｔ０，Ｔ１） ． （２）
将式（２）代入式（１），展开后令小量 ε 的同次幂系数相等，得到

　 　 Ｄ２
０ｘ０ ＋ ω２

０ｘ０ ＝ ０， （３）
　 　 Ｄ２

０ｘ１ ＋ ω２
０ｘ１ ＝ － ２Ｄ０Ｄ１ｘ０ － ｃＤ０ｘ０ － αｘ３

０ － βｘ５
０ ＋ Ｆｃｏｓ（ω（Ｔ０ ＋ σＴ１））， （４）

其中 Ｄｎ ＝ ∂ ／ ∂Ｔｎ（此处取 ｎ ＝ ０，１） ．将方程（２）的解设为复数形式：

　 　 ｘ０ ＝ Ａ（Ｔ１）ｅｉω０Ｔ０ ＋ Ａ
－
（Ｔ１）ｅ

－ ｉω０Ｔ０ ． （５）
将式（５）代入一次近似方程（４）的右边，可得

　 　 Ｄ２
０ｘ１ ＋ ω２

０ｘ１ ＝ （ － ２ｉω０Ｄ１Ａ － ｉｃω０Ａ － ３αＡ２Ａ
－
－ １０βＡ３Ａ

－ ２）ｅｉω０Ｔ０ －

　 　 　 　 βＡ５ｅ５ｉω０Ｔ０ － （αＡ３ ＋ ５βＡ４Ａ
－
）ｅ３ｉω０Ｔ０ ＋ ｃｃ， （６）

其中， ｃｃ 为右边各项的共轭复数．为避免出现久期项，要求

　 　 － ２ｉω０Ｄ１Ａ － ｉｃω０Ａ － ３αＡ２Ａ
－
－ １０βＡ３Ａ

－ ２ ＋ ＦｅｉσＴ１

２
＝ ０． （７）

将复函数 Ａ 写为指数形式 Ａ（ ｔ） ＝ （１ ／ ２）ａ（ ｔ）ｅｉθ（ ｔ），ａ（ ｔ） 和 θ（ ｔ） 皆为实函数，将其代入式

（７）并将实部与虚部分离，得到 ａ 和 θ 的一阶常微分方程组：

　 　
ａ ＝ － １

２
ｃａ ＋ Ｆ

２ω０
ｓｉｎ γ，

ａγａ ＝ σａ － ３
８

α
ω０

ａ３ － ５
１６

β
ω０

ａ５ ＋ Ｆ
２ω０

ｃｏｓ γ，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（８）

其中， γ ＝ σＴ１ － θ ．令 ａ ＝ γａ ＝ ０， 可得五次非线性恢复力 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统的幅频响应方程为

　 　 ｃ２ ＋ － ２σ ＋ ３αａ２

４ω０

＋ ５
８ω０

βａ４æ

è
ç

ö

ø
÷

２
é

ë
êê

ù

û
úú ａ

２ ＝ Ｆ２

ω２
０

． （９）
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取一组基本参数： ｃ ＝ １．８０，α ＝ ０．２０，β ＝ ０．６５，Ｆ ＝ ０．２２，ω０ ＝ １．００， 通过仿真得到系统不同

参数变化下的幅频曲线，见图 １～４．
图 １ 是阻尼系数 ｃ 对系统幅频曲线的影响，系统的骨架基本为直线，随着阻尼系数的增

大，系统的受迫振幅随之减小，说明线性项系数对系统的共振影响较小．
图 ２ 是三次非线性项系数 α对系统幅频曲线的影响，可看出随着 α的变化，系统的幅频特

性曲线并非单值，比如在σ∈（０．４，０．８） 区域内，同一σ 对应于振幅的 ３ 个不同值，系统将发生

跳跃现象，且随着其增大，振幅及共振区域随着变大．

图 １　 线性阻尼系数 ｃ 对系统的影响 图 ２　 三次非线性项系数 α 对系统的影响

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ ｌｉｎｅａｒ ｄａｍｐｉｎｇ Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ ｃｕｂｉｃ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ
ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｃ ｏｎ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ α ｏｎ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ

图 ３　 五次非线性项系数 β 对系统的影响 图 ４　 外激力 Ｆ 对系统的影响

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ ｑｕｉｎｔｉｃ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ
β ｏｎ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ Ｆ ｏｎ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ

图 ３ 为随五次非线性项系数 β 变化的系统幅频曲线图．由图可知， β 的变化对系统的振幅

无影响，但也发生了非线性系统特有的现象之一，即跳跃现象．具体为：当 σ 开始缓慢增大时，
受迫振幅从Ⅰ处沿幅频曲线连续变化至Ⅲ处，再增大 σ， 则振幅从Ⅲ处突降至Ⅴ处；若调谐参

数 σ 逐渐减小时，振幅从Ⅴ处开始沿曲线的下半分支变化至Ⅳ处，再减小 σ， 振幅将从Ⅳ处突

跃至Ⅱ处，然后沿曲线的上半分支从Ⅱ处向Ⅰ处移动，因此受迫振幅在Ⅲ～Ⅳ段的振动是不稳

定的．这说明五次非线性项系数 β 对整个系统具有很大的影响．在各种实际系统中，应当尽量

使 β 的取值合适，从而保证系统的平稳运行或工作．
从图 ４ 中可以看出，随着外激力 Ｆ 的增大，振幅随之增大，且曲线骨架朝调谐参数增大的

方向弯曲，系统的振动区域随之增大．且从数值上可看出，当 Ｆ 从 ０．２０ 变化至 ０．２３ 时，系统的
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振幅从 ０．４２ 剧烈地增加到 １．４８，说明外激力 Ｆ 是造成系统发生剧烈共振的主要原因之一．

２　 静态分岔特性分析

运用奇异性理论来分析该非线性系统的静态分岔特性．将式（９）进行转换，得到系统的静

态分岔方程：
　 　 ｌ５ａ１０ ＋ ｌ４ａ８ ＋ ｌ３ａ６ ＋ ｌ２ａ４ ＋ ｌ１ａ２ ＋ ｌ０ ＝ ０， （１０）

式中

　 　 ｌ５ ＝ ２５
６４

β２， ｌ４ ＝ １５
１６

αβ， ｌ３ ＝ ９
１６

α － ５
２

ω０σβ， ｌ２ ＝ － ３ω０σα，

　 　 ｌ１ ＝ ω２
０（ｃ２ ＋ ４σ２）， ｌ０ ＝ － Ｆ２ ．

令 ｂ ＝ ａ２， 则式（１０）可化为

　 　 ｌ５ｂ５ ＋ ｌ４ｂ４ ＋ ｌ３ｂ３ ＋ ｌ２ｂ２ ＋ ｌ１ｂ ＋ ｌ０ ＝ ０． （１１）
对式（１１）进行线性变换 ｂ ＝ μ － ｌ４ ／ （５ｌ５），且令 κｉ ＝ ｌｉ ／ ｌ５（ ｉ ＝ ０，１，…，４）， 则式（１１）可转换

为余维 ３ 的分岔静态方程：
　 　 μ５ ＋ λ ＋ δ１μ ＋ δ２μ２ ＋ δ３μ３ ＝ ０， （１２）

其中

　 　 δ３ ＝ － ２
５

κ２
４ ＋ κ３， δ２ ＝ － ２

２５
κ３

４ － ３
５

κ４κ３ ＋ κ２，

　 　 δ１ ＝ － ３
１２５

κ４
４ ＋ ３

２５
κ２

４κ３ ＋ ２
５

κ４κ２ ＋ κ１，

　 　 λ ＝ ４
３ １２５

κ５
４ － １

１２５
κ３

４κ３ ＋ １
２５

κ２
４κ２ － １

５
κ４κ１ ＋ κ０ ．

式（１２）是 ＧＳ 范式 μ５ ＋ λ的普适开折，是余维 ３ 的五次滞后点， δ３，δ２，δ１ 是开折参数， λ是

分岔参数．由于难以在三维空间中直观表示该系统的转迁集，因此下面分 ３ 种情形讨论其在不

同参数空间内二维投影平面上的静态分岔特性．

图 ５　 δ３ ＝ ０ 时的转迁集

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ ｓｅｔ ｆｏｒ δ３ ＝ ０

① δ３ ＝ ０
当 δ３ ＝ ０ 时，可得系统分岔点集 Ｂ ＝ ⌀（⌀ 为空

集），滞后点集

　 　 Ｈ ＝ δ１ ＝ ３
２

δ２

δ２

１０
æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ３

{ } ，

双极限点集 Ｄ ＝ ⌀， 则系统转迁集 Σ ＝ Ｂ ∪ Ｈ ∪ Ｄ ．其
结果如图 ５、６ 所示．

② δ２ ＝ ０
当 δ２ ＝ ０ 时，可得系统分岔点集 Ｂ ＝ ⌀， 滞后点集

　 　 Ｈ ＝ δ１ ＝ ９
２０

δ２
３{ } ，

双极限点集 Ｄ ＝ ⌀， 则系统转迁集 Σ ＝ Ｂ ∪ Ｈ ∪ Ｄ ．其结果如图 ７、８ 所示．
③ δ１ ＝ ０
当 δ１ ＝ ０ 时，可得系统分岔点集： Ｂ ＝ ⌀； 滞后点集
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图 ６　 分岔曲线拓扑结构

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｔｏｐｏｌｏｇｉｃａｌ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｏｆ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ

图 ７　 δ２ ＝ ０ 时的转迁集

Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ ｓｅｔ ｆｏｒ δ２ ＝ ０

　 　 Ｈ ＝ δ２
２ ＝ － １

５
δ３
３{ } ，

双极限点集 Ｄ ＝⌀，则系统转迁集 Σ ＝ Ｂ∪Ｈ∪Ｄ ．其
结果如图 ９、１０ 所示．

从图 ５、７、９ 可以看出，转迁集将开折参数空间分

成若干个子区域，在每个子区间分岔拓扑曲线形态

各异，分岔特性丰富．以 δ３ ＝ ０时的转迁集（图５） 及其

分岔拓扑结构（图 ６） 为例，可看出，转迁集将 δ１⁃δ２ 组

成的开折空间分成 ４ 个子区域，在每个子区域中，分
岔形态相似，即退化是持久的，在不同区域，分岔形

态完全不相同，即退化是不持久的．

图 ８　 分岔曲线拓扑结构

Ｆｉｇ． ８　 Ｔｈｅ ｔｏｐｏｌｏｇｉｃａｌ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｏｆ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ
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在图 ６ 的Ⅰ区中，系统不存在跳跃现象，在Ⅲ、Ⅳ区中，一个分岔参数 λ 对应多个 μ， 即受

到非线性参数扰动后出现的分岔性将会变多，从而发生跳跃现象．因此可以改变开折参数，即
通过改变相关的非线性参数来改变系统的的动力学行为．

图 ９　 δ１ ＝ ０ 时的转迁集

Ｆｉｇ． ９　 Ｔｈｅ ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ ｓｅｔ ｆｏｒ δ１ ＝ ０

图 １０　 分岔曲线拓扑结构

Ｆｉｇ． １０　 Ｔｈｅ ｔｏｐｏｌｏｇｉｃａｌ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｏｆ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ

３　 系统动态分岔与混沌运动分析

３．１　 系统不动点分析及异宿轨道求解

令 ｘ ＝ ｙ， 则式（１）可写为

　 　
ｘ ＝ ｙ，
ｙ ＝ － ω２

０ｘ － αｘ３ － βｘ５ － ｃｙ ＋ Ｆｃｏｓ（ωｔ） ．{ （１３）

非线性项前冠以小参数 ξ， 则上式可化为

　 　
ｘ ＝ ｙ，
ｙ ＝ － ω２

０ｘ － αｘ３ － βｘ５ ＋ ξ（Ｆｃｏｓ（ωｔ） － ｃｙ） ．{ （１４）

当小参数 ξ ＝ ０， 未扰系统的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 量为
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　 　 Ｈ（ｘ，ｙ） ＝ １
２

ｙ２ ＋ １
２

ω２
０ｘ２ ＋ １

４
αｘ４ ＋ １

６
βｘ６ ＝ ｈ， （１５）

其中 ｈ 为常数．
系统（１３）的不动点 （ｘ，０） 必须满足

　 　 － ω２
０ｘ － αｘ３ － βｘ５ ＝ ０． （１６）

本文主要考虑 α ＜ ０，β ＞ ０ 的非线性恢复力情形，由式（１６）的根分析系统不动点的稳定

性，可知当 Δ ＝ α２ － ４αω２
０ ＞ ０ 时，系统（１３）有 ５ 个不动点，其中（０，０）， － α２ － Ｎ

２β
，０

æ

è
ç

ö

ø
÷ 和

－ － α２ － Ｎ
２β

，０
æ

è
ç

ö

ø
÷ 是 中 心 点， － α２ ＋ Ｎ

２β
，０

æ

è
ç

ö

ø
÷ 和 － － α２ ＋ Ｎ

２β
，０

æ

è
ç

ö

ø
÷ 是 鞍 点 （Ｎ ＝

α２ － ４βω２
０ ） ．故未扰系统有两条异宿轨，其相平面如图 １１ 所示．

图 １１　 系统（１３）的相平面

Ｆｉｇ． １１　 Ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｐｌａｎｅ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ （１３）

通过积分可得到连接两个鞍点的两条异宿轨为

　 　 ｘ０
± （ ｔ） ＝ ２Ｇｓｉｎｈ（Ｔｔ ／ ２）

－ υ ＋ ｃｏｓｈ（Ｔｔ）
， ｙ０

± （ ｔ） ＝ ＴＧ ２ （１ － υ）ｃｏｓｈ（Ｔｔ ／ ２）
２（ － υ ＋ ｃｏｓｈ（Ｔｔ） ３ ／ ２）

， （１７）

其中

　 　 Ｇ ＝ － α － Ｎ
２β

， Ｔ ＝ Ｇ２ ２β（Ｍ２ － １） ， Ｍ２ ＝ α － Ｎ
α ＋ Ｎ

， υ ＝ ５ － ３Ｍ２

３Ｍ２ － １
．

３．２　 混沌阈值求解及预测

式（１７）对应的 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ 函数为

　 Ｍ ± （ ｔ０） ＝ ∫＋∞

－∞
ｆ（ｑ０

±） ∧ ｇ（ｑ０
± （ ｔ），ｔ ＋ ｔ０）， （１８）

其中，∧为合取符号，且

　 　 ｑ０
± （ ｔ） ＝

ｘ０
±

ｙ０
±

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ， ｆ（ｑ０
± （ ｔ）） ＝

０
－ ω ２

０ｘ０
± － α［ｘ０

± （ ｔ）］ ３ － β［ｘ０
± （ ｔ）］ ５

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ，

　 　 ｇ（ｑ０
± （ ｔ），ｔ ＋ ｔ０） ＝

０
－ ｃｙ０

± （ ｔ） ＋ Ｆｃｏｓ（ω（ ｔ ＋ ｔ０））
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ．

因此，有
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　 　 Ｍ ± （ ｔ０） ＝ － ｃＩ１ ＋ ＦＩ２ｃｏｓ（ωｔ０）， （１９）
其中

　 　 Ｉ１ ＝ Ｇ２Ｔ
２（１ ＋ υ）

（υ ＋ ２） ＋ ａｒｃｓｉｎ υ ＋ π ／ ２
１ － υ

（１ ＋ ２υ）æ

è
ç

ö

ø
÷ ， Ｉ２ ＝ ２Ｇπω

Ｔｓｉｎｈ（πω ／ Ｔ）
．

由 Ｍ ± （ ｔ０） ＝ ０ 得

　 　 ｃｏｓ（ωｔ０） ＝ ±
ｃＩ１
ＦＩ２

． （２０）

要使这个方程有解，必须有 ｃＩ１ ／ （ＦＩ２） ＜ １， 在此条件下，记方程（２０）的解为 ｔ ±０ ， 即有 Ｍ ±

（ ｔ ±０ ） ＝ ０， 又因为

　 　 Ｍ′±（ ｔ ±０ ） ＝∓ ωＦＩ２ｓｉｎ（ωｔ ±０ ） ≠ ０， （２１）
所以 ｔ ±０ 是简单零点，故当 Ｆ ／ ｃ ＞ Ｉ２ ／ Ｉ１ 时，系统具有 Ｓｍａｌｅ 马蹄意义下的混沌．

４　 系统动态分岔与混沌特性仿真分析

动态分岔及混沌是非线性系统特有的一种运动形式，通过数值仿真分析该系统的混沌特

性，本文取一组基本参数： ｃ ＝ １．８０，α ＝ － ０．２０，β ＝ ０．６５，Ｆ ＝ ０．２２，ω ０ ＝ ω ＝ １．０，初始值取（０．２０，
－０．０１）．

图 １２　 系统随五次非线性项系数 β 图 １３　 系统随五次非线性项系数 β
变化的动态分岔图 变化的最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数

Ｆｉｇ． １２　 Ｔｈｅ ｄｙｎａｍｉｃ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ ｗｉｔｈ ｑｕｉｎｔｉｃ Ｆｉｇ． １３　 Ｔｈｅ ｍａｘｉｍｕｍ Ｌｙａｐｕｎｏｖ ｅｘｐｏｎｅｎｔ ｃｈａｎｇｉｎｇ ｗｉｔｈ
ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ β ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｑｕｉｎｔｉｃ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ β ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ

（ａ） β ＝ ０．４５ （ｂ） β ＝ ０．８８
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（ｃ） β ＝ １．０５ （ｄ） β ＝ １．２２
图 １４　 系统随五次非线性项系数 β 变化的相轨图

Ｆｉｇ． １４　 Ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍ ｃｈａｎｇｉｎｇ ｗｉｔｈ ｑｕｉｎｔｉｃ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ β ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ

（ａ） β ＝ ０．４５ （ｂ） β ＝ ０．８８

（ｃ） β ＝ １．０５ （ｄ） β ＝ １．２２
图 １５　 系统随五次非线性项系数 β 变化的 Ｐｏｉｎｃａｒé 截面

Ｆｉｇ． １５　 Ｔｈｅ Ｐｏｉｎｃａｒé ｓｅｃｔｉｏｎｓ ｃｈａｎｇｉｎｇ ｗｉｔｈ ｑｕｉｎｔｉｃ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ β ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ

４．１　 五次非线性项 β 变化时系统的分岔特性分析

图 １２ 是该 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统随五次非线性项系数 β 变化的动态分岔图，图 １３ 是其对应的最大

Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数，图 １４ 为其相应的相轨图，图 １５ 为其对应的 Ｐｏｉｎｃａｒé 截面．
４．２　 外激力 Ｆ 变化时系统的分岔特性分析

由动态分岔（图 １６）及最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数曲线（图 １７）可看出，随着 Ｆ的变化，系统通向混

沌的路径：周期 ５ 运动→阵发性混沌→混沌运动→退化为阵发性混沌→退化为周期 ２ 运动．
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图 １６　 系统随外激力 Ｆ 变化的 图 １７　 系统随外激力 Ｆ 变化的

动态分岔图 最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数

Ｆｉｇ． １６　 Ｔｈｅ ｄｙｎａｍｉｃ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ ｗｉｔｈ Ｆｉｇ． １７　 Ｔｈｅ ｍａｘｉｍｕｍ Ｌｙａｐｕｎｏｖ ｅｘｐｏｎｅｎｔ ｃｈａｎｇｉｎｇ
ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ Ｆ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ Ｆ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ

（ａ） Ｆ ＝ ０．２１ （ｂ） Ｆ ＝ ０．２５

（ｃ） Ｆ ＝ ０．２８ （ｄ） Ｆ ＝ ０．４０
图 １８　 系统随外激力 Ｆ 变化的相轨图

Ｆｉｇ． １８　 Ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍ ｃｈａｎｇｉｎｇ ｗｉｔｈ ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ Ｆ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ

图 １８ 为系统随 Ｆ 变化的相轨图．当 Ｆ ＝ ０．２１ 时，系统为周期 ５ 运动，见图 １８（ａ）中的局部

放大图，为 ５ 条闭合的曲线，对应的 Ｐｏｉｎｃａｒé 截面为 ５ 个点（图 １９（ａ））；当 Ｆ ＝ ０．２５ 时，系统进

入周期 １０ 的运动，其相轨迹是一条自相交的十轨道封闭曲线（图 １８（ｂ）），对应的 Ｐｏｉｎｃａｒé 截

面为图 １９（ｂ）；随后系统由阵发性混沌进入混沌运动，此时系统所对应的相轨迹是图 １８（ｃ），
是一组不封闭的曲线，说明此时系统不具有周期性，对应的 Ｐｏｉｎｃａｒé 截面是图 １９（ｃ）；随后在
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Ｆ ＝ ０．４０ 时，系统退化为周期 ２ 运动（图 １９（ｄ））．

（ａ） Ｆ ＝ ０．２１ （ｂ） Ｆ ＝ ０．２５

（ｃ） Ｆ ＝ ０．２８ （ｄ） Ｆ ＝ ０．４０
图 １９　 系统随外激力 Ｆ 变化的 Ｐｏｉｎｃａｒé 截面

Ｆｉｇ． １９　 Ｔｈｅ Ｐｏｉｎｃａｒé ｓｅｃｔｉｏｎｓ ｃｈａｎｇｉｎｇ ｗｉｔｈ ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ Ｆ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ

５　 结　 　 论

考虑一类含有外激力和五次非线性恢复力的 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统，运用多尺度法求解得到该系统

的幅频响应方程，给出阻尼系数 ｃ、三次非线性项系数 α、五次非线性项系数 β 和外激力 Ｆ 变化

时的幅频特性曲线，同时运用奇异性理论分析该系统的静态分岔特性，并讨论了 ３ 种情形下的

转迁集与对应拓扑曲线结构．其次运用 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数得到该系统的异宿轨道，且利用 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ
方法获得该系统进入混沌的必要条件，最后运用数值仿真，得到了系统随五次非线性项系数和

外激力变化下的分岔与混沌，发现这两个参数可以使系统进入混沌．本文的研究为进一步探讨

具有高次非线性项的 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统提供了一定的理论参考，对于解决工程实际问题也具有一定

的现实意义．
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