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摘要：　 研究了约束 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的 Ｌｉｅ 对称性，得到了场论系统的守恒量．首先给出约束 Ｈａｍｉｌｔｏｎ
系统的正则运动方程和固有约束方程；其次构建了约束 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的 Ｌｉｅ 对称性确定方程和结

构方程；然后给出了约束 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的 Ｌｉｅ 守恒定理和守恒量；最后研究了复标量场与 Ｃｈｅｒｎ⁃Ｓｉ⁃
ｍｏｎｓ 项耦合系统的 Ｌｉｅ 对称性和另外一个例子以说明此方法在场论中的应用．
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引　 　 言

自然界中的四种基本相互作用（ＱＥＤ、ＱＦＤ、ＱＣＤ、ＧＲ）都是由位形空间中奇异 Ｌａｇｒａｎｇｅ 量

描述的，然而过渡到相形空间描述时，可归结为约束 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统［１⁃３］，也就是说正则变量之

间存在着约束关系．因此，在对系统进行正则量子化的过程中，如何处理这些约束就相当重要，
现已成为人们关注的焦点．并且，对于约束 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统对称性的研究具有广泛的应用，一个

重要的应用领域是量子场论（ｑｕａｎｔｕｍ ｆｉｅｌｄ ｔｈｅｏｒｙ，ＱＦＴ） ［４⁃７］，量子场论是量子力学和经典场论

相结合的物理理论，已被广泛应用于粒子物理学和凝聚态物理学中．量子场论的实效理论应用

也与 ２０１３ 年诺贝尔物理学奖“Ｈｉｇｇｓ 粒子场”的微观量子粒子有着密切的关联．可见，约束

Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统在现代物理学中，特别是量子场论中占有十分重要的地位．
一个动力学系统可以用位形空间的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 体制和相空间的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体制两种形式描

述．而且，Ｈａｍｉｌｔｏｎ 力学是经典物理到近代物理的桥梁，它在近代物理和量子理论中有更重要

的作用．一般物理运动体系都会受到约束条件的限制，而约束可分为两类，一类是外界施加的

约束；另一类是系统的固有约束．前者是由正规 Ｌａｇｒａｎｇｅ 量描述的系统，并且受到外界的干扰

力以限制系统位置的完整约束和限制系统速度的非完整约束；后者是由奇异 Ｌａｇｒａｎｇｅ 量描述

的系统，在转换到相空间描述时，正则变量之间存在着关系，称为固有约束，也就是说在位形空

间中变量间不存在着约束，但采用相空间描述时，正则变量间却存在着约束关系，例如旋转场
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Ｌａｇｒａｎｇｅ 量描述的物理系统．一般来说，由 Ｌａｇｒａｎｇｅ 量描述的物理系统过渡到相空间描述，当
相应的 Ｈｅｓｓｅ 矩阵为退化时，其 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数称为奇异 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数，具有奇异 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数

的系统称为奇异系统．当奇异系统由 Ｌａｇｒａｎｇｅ 描述过渡到 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 描述时，需要引入广义动量

ｐ，并进一步将广义速度表示为广义坐标 ｑ 和广义动量 ｐ 的函数，由于 Ｈｅｓｓｅ 矩阵的行列式为

零，我们就不能用 ｑ，ｐ 来表示所有的广义动量，因此，在研究系统的对称性时就十分困难．
我们知道，寻求力学系统守恒量的方法主要有 Ｎｏｅｔｈｅｒ 对称性理论［８⁃２３］、Ｌｉｅ 对称性理

论［２４⁃３０］和 Ｍｅｉ 对称性理论［３１⁃３６］，这些方法在国内外已经取得了相当可观的发展［３７⁃４４］ ．近年来，
李子平等［４５⁃４８］研究了约束 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ 对称性，并且将这种方法应用在场论中，给
出了电磁场、非 Ａｂｅｌ 规范场、声子场、电子场和电磁场的相互作用、非 Ａｂｅｌ 场与荷电 Ｂｏｓｅ 场耦

合等的 Ｎｏｅｔｈｅｒ 守恒量．Ｚｈａｎｇ 和 Ｔａｎｇ 等［４９⁃５１］研究了场论中导心系统的正则化．然而约束 Ｈａｍ⁃
ｉｌｔｏｎ 系统的 Ｌｉｅ 对称性还没有被研究过，以及场论系统的 Ｌｉｅ 确定方程、限制方程、附加限制方

程、结构方程都没有给出．Ｌｉｅ 对称性是一个系统的内在性质，为找到 Ｌｉｅ 对称性，需要解复杂

的确定方程，再建立结构方程并求规范函数，最后导出相应的守恒量．
本文基于 Ｌｉｅ 对称性思想研究约束 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的对称性及守恒定理，根据限制方程和

附加限制方程给出了场论的强 Ｌｉｅ 对称性和弱 Ｌｉｅ 对称性，给出了相应的强 Ｌｉｅ 守恒量和弱

Ｌｉｅ 守恒量．本文可简单归结如下：第 １ 节讨论了约束 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的内在约束以及其正则方

程；第 ２ 节给出了场论系统的无限小变换和 Ｌｉｅ 对称性理论；第 ３ 节构造了场论系统的结构方

程和守恒定理；第 ４ 节给出了两个例子，证明其在场论中的应用；第 ５ 节对文章做了总结以及

基于这种方法对未来工作的计划．

１　 约束 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的固有约束及其正则 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 方程

１．１　 约束 Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统的固有约束

考虑有限维自由度的系统，场系统的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 量密度（不显含时间）为
　 　 Ｌ ＝ （φα，φα），　 　 α ＝ １，２，…，ｎ ．

场系统的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 量为

　 　 Ｌ［φα，φα］ ＝ ∫
Ｖ
Ｌ（φα（ｘ），φα（ｘ））ｄ３ｘ ．

由 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 变换引入正则动量

　 　 π ａ ＝ δＬ
δφ ａ

＝ ∂Ｌ
∂φ ａ， （１）

引入 Ｈｅｓｓｅ 矩阵

　 　 Ｈαβ（φ，φ） ＝ ∂２Ｌ
∂φα∂φα，　 　 α，β ＝ １，２，…，ｎ ． （２）

系统的 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程可表示为

　 　 Ｈαβ（φ，φ）φ β ＝ ∂Ｌ
∂φα

－ ∂２Ｌ
∂φα∂φ β φ

β ＝ ａα（φ，φ），　 　 α ＝ １，２，…，ｎ ． （３）

显然，当
　 　 ｜ Ｈαβ（φ，φ） ｜ ≠ ０ （４）

时，从式（３）可以得到关于 φ 的所有解．此时，系统 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数的 Ｈｅｓｓｅ 矩阵为非退化的，相
应的系统称为常规系统．
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本文仅考虑系统 Ｈｅｓｓｅ 矩阵退化的情况，即
　 　 ｜ Ｈαβ（φ，φ） ｜ ＝ ０， （５）

当系统转化到相空间 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 描述时，广义动量坐标的定义为

　 　 πα ＝ ∂Ｌ
∂φα，　 　 α ＝ １，２，…，ｎ ． （６）

当系统的 Ｈｅｓｓｅ 矩阵非退化时，通过式（３）和（６）可以得到所有的 φα，其中 φα 是作为 φ和π 的

函数．反之，当 Ｈｅｓｓｅ 矩阵退化的时候就不能解出所有的 φα ．因此就必须考虑系统的内在约束．
系统的 Ｈｅｓｓｅ 矩阵行列式为 ０，设奇异系统 Ｈｅｓｓｅ 矩阵的秩为 Ｒ（Ｒ ＜ ｎ），则从式（３） 可以计算

出系统的正则变量 φ 和 φ 之间存在着 ｎ － Ｒ 个关系式：
　 　 ξ ｉ

α（φ，φ） ＝ ０，　 　 α ＝ １，２，…，ｎ － Ｒ ． （７）
我们称这些关系式为系统的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 约束，即固有约束．为了避免这些约束会产生进一步的自

洽性情况，把约束分为以下两类：

　 　
Ａ： Ａα（φ） ＝ ０，
Ｂ： Ｂλ（φ，φ） ＝ ０ ．{ （８）

１．２　 约束 Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统的正则方程

假设 Ｈｅｓｓｅ 矩阵的秩为 Ｒ（Ｒ ＜ ｎ），则可以得到Ｒ个φα 作为函数πａ，φα 和剩余的φ ρ 的函数：
　 　 φσ ＝ ｆσ（φ，π ａ，φ ρ）， （９）

其中 σ ＝ １，２，…，ｎ；ρ ＝ Ｒ ＋ １，…，ｎ；ａ ＝ １，２，…，Ｒ ．然后把式（５）代入式（７）中可以得到

　 　 π ｉ ＝ ｇｉ（φ，π ａ，φ ρ） ． （１０）
当 ｉ ＝ １，２，…，Ｒ 时，方程（１０） 是一个恒等式，当 ｉ ＝ ρ 时，剩余的 ｎ － Ｒ 个 ｇρ 将不再依赖于 φ ρ ．
因此，可以得到 ｎ － Ｒ 个广义坐标和正则动量之间的关系式：

　 　 ϕ０
α（φ，π） ＝ πα － φα（φ，πα），　 　 α ＝ １，２，…，ｎ － Ｒ ． （１１）

系统的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 量为

　 　 Ｈ ＝ παφα － Ｌ， （１２）
再引入 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子 λ α（ ｔ）， 通过式（１１）、（１２）可以得到系统的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 正则方程：

　 　 φα ＝ ∂Ｈ
∂πα

＋ λ α ∂ϕ０
β

∂πα
， （１３）

　 　 πα ＝ － ∂Ｈ
∂φα

－ λ α ∂ϕ０
β

∂φα， （１４）

其中 ϕ０
α（φ，π） ＝ ０；α ＝ １，２，…，ｎ； β ＝ １，２，…，ｎ － Ｒ ．称方程（１３）、（１４）为相应约束 Ｈａｍｉｌｔｏｎ

系统的自由系统的正则运动方程．
考虑仅含有第二类约束的奇异系统，即假设约束（１１）包含第二类初级约束和次级约束，有
　 　 ｄｅｔ {ϕ０

ｉ ，ϕ０
ｊ } ϕ ＝ ０ ≠ ０，　 　 ｉ ≠ ｊ； ｉ， ｊ ＝ １，２，…，ｎ － ｒ ．

那么式（１３）、（１４）中所有 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子 λ ｊ 可由约束的相容许条件

　 　 {ϕ０
ｉ ，ＨＴ } ＝ {ϕ０

ｉ ，Ｈ } ＋ λ ｉ {ϕ０
ｉ ，ϕ０

ｊ } ＝ ０ （１５）
完全确定，其中

　 　 ＨＴ ＝ Ｈ ＋ λ αϕ０
α ．

２　 约束 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的无限小变换和 Ｌｉｅ 对称性

引入关于空间位置和态函数的无限小变换（变换 Ｌｉｅ 群）：

２１８ 约束 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的 Ｌｉｅ 对称性及其在场论中的应用



　 　

ｘ∗ ＝ ｘ ＋ εξ ０（ｘ，φα，πα），

φα∗ ＝ φα ＋ εξα（ｘ，φα，πα），

π∗
α ＝ π ＋ εη α（ｘ，φα，πα），

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１６）

其中 ε为无限小参数，ξ ０，ξα，η α 为无限小变换的生成元，下面构造无限小生成元计算符及其一

次扩展和二次扩展 Ｘ（０），Ｘ（１），Ｘ（２） ．

　 　 Ｘ（０） ＝ ξ ０
∂
∂ｘ

＋ ξα
∂

∂φα
＋ η α

∂
∂πα

， （１７）

它的一次扩展为

　 　 Ｘ（１） ＝ Ｘ（０） ＋ （ξα － φαξ ０）
∂

∂φα
＋ （η α － παξ ０）

∂
∂πα

． （１８）

根据微分方程在无限小变换下的不变性理论得知，方程（１３）和（１４）在无限小变换下的不变性

归为

　 　
Ｘ（１）（φα － ｇα（ｘ，φ，π）） ＝ ０，

Ｘ（１）（πα － ｈα（ｘ，φ，π）） ＝ ０ ．{ （１９）

如果

　 　 φα ＝ ｇα， πα ＝ ｈα，
将算子（１８）代入方程（１９）并注意到方程（１７），可得

　 　
ξα － ξ ０ｇα ＝ Ｘ（０）（ｇｓ），

η α － ξ ０ｈα ＝ Ｘ（０）（ｈｓ），
{ 　 　 α ＝ １，２，…，ｎ， （２０）

即

　 　
ξα － ξ ０ｇα ＝ Ｘ（０） ∂Ｈｃ

∂πα

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｘ（０） λ ｊ

∂ϕ０
ｊ

∂πα

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

η α － ξ ０ｈα ＝ － Ｘ（０） ∂Ｈｃ

∂φα

æ

è
ç

ö

ø
÷ － Ｘ（０） λ ｊ

∂ϕ０
ｊ

∂φα

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

　 　 α ＝ １，２，…，ｎ ． （２１）

约束（１１）在无限小变换（１６）下的不变性归结为

　 　 Ｘ（０）（ϕ０
ｊ （φα，πα）） ϕ０α ＝ ０ ＝ ０，　 　 ｊ ＝ １，２，…，ｎ － ｒ ． （２２）

式（２１）称为无限小生成元的确定方程，式（２２）称为无限小生成元的限制方程．
定义 １　 如果无限小生成元 ξ ０， ξα 和 η α 满足确定方程（２１），则相应的对称性为与约束

Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统相应的自由 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的 Ｌｉｅ 对称性．
定义 ２　 如果无限小生成元 ξ ０， ξα 和η α 满足确定方程（２１）和限制方程（２２），则相应的对

称性为约束 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统（１３）、（１４）的弱 Ｌｉｅ 对称性．
单从微分方程在无限小变换下的不变性考虑，上述定义的 Ｌｉｅ 对称性就是通常理解的 Ｌｉｅ

对称性．但是，若考虑微分方程的导出过程，则对无限小生成元还要施加另外的限制，而必须定

义另外的 Ｌｉｅ 对称性．在推导式（２２）时，有

　 　
∂ϕ０

ｊ

∂πα
δπα ＋

∂ϕ０
ｊ

∂φα δφα ＝ ０． （２３）

将由变换（１６）确定的变分代入式（２３）得

　 　
∂ϕ０

ｊ

∂φα（ξα － φαξ ０） ＋
∂ϕ０

ｊ

∂πα
（η α － παξ ０） ＝ ０． （２４）
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称式（２４）为附加限制方程．
定义 ３　 如果无限小生成元 ξ ０， ξα 和η α 满足确定方程（２１）、限制方程（２２）和附加限制方

程（２４），则称相应的对称性为约束 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统（１３）、（１４）的强 Ｌｉｅ 对称性．

３　 系统中的结构方程和守恒定理

对于奇异系统，Ｌｉｅ 对称性不一定会导致守恒量．下面给出 Ｌｉｅ 对称性导致守恒量的条件

以及守恒量的形式．
定理 １　 对于满足确定方程（２１）的无限小生成元 ξ ０， ξα 和 η α，如果存在规范函数 Ｇ ＝

Ｇ（ｘ，φ，π） 满足如下结构方程：
　 　 － Ｈｃξ ０ ＋ φα ＋ παξα － Ｘ（０）（Ｈ ＋ ｃ） －

　 　 　 　 λ ｊ

∂ϕ０
ｊ

∂φα（ξα － φαξ ０） － λ ｊ

∂ϕ０
ｊ

∂πα
（η α － παξ ０） ＋ Ｇ ＝ ０， （２５）

则与约束 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统相应的自由 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统（１３）、（１４）存在如下形式的 Ｌｉｅ 对称性守恒量：
　 　 Ｉ ＝ － Ｈｃξ ０ ＋ παξα ＋ Ｇ ＝ ｃｏｎｓｔ ． （２６）
定理 ２　 对于满足确定方程（２１）和限制方程（２２）的无限小生成元 ξ ０， ξα 和 η α，如果存在

规范函数 Ｇ ＝ Ｇ（ｘ，φ，π） 满足结构方程（２６），则约束 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统（１３）、（１４）存在形如式

（２６）的弱 Ｌｉｅ 对称性守恒量．
定理 ３　 对于满足确定方程（２１）、限制方程（２２）和附加限制方程（２４）的无限小生成元

ξ ０，ξα 和 η α，如果存在规范函数 Ｇ ＝ Ｇ（ｘ，φ，π） 满足如下结构方程：
　 　 － Ｈｃξ ０ ＋ φα ＋ παξα － Ｘ（０）（Ｈ ＋ ｃ） ＋ Ｇ ＝ ０， （２７）

则约束 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统（１３）、（１４）存在形如式（２６）的强 Ｌｉｅ 对称性守恒量，以上定理均已得到

了证明．

４　 算　 　 例

４．１　 例 １
复标量场耦合 Ｃｈｅｒｎ⁃Ｓｉｍｏｎｓ 项在（１＋２）维时空中的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 密度为

　 　 Ｌ ＝ （Ｄμφ）∗（Ｄμφ） ＋ ｋ
４π

ε μνλＡμ∂νＡλ，

其中

　 　 Ｄμ ＝ ∂μ － ｉＡμ， ε ０１２ ＝ １，
容易看出，式中的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 量是奇异的．

场量 Ａμ，φ，φ∗ 的正则共轭动量分别为

　 　
π０ ＝ ∂Ｌ

∂Ａ０

＝ ０， πα ＝ ∂Ｌ
∂Ａα

＝ ｋ
４π

εαβＡβ，

π ＝ ∂Ｌ
∂φ

＝ （Ｄ０φ）∗， π∗ ＝ ∂Ｌ
∂φ∗

＝ Ｄ０φ，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（２８）

其中

　 　 Ｊ ＝ ｉ（πφ － φ∗π∗） ．
此系统含有两个约束：
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ϕ１ ＝ π０ ＝ ０，

ϕ２ ＝ ｋ
２π

εαβ∂αＡβ － Ｊ０ ．

ì

î

í

ïï

ïï

（２９）

系统的正则 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 量为

　 　 Ｈｃ ＝ π μＡμ ＋ πφ ＋ π∗φ∗ － Ｌ ＝

　 　 　 　 ππ∗ － （Ｄα）∗（Ｄαφ） － Ａ０
ｋ
２π

εαβ∂αＡβ － Ｊ０
æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （３０）

总 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数为

　 　 ＨＴ ＝ ∫
Ｖ
（π μＡμ ＋ πφ ＋ π∗φ∗ － Ｌ）ｄ３ｘ ＝

　 　 　 　 ∫
Ｖ

ππ∗ － （Ｄα）∗（Ｄαφ） － Ａ０
ｋ
２π

εαβ∂αＡβ － Ｊ０
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ λ １ϕ１ ＋ λ ２φ２é

ë
êê

ù

û
úú ｄ３ｘ ． （３１）

由约束的相容许条件（１５）得
　 　 λ １ ＝ Ａ０ ＋ φ， λ ２ ＝ Ａ０ ＋ φ∗ ． （３２）

正则方程为

　 　

Ａ０ ＝ ∂Ｈ
∂π０

＋ λ ｊ

∂ϕ ｊ

∂π０

＝ λ １， Ａα ＝ ∂Ｈ
∂πα

＋ λ ｊ

∂ϕ ｊ

∂πα

＝ ０，

φ ＝ ∂Ｈ
∂π

＋ λ ｊ

∂ ϕ ｊ

∂π
＝ π∗ － ｉＡ０φ － ｉλ ２φ，

φ∗ ＝ ∂Ｈ
∂π∗

＋ λ ｊ

∂ϕ ｊ

∂π∗
＝ π － ｉＡ０φ∗ ＋ λ １ ＋ ｉλ ２φ∗，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（３３）

　 　

π０ ＝ － ∂Ｈ
∂Ａ０

－ λ ｊ

∂ϕ ｊ

∂Ａ０

＝ ｋ
２π

εαβ∂αＡβ － Ｊ０
æ

è
ç

ö

ø
÷ － λ １，

πα ＝ － ∂Ｈ
∂Ａα

－ λ ｊ

∂ϕ ｊ

∂Ａα

＝ ０，

π ＝－ ∂Ｈ
∂φ

－ λ ｊ

∂ϕ ｊ

∂φ
＝ ｉＡ０π ＋ ｉλ ２π，

π∗ ＝ － ∂Ｈ
∂φ∗

－ λ ｊ

∂ϕ ｊ

∂φ∗
＝ ｉＡ０π∗ － ｉλ ２π∗ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ïï

（３４）

确定方程给出

　 　

ξ １ － （Ａ０ ＋ φ∗ － π）ξ ０ ＝

　 　 ξ ０（Ａ０ ＋ φ∗ － ２π ＋ π∗ － ２ｉＡ０φ － ｉπ∗φ） ＋ ξ １·１ ＋ η １·０，

ξ ２ － ０·ξ ０ ＝ ０，

ξ ３ － （π∗ － ２ｉＡ０φ － ｉπ∗φ）ξ ０ ＝

　 　 ξ ０（ － ２ｉπ∗π∗ － ２ｉＡ０φ － ２ｉφ∗φ ＋ ２ｉπφ － ２ｉＡ０π∗ ＋ ４ｉ２Ａ０
２φ） ＋

　 　 ４ｉ２Ａ０π∗φ ＋ ２ｉ∗π∗２φ ＋ ξ ３（ － ２ｉＡ０ － ｉπ∗） ＋ η ３·０，

ξ ４ － （Ａ０ ＋ φ∗ ＋ ｉπ∗φ∗）ξ ０ ＝

　 　 ξ ０（２Ａ０ ＋ ２φ∗ － π ＋ ２ｉπ∗φ∗ ＋ ｉπ∗Ａ０） ＋ ξ ４（ｉφ∗） ＋ η ４（１ ＋ ｉπ∗），

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï

（３５）
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η １ － ｋ
２π

εαβ∂αＡβ － ｉπφ ＋ ｉφ∗π∗ － Ａ０ － φ∗ ＋ πæ

è
ç

ö

ø
÷ ξ ０ ＝

　 　 － ξ ０（ｉπ∗Ａ０ － ２ｉＡ０ ＋ π ＋ ２ｉＡ０π） － ξ １·（ － １） ＋ η １·０，
η ２ － ０·ξ ０ ＝ ０，
η ３ － （２ｉＡ０π ＋ ｉπ∗π）ξ ０ ＝

　 　 － ξ ０（２ｉπ Ａ０ ＋ ２ｉπφ∗ － ２ｉππ ＋ ４ｉ２Ａ０
２π） － ξ ３·０ － η ３（２ｉＡ０ ＋ ｉπ∗），

η ４ － （ － ｉπ∗π∗）ξ ０ ＝ － ξ ０（２ｉ２π∗３ － ξ ４·０ － η ４（ － ２ｉπ∗） ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

（３６）

其解如下：

　 　
ξ ０ ＝ ０， ξ １ ＝ ｅｘ， ξ ２ ＝ ｃｏｎｓｔ， ξ ３ ＝ ｅ（２ｉＡ０－２ｉπ∗）ｘ， ξ ４ ＝ （Ｃ１ ＋ Ｃ２ｘ）ｅｉφ∗ｘ，

η １ ＝ ｅｘ， η ２ ＝ ｃｏｎｓｔ， η ３ ＝ ｅ（２ｉπ∗－２ｉＡ０）ｘ， η ４ ＝ ｅ２ｉπ∗ｘ ．{ （３７）

限制方程给出

　 　 Ｘ０（π０） ＝ ０， Ｘ０ ｋ
２π

εαβ∂αＡβ － Ｊ０
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０． （３８）

附加限制方程给出

　 　

∂π０

∂Ａ０
（ξ １ － Ａ０ξ ０） ＋

∂π０

∂π０
（η １ － π０ξ ０） ＝ ０，

∂π０

∂Ａα
（ξ ２ － Ａαξ ０） ＋

∂π０

∂πα
（η ２ － παξ ０） ＝ ０，

∂π０

∂φ
（ξ ３ － φξ ０） ＋

∂π０

∂φ
（η ３ － πξ ０） ＝ ０，

∂π０

∂φ∗（ξ ４ － φ∗ξ ０） ＋
∂π０

∂φ∗（η ４ － π∗ξ ０） ＝ ０，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ïï

（３９）

　 　

∂（（ｋ ／ （２π））εαβ∂αＡβ ＋ ｉφ∗π∗ － ｉπφ）
∂Ａ０

（ξ １ － Ａ０ξ ０） ＋

　 　
∂（（ｋ ／ （２π））εαβ∂αＡβ ＋ ｉφ∗π∗ － ｉπφ）

∂π０
（η １ － π０ξ ０） ＝ ０，

∂（（ｋ ／ （２π））εαβ∂αＡβ ＋ ｉφ∗π∗ － ｉπφ）
∂Ａα

（ξ ２ － Ａαξ ０） ＋

　 　
∂（（ｋ ／ （２π））εαβ∂αＡβ ＋ ｉφ∗π∗ － ｉπφ）

∂πα
（η ２ － παξ ０） ＝ ０，

∂（（ｋ ／ （２π））εαβ∂αＡβ ＋ ｉφ∗π∗ － ｉπφ）
∂φ

（ξ ３ － φξ ０） ＋

　 　
∂（（ｋ ／ （２π））εαβ∂αＡβ ＋ ｉφ∗π∗ － ｉπφ）

∂φ
（η ３ － πξ ０） ＝ ０，

∂（（ｋ ／ （２π））εαβ∂αＡβ ＋ ｉφ∗π∗ － ｉπφ）
∂φ∗ （ξ ４ － φ∗ξ ０） ＋

　 　
∂（（ｋ ／ （２π））εαβ∂αＡβ ＋ ｉφ∗π∗ － ｉπφ）

∂φ∗ （η ４ － π∗ξ ０） ＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

（４０）
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把生成函数（３４）代入结构方程（２５），可以得到规范函数：
　 　 Ｇ ＝ Ａ０ｅｘ ＋ φｅ（２ｉＡ０－２ｉπ）ｘ， （４１）

相应系统的守恒量为

　 　 Ｉ ＝ π０ｅｘ ＋ πｅ（２ｉπ∗－２ｉＡ０ｘ） ＋ π∗ｅ２ｉπ∗ｘ ＋ Ａ０ｅｘ ＋ φｅ（２ｉＡ０－２ｉπ）ｘ ＝ ｃｏｎｓｔ ． （４２）
很容易验证生成元（３７）不满足条件（３８）、（３９），所以生成元是相应自由系统的一般 Ｌｉｅ 变换

生成元，则守恒量是相应自由系统的一般 Ｌｉｅ 对称性守恒量．
４．２　 例 ２

奇异系统中 Ｌａｇｒａｎｇｅ 量：

　 　 Ｌ（φ１，φ２，φ１，φ２） ＝ １
２
（φ１） ２ ＋ φ１φ２ ＋ １

２
（φ１ － φ２） ２，

试求其系统的 Ｌｉｅ 对称性及守恒量．
系统的广义动量为

　 　
π１ ＝ ∂Ｌ

∂φ１
＝ φ１ ＋ φ２，

π２ ＝ ∂Ｌ
∂φ２

＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数 Ｌ 的 Ｈｅｓｓｅ 矩阵的秩 ｒ ＝ １， 从而正则变量间存在一个固有约束：
　 　 ϕ ＝ π１ － φ１ － φ２ ＝ ０． （４３）

系统的正则 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数为

　 　 Ｈｃ ＝ φ１π１ ＋ φ２π２ － Ｌ ＝ １
２

π１
２ ＋ φ１φ２ － １

２
（φ１） ２ － π１φ２ ． （４４）

总 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数为

　 　 ＨＴ ＝ φ１π１ ＋ φ２π２ － Ｌ ＝

　 　 　 　 １
２

π１
２ ＋ φ１φ２ － １

２
（φ１） ２ － π１φ２ ＋ λ（π１ － φ１ － φ２） ． （４５）

由约束的相容许条件得到

　 　 λ ＝ φ１ － φ１ ＋ φ２ ． （４６）
系统的运动微分方程给出

　 　
φ１ ＝ π１ － φ２， φ２ ＝ ０，

π１ ＝ φ１ － φ２， π２ ＝ ０ ．{ （４７）

确定方程（２１）给出

　 　

ξ １ － φ１ξ ０ ＝ ξ ０（π１ － φ２） ＋ η １ ＋ ξ ０（π１ － φ１） － ξ １，

ξ ２ － φ２ξ ０ ＝ ０，

η １ － π１ξ ０ ＝ － ξ ０（φ２ － φ１） ＋ ξ １，

η ２ － π２ξ ０ ＝ － ξ ０（φ１ － π１） ＋ ξ ０（π１ － φ１） － ξ ２ ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

（４８）

则有如下解：
　 　 ξ ０ ＝ ０， ξ １ ＝ ｓｉｎ ｘ － ｃｏｓ ｘ， ξ ２ ＝ ｃ， η １ ＝ ｃｏｓ ｘ， η ２ ＝ － ｃｘ ． （４９）

限制方程（２２）给出
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ξ ０（π１ － φ１ ＋ φ２） ＋ η １ ＝ ０，

ξ ０（π１ － φ１ ＋ φ２） － ξ ２ ＝ ０ ．{ （５０）

附加限制方程（２４）给出

　 　
η １ － π１ξ ０ ＝ ０，

φ２ξ ０ － ξ １ ＝ ０ ．{ （５１）

生成元对应的规范函数为

　 　 η １（π１ － φ１） ＋ ξ １π１ ＋ ξ ２π２ － ξ １（φ２ － φ１） － ξ ２（φ１ － π１） －
　 　 　 　 η １（π１ － φ２） ＋ ξ ２（π１ － φ１） － η １（π１ － φ１） ＋ Ｇ ＝ ０． （５２）

解得

　 　 Ｇ ＝ π１ｃｏｓ ｘ ＋ φ１ｓｉｎ ｘ ＋ ２（φ１ － π１） ２ ． （５３）
对应的守恒量为

　 　 Ｉ ＝ π１ｓｉｎ ｘ ＋ φ１ｓｉｎ ｘ ＋ ｃπ２ ＋ ２（φ１ － π１） ２ ． （５４）
容易验证，生成元（４９）不满足条件（５０）、（５１），因此它是相应的自由 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的 Ｌｉｅ 对称

变换生成元，则守恒量为相应自由 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的 Ｌｉｅ 对称性守恒量．

５　 结　 　 论

本文采用 Ｌｉｅ 对称性方法，给出了约束 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的守恒量定理，并首次把这种方法延

伸到场论中，从而扩展了 Ｌｉｅ 对称性方法的应用空间，使得对称性理论体系更加完善．给出了

满足 Ｌｉｅ 确定方程的无穷小变换生成元，分别定义了弱 Ｌｉｅ 对称性和强 Ｌｉｅ 对称性，其根据是

无穷小生成元是否满足约束的限制方程和附加限制方程，从而相应的守恒量又可以分为弱 Ｌｉｅ
对称性守恒量和强 Ｌｉｅ 对称性守恒量．而且依据 Ｌｉｅ 对称性的思想研究了场论的守恒定理，探
究了复标量场耦合 Ｃｈｅｒｎ⁃Ｓｉｍｏｎｓ 项系统的守恒定理，从而得到其守恒量．

Ｌｉｅ 对称性方法还可以应用到规范场和非规范场、Ａｂｅｌ 场和非 Ａｂｅｌ 场、杨⁃Ｍｉｌｌｓ 等量子场

论中．笔者接下来的工作将会是应用 Ｌｉｅ 对称性方法并结合冯康先生的辛算法数值模拟工具，
对这些系统做进一步的研究．
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