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摘要：　 为了快速准确地识别结构在复杂环境下的承载状态，基于有限元法和 Ｎｅｗｍａｒｋ⁃ β 法提出

了一种非迭代反演方法，并用于识别结构上施加的动载荷．通过探寻测量信息与待演参量之间的关

系，建立误差函数，根据最小二乘法实现动载荷的直接识别无需迭代，其中对待反演的分布载荷实

施基函数展开，以提高算法的抗不适定性．同时奇异值分解法被用来求解病态方程组．数值算例分

别讨论了测量噪声、测点数量、基函数展开、测点位置和不同时间步长对反演结果的影响，结果显

示该方法在识别动载荷时具有较高的精度和效率．
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引　 　 言

机械、车辆、桥梁、房屋建筑等工程常处于复杂动载荷激励状态下，只有准确获得这些复杂

的动载荷信息，才能判断工程结构的安全可靠性．然而在众多实际工程中，如闸门所受的水动

力载荷、汽车驶过桥梁时桥梁所受的激振力、地震时房屋结构所受的地震力，由于这些动载荷

常处于复杂环境之中很难被直接测量，而结构的响应相对容易获得，因此借助结构响应对载荷

进行估计是解决该问题最为有效的途径之一．
结构动载荷识别是结构动力学中的第二类逆问题，其特点为已知系统特性和响应来识别

动载荷，动载荷识别方法是 ２０ 世纪 ７０ 年代中期为研究飞机飞行过程中受载情况所提出的．求
解这类问题的主要方法分为时域法和频域法［１］ ．近年来，动载荷识别技术得到了长足的发

展［２⁃３］，基于以上两种方法，许多学者提出了一些新的方法，如神经网络法［４］、小波分析法［５］ ．根
据求解过程可将上述方法分为两大类，即迭代法和非迭代法．

迭代法的应用较为广泛．Ｃｕｉ 等［６］使用梯度法反演了具有再生冷却系统的超燃冲压发动机

燃烧室不可达表面的边界条件，其计算结果表明这种迭代算法在反演边界条件时对初值不敏

感且有较强的鲁棒性，即使存在一定的测量误差，边界条件的反演结果也有着较高的精度；
Ｗａｎｇ 等［７］建立了具有时间⁃空间解耦特性的双分散模糊推理方法来反演热流边界条件，并与

动态矩阵控制法进行对比，其结果表明双分散模糊推理反演方法可以显著降低反演结果对测

点个数的依赖程度，提高算法的抗干扰能力，具有较好的抗逆性；周焕林等［８］ 将共轭梯度法引
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入到布谷鸟算法中，通过变换把含热源的二维瞬态热传导问题转换为无热源的二维瞬态热传

导问题，数值算例结果显示该算法在保证精度的前提下对初始值不敏感，与原始布谷鸟算法相

比迭代次数大幅降低；王一博等［９］ 基于精细积分法推导了传热反问题对应的灵敏度矩阵，并
对传热问题中的热物性参数、边界条件及热源等有关项进行了多宗量辨识．迭代法在动载荷识

别领域也有着广泛的应用．Ｗａｎｇ 等［１０］ 使用了一种新的共轭梯度法来识别三维板上的多源动

态载荷，并与 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ 迭代法相比较，其数值算例表明，这种新的共轭梯度法可以提供更有

效、数值稳定的反演载荷；Ｘｕ 等［１１］提出了一种不完全实测激励下的加权自适应迭代最小二乘

估计方法，采用无噪声测量和噪声污染数据对六层数值剪切模型结构进行了数值模拟，验证了

该方法的有效性；徐训等［１２］提出了基于独立分量分析的多源动态载荷识别方法，解决了桁架

结构在系统未知的情况下载荷波形的识别问题，并从输入、系统、输出及噪声影响 ４ 个方面分

析了算法的有效性，数值仿真结果表明，算法在这 ４ 个方面都具有较好的鲁棒性．
这些方法可以通过结构响应准确地识别结构上的动态载荷，但是计算成本较高，通常耗时

很长．因此，需要探寻一种非迭代反演方法，以提高计算效率，降低计算成本．
近年来非迭代反演方法研究也有较快进展．２０１３ 年，王静等［１３］结合精细积分法，提出了一

种新的时域动载荷识别方法，数值结果表明采用截断奇异值方法可在一定程度上克服噪音的

不利影响，改善载荷的识别结果；２０１４ 年，Ｌｉｕ 等［１４］ 提出了一种移动最小二乘拟合形函数法，
并采用正则化方法克服了载荷重构的病态性，该方法可以平稳地逼近负载，改善了系统的病态

性，并通过反演车门上的动载荷验证了最小二乘拟合形函数法的有效性；２０１６ 年，彭凡等［１５］

将 Ｇｒｅｅｎ 函数法应用于具有整体刚体平动的自由结构载荷识别问题，以测点的绝对运动加速

度响应为输入，反演了整体平动自由结构的动载荷；Ｙｕ 等［１６⁃１７］ 使用非迭代方法对传热问题的

边界条件、几何形状进行了快速反演并取得了较为准确的结果，但该方法对于动载荷识别还需

要进一步研究．
对于非迭代法识别结构动载荷问题，系统的病态性是导致识别结果精度不高的主要原

因［１８］，为了消除或降低系统的病态性，许多正则化方法被研究，例如 Ｔｉｋｈｏｎｏｖ 正则化方法［１９］、
奇异值分解法［２０］和基函数展开法［２１］ 等，其中基函数展开法可以有效地降低系统的病态性并

且可显著提高计算效率，本文将采用基函数展开法和奇异值分解法来提高算法的抗不适定性．
通常测量信息的准确度与反演结果息息相关，本文采用经典有限元法［２２］ 和 Ｎｅｗｍａｒｋ⁃ β

法［２３］求解正问题，基于有限元法建立测点响应与待演参量之间的关系，从而实现动载荷的快

速识别．

１　 正问题求解

本文基于线弹性动力学基本假定，建立了二维问题的动载荷识别方法理论．二维动力学问

题基本控制方程如下：
运动方程

　 　 σ ｉｊ， ｊ ＋ ｆ　
－
ｉ ＝ ρｕｉ； （１）

应变位移关系

　 　 ε ｉｊ ＝
１
２
（ｕｉ， ｊ ＋ ｕ ｊ，ｉ）； （２）

应变应力关系

　 　 σ ｉｊ ＝ Ｄｉｊｋｌε ｋｌ； （３）
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应力边界条件

　 　 σ ｉｊｎ ｊ ＝ Ｔ
－

ｉ，　 　 ｘ ∈ Ｓσ； （４）
位移边界条件

　 　 ｕｉ ＝ ｕ－ ｉ，　 　 ｘ ∈ Ｓｕ， （５）
其中 ｉ， ｊ ＝ １，２，σ ｉｊ，ε ｉｊ，ｕｉ 分别为应力、应变和位移张量， Ｄｉｊｋｌ，ρ，ｎ ｊ 为二维动力学问题中的弹性

矩阵张量、系统的密度和法向量大小， ｆ　
－
ｉ，Ｔ

－

ｉ，ｕ
－
ｉ 为已知的体力、面力和位移量， Ｓσ，Ｓｕ 为给定面

力边界和给定位移边界．
本文采用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 有限元法进行动力分析，并使用 Ｎｅｗｍａｒｋ⁃ β 法进行时域分析，在 ｔ ＋ Δｔ

时刻有

　 　 Ｍｕｔ ＋Δｔ ＋ Ｃｕｔ ＋Δｔ ＋ Ｋｕｔ ＋Δｔ ＝ Ｆｔ ＋Δｔ， （６）
其中 Δｔ 为时间步长，将 ｕｔ ＋Δｔ 与 ｕｔ ＋Δｔ 采用以下形式来表示：

　 　 ｕｔ ＋Δｔ ＝
γ
βΔｔ

（ｕｔ ＋Δｔ － ｕｔ） ＋ １ － γ
β

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｕｔ ＋ １ － γ

２β
æ

è
ç

ö

ø
÷ Δｔｕｔ， （７）

　 　 ｕｔ ＋Δｔ ＝
１

βΔｔ２
（ｕｔ ＋Δｔ － ｕｔ） － １

βΔｔ
ｕｔ －

１
２β

－ １æ

è
ç

ö

ø
÷ ｕｔ， （８）

式中 ０ ≤ γ ≤ １，０ ≤ β ≤ １
２

．将式（７）和（８）代入到式（６）中，整理得到

　 　 Ｋｕｔ ＋Δｔ ＝ Ｆｔ ＋Δｔ ＋ Ｈｔ， （９）
其中

　 　 Ｋ ＝ Ｋ ＋ １
βΔｔ２

Ｍ ＋ γ
βΔｔ

Ｃ， （１０）

　 　 Ｈｔ ＝ Ｍ
１

βΔｔ２
ｕｔ ＋

１
βΔｔ

ｕｔ ＋
１
２β
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é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＋

　 　 　 　 Ｃ γ
βΔｔ
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è
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γ
２β
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è
ç
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é

ë
êê

ù
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úú ， （１１）

本文采用的是 Ｎｅｗｍａｒｋ⁃ β 法中的平均加速度假设，即 γ ＝ １
２
，β ＝ １

４
．

２　 载荷识别过程

２．１　 推导位移响应与待演参量之间的关系
在载荷识别过程中，施加在系统上的载荷 Ｆｔ 是未知的，需要获得系统上一些节点的位移，

再寻找这些节点的位移与待演参量之间的关系来求解载荷的大小，这些节点被称为测点．本文

中测点的位移采用正问题计算获得．
为获得测点位移与待演参量之间的关系，需将各矩阵进行分块处理，假设全域中总节点的

个数为 Ｎａ， 施加力边界条件的节点个数为 Ｎｆ， 测量节点的个数为 Ｎｍ， 施加位移边界条件的节

点个数为 Ｎｄ ．但一般位移边界条件为固支，其值为 ０，因此在进行矩阵划分时可以省略这些数

据，域内其他节点个数为 Ｎｏ ＝ Ｎａ － Ｎｆ － Ｎｍ － Ｎｄ， 则式（６）中矩阵被划分为

　 　 Ｍ ＝

（Ｍｆｆ） ２Ｎｆ×２Ｎｆ
（Ｍｆｍ） ２Ｎｆ×２Ｎｍ

（Ｍｆｏ） ２Ｎｆ×２Ｎｏ

（Ｍｍｆ） ２Ｎｍ×２Ｎｆ
（Ｍｍｍ） ２Ｎｍ×２Ｎｍ

（Ｍｍｏ） ２Ｎｍ×２Ｎｏ

（Ｍｏｆ） ２Ｎｏ×２Ｎｆ
（Ｍｏｍ） ２Ｎｏ×２Ｎｍ

（Ｍｏｏ） ２Ｎｏ×２Ｎｏ
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， （１２）
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　 　 Ｋ ＝
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（Ｋｆｍ） ２Ｎｆ×２Ｎｍ
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（Ｋｍｆ） ２Ｎｍ×２Ｎｆ
（Ｋｍｍ） ２Ｎｍ×２Ｎｍ

（Ｋｍｏ） ２Ｎｍ×２Ｎｏ
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， （１３）

　 　 Ｃ ＝

（Ｃｆｆ） ２Ｎｆ×２Ｎｆ
（Ｃｆｍ） ２Ｎｆ×２Ｎｍ

（Ｃｆｏ） ２Ｎｆ×２Ｎｏ

（Ｃｍｆ） ２Ｎｍ×２Ｎｆ
（Ｃｍｍ） ２Ｎｍ×２Ｎｍ

（Ｃｍｏ） ２Ｎｍ×２Ｎｏ

（Ｃｏｆ） ２Ｎｏ×２Ｎｆ
（Ｃｏｍ） ２Ｎｏ×２Ｎｍ

（Ｃｏｏ） ２Ｎｏ×２Ｎｏ
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， （１４）

　 　 ｕｔ ＋Δｔ ＝ （ｕＴ
ｔ ＋Δｔ，２Ｎｆ

　 ｕＴ
ｔ ＋Δｔ，２Ｎｍ

　 ｕＴ
ｔ ＋Δｔ，２Ｎｏ

） Ｔ， （１５）
　 　 ｕｔ ＋Δｔ ＝ （ｕＴ

ｔ ＋Δｔ，２Ｎｆ
　 ｕＴ

ｔ ＋Δｔ，２Ｎｍ
　 ｕＴ

ｔ ＋Δｔ，２Ｎｏ
） Ｔ， （１６）

　 　 ｕｔ ＋Δｔ ＝ （ｕＴ
ｔ ＋Δｔ，２Ｎｆ

　 ｕＴ
ｔ ＋Δｔ，２Ｎｍ

　 ｕＴ
ｔ ＋Δｔ，２Ｎｏ

） Ｔ， （１７）
　 　 Ｆｔ ＋Δｔ ＝ （ＦＴ

ｔ ＋Δｔ，２Ｎｆ
　 ＦＴ

ｔ ＋Δｔ，２Ｎｍ
　 ＦＴ

ｔ ＋Δｔ，２Ｎｏ
） Ｔ ． （１８）

将式（１２） ～ （１８）代入式（１０）、（１１），再将得到的 Ｋ，Ｈｔ 进行相应的划分，可得

　 　 Ｋ ＝

（Ｋｆｆ） ２Ｎｆ×２Ｎｆ
（Ｋｆｍ） ２Ｎｆ×２Ｎｍ

（Ｋｆｏ） ２Ｎｆ×２Ｎｏ

（Ｋｍｆ） ２Ｎｍ×２Ｎｆ
（Ｋｍｍ） ２Ｎｍ×２Ｎｍ

（Ｋｍｏ） ２Ｎｍ×２Ｎｏ

（Ｋｏｆ） ２Ｎｏ×２Ｎｆ
（Ｋｏｍ） ２Ｎｏ×２Ｎｍ

（Ｋｏｏ） ２Ｎｏ×２Ｎｏ
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， （１９）

　 　 Ｈｔ ＝ （ＨＴ
ｔ，２Ｎｆ

　 ＨＴ
ｔ，２Ｎｍ

　 ＨＴ
ｔ，２Ｎｏ

） Ｔ ． （２０）
将式（１９）和（２０）代入式（９），可得
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， （２１）

其中 Ｋ ＝ Ｋ －１ ．对 Ｋ 进行矩阵划分有

　 　 Ｋ ＝

（Ｋｆｆ） ２Ｎｆ×２Ｎｆ
（Ｋｆｍ） ２Ｎｆ×２Ｎｍ

（Ｋｆｏ） ２Ｎｆ×２Ｎｏ

（Ｋｍｆ） ２Ｎｍ×２Ｎｆ
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， （２２）

耦合式（２１）、（２２）可得

　 　 ｕｔ ＋Δｔ，２Ｎｍ
＝ ＫｍｆＦｔ ＋Δｔ，２Ｎｆ

＋ Ａ， （２３）
其中

　 　 Ａ ＝ ＫｍｍＦｔ ＋Δｔ，２Ｎｍ
＋ ＫｍｏＦｔ ＋Δｔ，２Ｎｏ

＋ ＫｍｆＨｔ，２Ｎｆ
＋ ＫｍｍＨｔ，２Ｎｍ

＋ ＫｍｏＨｔ，２Ｎｏ
，

则式（２３）即为测点位移和待演参量之间的关系．
２．２　 建立误差函数

与迭代反演方法类似，引入误差函数：
　 　 Ｊ ＝ （ｕｔ ＋Δｔ，２Ｎｍ

－ （ｕｔ ＋Δｔ，２Ｎｍ
） ｒ） Ｔ（ｕｔ ＋Δｔ，２Ｎｍ

－ （ｕｔ ＋Δｔ，２Ｎｍ
） ｒ）， （２４）

其中 （ｕｔ ＋Δｔ，２Ｎｍ
） ｒ 为 ｔ ＋ Δｔ 时刻的测量信息．

基于最小二乘法原理，令 ∂Ｊ ／ ∂Ｆｔ ＋Δｔ，２Ｎｆ
＝ ０， 可得

　 　 Ｆｔ ＋Δｔ，２Ｎｆ
＝ （ＫＴ

ｍｆＫｍｆ）
－１ＫＴ

ｍｆ（（ｕｔ ＋Δｔ，２Ｎｍ
） ｒ － Ａ）， （２５）

通过求解式（２５）即可求得待演参量 Ｆｔ ＋Δｔ，２Ｎｆ
．
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本文将集中载荷和分布载荷均等效为节点上的集中载荷进行分析．在式（２５）中 ＡＴＡ 是病

态的，这将直接影响计算结果的准确与稳定性，本文采用奇异值分解法进行求解．同时，对于反

演分布载荷问题，为了提高反演精度，提高算法的抗不适定性和降低计算的维度，本文采用二

次基函数对待演参量进行展开，将原问题转化为求解待定系数问题．以二维动力问题为例，由
于待演参量具有两个自由度，因此展开基函数为

　 　 Φ ＝ ［φＴ
１ φＴ

２ … φＴ
ｉ … φＴ

Ｎｆ］
Ｔ， （２６）

式中

　 　 φｉ ＝
１ ０ ｘｉ ０ ｙｉ ０ ｘ２

ｉ ０ ｙ２
ｉ ０ ｘｉｙｉ ０

０ １ ０ ｘｉ ０ ｙｉ ０ ｘ２
ｉ ０ ｙ２

ｉ ０ ｘｉｙｉ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
， （２７）

ｘｉ，ｙｉ 表示识别载荷节点 ｉ 的横坐标和纵坐标， Ｎｆ 为施加力边界条件的节点个数，则在每个时

间段有

　 　 Ｆｔ ＋Δｔ，２Ｎｆ
＝ Φαｔ ＋Δｔ， （２８）

式中

　 　 αｔ ＋Δｔ ＝ （α１ｘ
ｔ＋Δｔ α１ｙ

ｔ＋Δｔ … α６ｘ
ｔ＋Δｔ α６ｙ

ｔ＋Δｔ） Ｔ ． （２９）
将式（２８）代入式（２３）得到

　 　 ｕｔ ＋Δｔ，２Ｎｍ
＝ Ｄαｔ ＋Δｔ ＋ Ａ， （３０）

其中 Ｄ ＝ ＫｍｆΦ， 再根据式（２４）、（２５）可得到

　 　 αｔ ＋Δｔ ＝ （ＤＴＤ） －１ＤＴ（（ｕｔ ＋Δｔ，２Ｎｍ
） ｒ － Ａ） ． （３１）

根据上式求得的 αｔ ＋Δｔ， 代入式（２８）便可以求得每一时间段的 Ｆｔ ＋Δｔ，２Ｎｆ
， 基本流程图如图 １ 所示．

图 １　 载荷识别流程图

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｌｏａｄ ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ ｆｌｏｗ ｃｈａｒｔ
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３　 数 值 算 例

为模拟真实测量环境，本文对正问题计算获得的位移施加一定的噪声来代替测点位移，具
体表达式如下：

　 　 （ｕｔ，２Ｎｍ
） ｒ ＝ ｕｔ，２Ｎｍ

＋ ε·σ（ｕｔ，２Ｎｍ
）·Ｒ， （３２）

其中 （ｕｔ，２Ｎｍ
） ｒ 为真实的测点位移， ｕｔ，２Ｎｍ

为正问题计算所得测点的位移响应， σ（ｕｔ，２Ｎｍ
） 是计算

所得测点位移的标准差， ε 是百分数代表的噪声水平， Ｒ 是均值为 ０、方差为 １ 的一组随机数．
为验证方法的准确性和衡量其他因素的影响程度，采用绝对误差 Ｖａｂｓｅｒｒ 和某些时刻的均方

根误差 Ｖｒｍｓｅｒｒ 来衡量：
　 　 Ｖａｂｓｅｒｒ ＝ Ｆｉｎｖｅｒｓｅ，ｉ（ ｔ） － Ｆｅｘａｃｔ，ｉ（ ｔ） ， （３３）

　 　 Ｖｒｍｓｅｒｒ ＝ ∑
２Ｎｆ

ｉ ＝ １
（Ｆ２

ｉｎｖｅｒｓｅ，ｉ（ ｔ） － Ｆ２
ｅｘａｃｔ，ｉ（ ｔ）） ２ ∑

２Ｎｆ

ｉ ＝ １
Ｆ２

ｅｘａｃｔ，ｉ（ ｔ） ， （３４）

式中 ｉ表示识别载荷的节点， Ｆ表示节点上所施加的载荷量，其下标“ｉｎｖｅｒｓｅ”和“ｅｘａｃｔ”分别表

示反演的载荷和真实施加的载荷．
３．１　 算例 １

１） 噪声水平的影响

该算例考虑一端固支方板结构，结构形式如图 ２ 所示，长 ４ ｍ，宽 ３ ｍ，弹性模量 Ｅ ＝ ７ ×
１０１０ Ｐａ，Ｐｏｉｓｓｏｎ 比 υ ＝ ０．３３， 密度 ρ ＝ ２ ７００ ｋｇ ／ ｍ３ ．方板上端固支，下端施加两个冲击载荷

ｆ１（ ｔ）， ｆ２（ ｔ）：

　 　 ｆ１（ ｔ） ＝
－ ２ ５００ｔ， ０ ｓ ＜ ｔ ≤ ０．０４ ｓ，
－ １００ ＋ ２ ５００ｔ， ０．０４ ｓ ＜ ｔ ≤ ０．０８ ｓ，
０， ｔ ＞ ０．０８ ｓ，

ì

î

í

ïï

ïï

（３５）

　 　 ｆ２（ ｔ） ＝

－ １ ０００ｔ， ０ ｓ ＜ ｔ ≤ ０．０３ ｓ，
－ ３０ ＋ １ ０００ｔ， ０．０３ ｓ ＜ ｔ ≤ ０．０６ ｓ，
１ ０００ｔ， ０．０６ ｓ ＜ ｔ ≤ ０．０９ ｓ，
３０ － ５００ｔ， ｔ ＞ ０．０９ ｓ，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（３６）

载荷的单位为 Ｎ ．该问题可按照平面应力问题求解且不考虑阻尼的影响，将整个域划分为 ３００
个四边形单元，计算时间区间为 ０．１５ ｓ，时间步长为 ０．０１ ｓ，初始时刻静止．选取的噪声水平为 ε
＝ １％，３％，５％， 单元划分和测点选取的情况如图 ３ 所示．

图 ２　 方板受力状态（单位： ｍ） 图 ３　 单元划分和测点选择

Ｆｉｇ． ２　 Ｌｏａｄｓ ｏｎ ｔｈｅ ｓｑｕａｒｅ ｐｌａｔｅ（ｕｎｉｔ： ｍ） Ｆｉｇ． ３　 Ｅｌｅｍｅｎｔｓ ａｎｄ ｍｅａｓｕｒｉｎｇ ｐｏｉｎｔｓ

由图 ４ 可知，该方法在不同噪声水平下识别动态载荷时，整体上和实际值是相符的，在 ε
＝ ０％ 时，对 ｆ１（ ｔ）， ｆ２（ ｔ） 反演的结果均十分准确， Ｖａｂｓｅｒｒ 处于 １０－１３ ～１０－１２量级， Ｖｒｍｓｅｒｒ 处于 １０－１４
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量级，说明目前方法可以获得精度较高的反演结果．随着噪声水平的增加， Ｖａｂｓｅｒｒ 也随之增加，
ｆ１（ ｔ）， ｆ２（ ｔ） 反演最大 Ｖａｂｓｅｒｒ 出现在 ε ＝ ５％ 时，最大 Ｖａｂｓｅｒｒ 分别为 ０．９３，１．２８ Ｎ ．Ｖｒｍｓｅｒｒ 在 ε ＝ ０％
时最小，在其他噪声水平处 Ｖｒｍｓｅｒｒ 基本稳定，大部分在 １０－３ ～１０－２量级，该算例说明该方法具有

较好的抗噪性，即使在噪声水平为 ε ＝ ５％ 的情况下，也能得到较为理想的结果．

（ａ） ε ＝ ０％

（ｂ） ε ＝ １％
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（ｃ） ε ＝ ３％

（ｄ） ε ＝ ５％
图 ４　 不同噪声水平的影响

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｓ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｎｏｉｓｅ ｌｅｖｅｌｓ

（ａ） Ｎｍ ＝ ２１ （ｂ） Ｎｍ ＝ １６

（ｃ） Ｎｍ ＝ １１ （ｄ） Ｎｍ ＝ ６

图 ５　 不同的测点数量

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｎｕｍｂｅｒｓ ｏｆ ｍｅａｓｕｒｉｎｇ ｐｏｉｎｔｓ
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２） 测点数量的影响

使用相同的结构形式、物性参数和受力状态以及如图 ３ 所示的单元划分情况，该结构所受

的载荷大小如式（３５）、（３６）所示，没有噪声，计算时间区间为 ０．１５ ｓ，时间步长为 ０．０１ ｓ，初始

时刻静止．选择 ４ 组不同测点来讨论测点对该方法的影响，不同数量的测点选取如图 ５ 所示．

（ａ） Ｎｍ ＝ ２１

（ｂ） Ｎｍ ＝ １６
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（ｃ） Ｎｍ ＝ １１

（ｄ） Ｎｍ ＝ ６

图 ６　 不同测点数量的影响

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｓ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｎｕｍｂｅｒｓ ｏｆ ｍｅａｓｕｒｉｎｇ ｐｏｉｎｔｓ

由图 ６ 可知在不同测点数量的情况下， Ｖａｂｓｅｒｒ 大部分处于 １０－１３ ～１０－１２量级， Ｖｒｍｓｅｒｒ 大部分处

于 １０－１５ ～１０－１４量级，反演结果相当精确，说明该方法在反演过程中受测点数量的影响较小，即
使采用 ６ 个测点也能获得较为准确的反演结果．
３．２　 算例 ２

１） 基函数展开的影响

该算例考虑一刚性夹杂圆环．刚性夹杂圆环内边界固支，外边界施加 ｐ（ ｔ） 的均布载荷，外
边界 Γ１ 半径为 １ ｍ，内边界 Γ２ 半径为 ０．５ ｍ，弹性模量 Ｅ ＝ ７ × １０１０ Ｐａ，Ｐｏｉｓｓｏｎ 比 υ ＝ ０．３３， 密

度 ρ ＝ ２ ７００ ｋｇ ／ ｍ３ ．结构图如图 ７ 所示，施加的均布载荷 ｐ（ ｔ） 为

　 　 ｐ（ ｔ） ＝
２ ０００ｙ

π
ｓｉｎ（２０πｔ）， ｔ ≤ ０．２ ｓ，

０， ｔ ＞ ０．２ ｓ，

ì

î

í
ïï

ïï
（３７）

载荷的单位为 Ｎ ／ ｍ，该问题可按平面应力问题求解且不考虑阻尼的影响，并按照有限元方法

将均布载荷转化为节点载荷来求解．将整个域划分为 ２００ 个四节点四边形单元，计算时间区间

为 ０．３ ｓ，时间步长为 ０．０１ ｓ，初始时刻静止，没有测量噪声，其单元划分和测点选择如图 ８ 所示．
本算例主要讨论基函数展开对该算法的影响．

由图 ９ 和图 １０ 可知，直接反演的结果在趋势上和实际值基本一致，但图像中有较为明显
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的毛刺，其绝对误差最大接近 ６ Ｎ ．而使用二次基函数展开所得的反演结果则十分平滑，绝对

误差的量级也有了显著的提升，大都在 １０－５量级，说明基函数展开对该算法精度有显著的提

升．因此在处理均布载荷时，使用基函数展开可以得到更好的结果．

图 ７　 圆环受力状态 图 ８　 单元划分和测点的选择

Ｆｉｇ． ７　 Ｌｏａｄｓ ｏｎ ｔｈｅ ｒｉｎｇ Ｆｉｇ． ８　 Ｅｌｅｍｅｎｔｓ ａｎｄ ｍｅａｓｕｒｉｎｇ ｐｏｉｎｔｓ

图 ９　 直接反演结果

Ｆｉｇ． ９　 Ｄｉｒｅｃｔｌｙ ｉｎｖｅｒｓｅｄ ｒｅｓｕｌｔｓ

图 １０　 采用二次基函数展开的反演结果

Ｆｉｇ． １０　 Ｔｈｅ ｉｎｖｅｒｓｅｄ ｒｅｓｕｌｔｓ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｑｕａｄｒａｔｉｃ ｂａｓｉｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｅｘｐａｎｓｉｏｎ

２） 测点位置的影响

使用图 ７ 给定的结构形式、物性参数和受力状态，其所受的均布载荷的大小如式（３７）所
示，分别在不同位置选择 １０ 个测点（如图 １１ 所示），来研究测点位置对该算法的影响，计算时

间区间为 ０．３ ｓ，时间步长为 ０．０１ ｓ，初始时刻静止，没有测量误差．
由图 １２ 可知，采用不同位置的测点，反演结果与实际施加的载荷高度吻合，曲线都很平

滑，绝对误差上下波动不大且均处于 １０－５ ～１０－６量级．说明测量点的位置对该算法的影响不大．
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（ａ） Ｒ ＝ ０．９ ｍ （ｂ） Ｒ ＝ ０．８ ｍ

（ｃ） Ｒ ＝ ０．７ ｍ （ｄ） Ｒ ＝ ０．６ ｍ
图 １１　 不同的测点位置

Ｆｉｇ． １１　 Ｔｈｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｌｏｃａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｍｅａｓｕｒｉｎｇ ｐｏｉｎｔｓ

（ａ） Ｒ ＝ ０．９ ｍ

（ｂ） Ｒ ＝ ０．８ ｍ
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（ｃ） Ｒ ＝ ０．７ ｍ

（ｄ） Ｒ ＝ ０．６ ｍ
图 １２　 不同测点位置的影响

Ｆｉｇ． １２　 Ｔｈｅ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｓ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｌｏｃａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｍｅａｓｕｒｉｎｇ ｐｏｉｎｔｓ

图 １３　 时间步长为 ０．００１ ｓ 时反演结果的绝对误差 图 １４　 时间步长为 ０．０１ ｓ 时反演结果的绝对误差

Ｆｉｇ． １３　 Ｖａｂｓｅｒｒ ｏｆ ｉｎｖｅｒｓｅｄ ｒｅｓｕｌｔｓ ｗｉｔｈ ａ ｔｉｍｅ ｓｔｅｐ ｏｆ ０．００１ ｓ Ｆｉｇ． １４　 Ｖａｂｓｅｒｒ ｏｆ ｉｎｖｅｒｓｅｄ ｒｅｓｕｌｔｓ ｗｉｔｈ ａ ｔｉｍｅ ｓｔｅｐ ｏｆ ０．０１ ｓ

３） 时间步长的影响

本文通过逐步推进实施反演，一般反演过程中每一步均存在不同程度的误差，该部分通过

采取不同的时间步长来讨论反演过程中误差的累积情况．采用如图 ７ 所示的结构形式、物性参

数和受力状态，利用图 ８ 所示的网格划分和测点的选择以及式（３７）所示的载荷大小，计算时
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间区间为 ０．３ ｓ，时间步长分别为 ０．００１ ｓ 和 ０．０１ ｓ，初始时刻静止．
由图 １３、１４ 可知，随着时间步长的减小，即计算次数的增多，该算法会产生一定的误差积

累，由于时间步长的减小反演结果的 Ｖａｂｓｅｒｒ 由 １０－５量级增加到了 １０－３量级，但反演结果还是令

人满意的．
３．３　 算例 ３

本文提出的算法同样可以应用到平面梁单元中，推导梁单元的载荷识别公式与平面单元

类似．取一个平面悬臂梁，弹性模量 Ｅ ＝ ９．８ × １０７ Ｐａ，Ｐｏｉｓｓｏｎ 比 υ ＝ ０．３３，密度 ρ ＝ １ ０００ ｋｇ ／ ｍ３，
梁长 ４ ｍ，其横截面为 ０．３ ｍ×０．４ ｍ 的矩形．其结构形式如图 １５ 所示，梁自由端承受的载荷为

　 　 ｆ３（ ｔ） ＝
１ ０００ｓｉｎ（１０πｔ）， ０ ｓ ＜ ｔ ≤ ０．１ ｓ，
０， ｔ ＞ ０．１ ｓ，{ （３８）

载荷的单位为 Ｎ，将该梁划分成 １０ 个梁单元，计算时间区间为 ０．１２ ｓ，时间步长为 ０．０１ ｓ，初始

时刻静止．

图 １５　 悬臂梁受力状态

Ｆｉｇ． １５　 Ｌｏａｄｓ ｏｎ ｔｈｅ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ

图 １６　 悬臂梁的反演结果

Ｆｉｇ． １６　 Ｔｈｅ ｉｎｖｅｒｓｅｄ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ

由图 １６ 可以看出反演的结果与实际的载荷高度吻合， Ｖａｂｓｅｒｒ 处于 １０－１０ ～１０－９量级之间，反
演结果说明该算法可以准确反演施加在梁上的动态载荷．

４　 结　 　 论

本文基于有限元法和最小二乘法通过对系统矩阵进行分块变换，提出了一种新的非迭代

反演方法对结构上的动载荷进行识别．该方法的计算成本主要在于形成有限元法计算模型的

相应矩阵和求解对误差函数求极值而形成的病态方程组，因此该方法可实现快速反演．在反演

６８４ 余　 　 波　 　 　 吴　 　 月　 　 　 聂　 川　 宝　 　 　 高　 　 强



过程中利用奇异值分解法和二次基函数展开技术，提高了方法的抗不适定性，同时获得了高精

度的反演结果．通过考虑噪声水平、测点数量、基函数展开、测点位置和时间步长对反演结果的

影响，针对集中载荷和分布载荷情况实现了快速准确地识别．同时验证了该算法适用于其他结

构，例如悬臂梁．算例结果表明，该方法在识别动载荷时具有较高的准确性和数值稳定性．
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