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摘要：　 基于特征值分析，提出了多尺度结构优化设计方法．该方法被用于分析宏观结构上作用有

最不利荷载时，使宏观结构刚度最大的宏观拓扑结构和微观材料分布．引入约束条件为最不利荷载

的 Ｅｕｃｌｉｄ 范数等于 １，根据 Ｒａｙｌｅｉｇｈ⁃Ｒｉｔｚ 定理，可以将结构的柔顺度转换为一个与局部荷载向量维

数相同的对称矩阵，这样就将作用有最不利荷载的柔顺度最小问题转换为求解对称矩阵的最大特

征值最小问题，同时最不利荷载可以通过最大特征值矩阵的特征向量求得．最后通过算例验证所提

多尺度结构优化设计方法的有效性，并说明宏观拓扑结构和微观材料分布的合理性．所提出的多尺

度优化方法具有迭代稳定、收敛迅速等特点．该文拓扑优化中密度函数的更新是基于灵敏度分析和

移动渐近线方法（ｍｅｔｈｏｄ ｏｆ ｍｏｖｉｎｇ ａｓｙｍｐｔｏｔｅｓ，ＭＭＡ）．
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引　 　 言

轻量化设计如今是力学界、数学界与材料界的研究热点之一．在各种条件下寻求最优的结

构拓扑形状和相应的微观材料分布，对研究者来说是非常有挑战性和吸引力的．
自 ２０ 世纪 ７０ 年代以来，均匀化理论开始被用来寻找材料的有效性质［１⁃３］ ．１９８８ 年 Ｂｅｎｄｓøｅ

等［４］利用均匀化理论对多孔材料进行结构优化设计，为均匀化理论应用于结构优化设计奠定

了基础．１９９４ 年 Ｓｉｇｍｕｎｄ［５］提出逆均匀化理论，根据逆均匀化理论，可以设计出不同性能的微

观材料，为微观材料设计奠定了理论基础．２００２ 年 Ｒｏｄｒｉｇｕｅｓ 等［６］ 提出层级结构和材料的优化

设计，即在确定性荷载作用下，寻求使结构刚度最大的宏观结构和微观材料分布，其中宏观结

构由不同的微观材料构成，但其计算规模较大，工业制备较为困难．２００７ 年阎军［７］ 的研究结果

表明宏观结构上只有集中力作用时，最优微观单胞构型往往是各向同性的实体材料．２００８ 年

Ｌｉｕ 等［８］对层级结构优化进行改进，提出了并发优化（ｃｏｎｃｕｒｒｅｎｔ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ）理论，即宏观结构

所用的微观材料均相同，既减小了计算规模又易于制备和应用．Ｃｏｅｌｈｏ 等［９］根据层级优化理论

得到了三维的微观结构单胞．２０１１ 年 Ｔａｋｅｚａｗａ 等［１０］ 根据特征分析理论建立了不确定荷载作

用下的结构优化模型，通过大量算例验证了此模型的合理性．２０１５ 年 Ｇｕｏ 等［１１］ 提出了作用有
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不确定性荷载的超轻结构的多尺度结构优化，其结构优化为双层优化列式，上层求解宏观结

构，下层转换为 ＳＤＰ（ｓｅｍｉ⁃ｄｅｆｉｎｉｔｅ ｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ）问题来求解，但是迭代收敛较慢．
本文针对存在的问题，基于特征值分析，利用并发结构优化理论，建立了双尺度超轻结构

的多尺度优化模型．该优化方法被定义为一个最小柔度问题，即求使宏观结构柔度最小的宏观

拓扑结构和微观材料分布．本文中作用的不确定性荷载被定义为其 Ｅｕｃｌｉｄ 范数等于 １，此时不

确定性荷载可以视为名义值为零的特殊形式．此外，当荷载的定义域是线弹性定义域中一个有

限小的子域时，可以合理利用荷载的子域而不是利用全局定义域来计算柔度．在这种情况下，
全局荷载可以用局部荷载来代替，相应的全局位移同样用局部位移来代替．这样，用全局荷载

定义的最小柔度问题可以利用“凝聚”方法转换为用维度相对较小的局部荷载来进行计算．
“凝聚”方法是控制领域用于减少大型控制系统或状态方程的维度，这种思想在优化设计中也

同样适用．如果原始问题是非常巨大的，利用“凝聚”概念重新定义荷载和位移向量，将不确定

性荷载和位移组成的对称矩阵缩减到一个较小的维度，“凝聚”可以将原优化问题转化为小而

简单的优化问题，相应地就减少了计算规模，提高了计算效率．
根据 Ｒａｙｌｅｉｇｈ⁃Ｒｉｔｚ 定理，将最小柔度问题转换为求解一个对称矩阵的最大特征值最小问

题．通过最大特征值对应的特征向量矩阵可以很容易地求得最不利荷载．特别是对点荷载问

题，特征值表示结构的指定点上最不利荷载．
本文所提出的优化方法可以得到使宏观结构刚度最大的宏观拓扑结构和微观材料分布，

从而得到相应的最不利荷载．本文拓扑优化中密度函数的更新是基于灵敏度分析［１２］和移动渐

近线方法．文中通过大量算例来说明宏观结构和微观材料分布的合理性，并得到最不利荷载作

用下的最优宏观拓扑结构与微观材料分布．本文提出的优化方法不需要双层优化列式，数值迭

代更稳定，对初始数值依赖不大，并且可以得到最不利荷载以验证所得结果的合理性．

１　 双尺度结构优化模型

假设宏观结构上作用有 Ｅｕｃｌｉｄ 范数为 １ 的不确定性荷载，宏观设计域 Ω 是由一个个周期

性基本单胞排列构成的孔洞材料组成（如图 １ 所示），基本单胞是由各向同性线弹性材料构成．
其中微观设计域为 １×１ 的正方形，记为 Ｙ ．以刚度最大即柔度最小为目标函数，列式如下：

　 　

ｆｉｎｄ ρ，γ，
ｍｉｎ
ρ，γ

ｍａｘ
Ｆ

ｃ ＝ ＦＴＵ，

ｓ．ｔ．　 Ｋ（ρ）Ｕ ＝ Ｆ，
‖Ｆ‖ ＝ １，

ＰＭＩ∫
Ω
ρｄΩ

ＶＭＡ ≤ Ｐ，

∫
Ｙ
γｄＹ

ＶＭＩ
＝ ＰＭＩ，

０ ≤ ρ ｉ ≤ １， ０ ≤ γ ｊ ≤ １，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

（１）

其中， ρ，γ 分别为宏观和微观材料密度，Ｆ 为全局荷载向量，‖·‖为 Ｅｕｃｌｉｄ 范数， Ｕ 为全局位

移向量，ｃ 表示结构的柔度，Ｐ 和 ＰＭＩ 分别为宏观和微观体积约束．上述列式表示求作用最不利

荷载时使结构柔度最小的宏观和微观材料分布．
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图 １　 由周期性孔洞材料组成的设计域

Ｆｉｇ． １　 Ａ ｄｅｓｉｇｎ ｄｏｍａｉｎ ｃｏｍｐｏｓｅｄ ｏｆ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｃｅｌｌｕｌａｒ ｕｎｉｔｓ

２　 结构与灵敏度分析

２．１　 结构分析

作用在结构上的局部荷载用 Ｆｌ 表示，与其对应的位移向量记为 Ｕｌ， 则柔度可表示为

　 　 ｃ ＝ ＦＴ
ｌ Ｕｌ ． （２）

局部荷载 Ｆｌ 和 Ｕｌ 可以表示为

　 　 Ｆ ＝ ＨＦｌ， （３）
　 　 Ｆｌ ＝ ＨＴＦ， （４）
　 　 Ｕｌ ＝ ＨＴＵ， （５）

其中， Ｈ 为连接局部向量和全局向量的矩阵．
局部位移向量又可表示为如下形式：
　 　 Ｕｌ ＝ ＨＴＵ ＝ ＨＴＫ －１Ｆ ＝ ＣＦｌ， （６）

其中

　 　 Ｃ ＝ ＨＴＫ －１Ｈ， （７）
Ｃ 为与局部荷载向量 Ｆｌ 和局部位移向量 Ｕｌ 维数相同的对称矩阵．因此柔度也可以表示为如下

形式：
　 　 ｃ ＝ ＦＴ

ｌ Ｕｌ ＝ ＦＴ
ｌ ＣＦｌ ． （８）

当 ‖Ｆ‖ ＝ １ 时，根据 Ｒａｙｌｅｉｇｈ⁃Ｒｉｔｚ 定理，可得

　 　 λｍａｘ（Ｃ） ＝ ｍａｘ
ＦＴ

ｌ ＣＦｌ

ＦＴ
ｌ Ｆｌ

＝ ｍａｘ
‖Ｆｌ‖ ＝ １

ＦＴ
ｌ ＣＦｌ， （９）

　 　 λｍｉｎ（Ｃ） ＝ ｍｉｎ
ＦＴ

ｌ ＣＦｌ

ＦＴ
ｌ Ｆｌ

＝ ｍｉｎ
‖Ｆｌ‖ ＝ １

ＦＴ
ｌ ＣＦｌ ． （１０）

由上式可知，柔度 ｃ 最大问题就等于矩阵 Ｃ 的最大特征值问题．则式（１）中的目标函数可

以表示为如下形式：
　 　 ｍｉｎ

ρ，γ
ｍａｘ

Ｆ
λ（Ｃ）， （１１）

即最不利荷载作用时的柔度最小问题转化为矩阵 Ｃ 的最大特征值最小问题．假设最不利荷载

为 Ｆｌｗｏｒｓｔ， 则式（９）表示如下：
　 　 λｍａｘ（Ｃ） ＝ ＦＴ

ｌｗｏｒｓｔＣＦｌｗｏｒｓｔ ． （１２）
上式左边乘以 ＦＴ

ｌｗｏｒｓｔＦｌｗｏｒｓｔ ＝ ‖Ｆｌｗｏｒｓｔ‖２ ＝ １， 得

　 　 ＦＴ
ｌｗｏｒｓｔＣＦｌｗｏｒｓｔ ＝ λｍａｘ（Ｃ）ＦＴ

ｌｗｏｒｓｔＦｌｗｏｒｓｔ ＝ ＦＴ
ｌｗｏｒｓｔ λｍａｘ（Ｃ）Ｆｌｗｏｒｓｔ ． （１３）

２３６ 基于特征值分析的多尺度结构优化设计方法



式（１３）为最大特征值和与之对应特征向量的特征方程， Ｆｌｗｏｒｓｔ 可由矩阵 Ｃ 的最大特征值对应

的特征向量表示．
宏观结构采用 ＰＡＭＰ（ｐｏｒｏｕｓ ａｎｉｓｏｔｒｏｐｉｃ ｍａｔｅｒｉａｌ ｗｉｔｈ ｐｅｎａｌｉｚａｔｉｏｎ）方法表示，微观结构用

ＳＩＭＰ（ｓｏｌｉｄ ｉｓｏｔｒｏｐｉｃ ｍａｔｅｒｉａｌ ｗｉｔｈ ｐｅｎａｌｉｚａｔｉｏｎ）方法表示，假设微观结构所用材料的弹性模量为

ＤＢ， 微观结构所组成的微观材料的等效弹性模量为 ＤＨ， 则

　 　 ＤＭＩ ＝ γβＤＢ， （１４）
　 　 ＤＭＡ ＝ ρ αＤＨ， （１５）

其中， α，β 为宏观尺度与微观尺度的惩罚因子，γ，ρ 分别为微观尺度和宏观尺度的材料密度．
已知全局节点荷载 Ｆ， 宏观结构有

　 　 ＫＵ ＝ Ｆ， （１６）

　 　 Ｋ ＝ ∫
Ω
ＢＴＤＭＡＢｄΩ， （１７）

其中， Ｋ 为宏观结构的刚度矩阵， Ｂ 为应变矩阵， Ｕ 为全局节点位移．
ＤＨ 为连接宏观和微观尺度的桥梁，可由均匀化方法获得

　 　 ＤＨ ＝ １
Ｙ ∫ＹＤＭＩ（Ｉ － ｂｕＭＩ）ｄＹ， （１８）

其中， ｕＭＩ 为微观结构节点位移， ｂ 为应变矩阵．在二维问题中， Ｉ为 ３×３ 的单位矩阵， Ｙ 为单

胞面积．
计算矩阵 Ｃ的式（７）中包含刚度矩阵的逆矩阵，引入伴随矩阵 Ｚ，将式（７）改为如下形式：
　 　 Ｃ ＝ ＨＴＫ －１Ｈ ＝ ＺＴＨ ＝ ＺＴＫＺ， （１９）

其中

　 　 ＫＺ ＝ Ｈ ． （２０）
优化列式（１）转换为如下形式：

　 　

ｆｉｎｄ ρ，γ，
ｍｉｎ
ρ，γ

ｍａｘ
Ｆ

λ（Ｃ），

ｓ．ｔ．　 Ｃ ＝ ＺＴＫＺ，
ＫＺ ＝ Ｈ，
‖Ｆ‖ ＝ １，

ＰＭＩ∫
Ω
ρｄΩ

ＶＭＡ ≤ Ｐ，

∫
Ｙ
γｄＹ

ＶＭＩ
＝ ＰＭＩ，

０ ≤ ρ ｉ ≤ １， ０ ≤ γ ｊ ≤ １ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

（２１）

２．２　 灵敏度分析

　 　 Ｃ ＝ ＺＴＫＺ ＝ ∑
Ｎ

ｒ ＝ １
ＺＴ

ｒ ＫｒＺｒ， （２２）

其中， ｒ 表示宏观尺寸的第 ｒ 个单元，Ｎ 表示宏观单元总个数．式（２０）也可写为

　 　 ＫｒＺｒ ＝ Ｈｒ ． （２３）
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上式两边同时对设计变量 Ｘ 进行求导，得

　 　
∂Ｋｒ

∂Ｘ
Ｚｒ ＋ Ｋｒ

∂Ｚｒ

∂Ｘ
＝ ０． （２４）

对于式（２２），两边同时对设计变量 Ｘ 进行求导，得

　 　 ∂Ｃ
∂Ｘ

＝ ∑
Ｎ

ｒ ＝ １

∂ＺＴ
ｒ

∂Ｘ
ＫｒＺｒ ＋ ＺＴ

ｒ

∂Ｋｒ

∂Ｘ
Ｚｒ ＋ ＺＴ

ｒ Ｋｒ

∂Ｚｒ

∂Ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （２５）

由式（２４）可知，式（２５）可表示为如下形式：

　 　 ∂Ｃ
∂Ｘ

＝－ ∑
Ｎ

ｒ ＝ １
ＺＴ

ｒ

∂Ｋｒ

∂Ｘ
Ｚｒ ． （２６）

由于

　 　 Ｋ ＝ ∫
Ω
ＢＴＤＭＡＢｄΩ ＝ ∫

Ω
ＢＴρ αＤＨＢｄΩ， （２７）

将式（２７）代入式（２６），得

　 　 ∂Ｃ
∂Ｘ

＝－ ∑
Ｎ

ｒ ＝ １
ＺＴ

ｒ

∂∫
Ωｒ

ＢＴρ αＤＨＢｄΩ

∂Ｘ
Ｚｒ， （２８）

则

　 　 ∂Ｃ
∂ρ ｉ

＝ － ∑
Ｎ

ｒ ＝ １
ＺＴ

ｒ

∂∫
Ωｒ

ＢＴρ α
ｒ ＤＨＢｄΩ

∂ρ ｉ
Ｚｒ ＝

　 　 　 　 － ＺＴ
ｉ·∫

Ωｉ

ＢＴαρα－１
ｉ ＤＨＢｄΩ·Ｚ ｉ ＝ －

α
ρ ｉ

Ｃｉ ． （２９）

同理可得

　 　 ∂Ｃ
∂γ ｊ

＝ － ∑
Ｎ

ｒ ＝ １
ρα
ｒ·ＺＴ

ｒ ∫
Ωｒ

ＢＴ ∂ＤＨ

∂γ ｊ
ＢｄΩæ

è
ç

ö

ø
÷·Ｚｒ ． （３０）

２．３　 优化流程图

本文优化方法具体的流程如图 ２ 所示．

图 ２　 优化流程图

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｆｌｏｗ ｃｈａｒｔ ｏｆ ｔｈｅ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｐｒｏｃｅｄｕｒｅ

４３６ 基于特征值分析的多尺度结构优化设计方法



３　 数 值 算 例

３．１　 矩形设计域算例

如图 ３ 所示，悬臂梁设计域是长宽比为 ２ ∶ １ 的矩形，左端固定端约束，右侧边中点处作用

有不确定性荷载．微观单胞是 １×１ 的正方形，本算例中的中间小正方形区域初始密度设为 １，
其他部分密度设为 ０．４．宏观设计域体积约束为 ０．２，微观设计域的体积约束为 ０．４，弹性模量 Ｅ
设定为 １，微观材料 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比为 ０．３，惩罚因子在宏观尺度和微观尺度中分别设为 ３ 和 ４．

图 ３　 宏观（悬臂梁）和微观设计域

Ｆｉｇ． ３　 Ｍａｃｒｏ（ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ） ａｎｄ ｍｉｃｒｏ ｄｅｓｉｇｎ ｄｏｍａｉｎｓ

本算例中的微观设计域划分为 ２０×２０ 和 ４０×４０ 的正方形网格，宏观设计域划分为 ５０×２５
和 ８０×４０ 的正方形网格，优化结果如表 １ 所示．

表 １　 不同网格划分下多尺度优化的最终结果

Ｔａｂｌｅ １　 Ｍｕｌｔｉ⁃ｓｃａｌｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｄｅｓｉｇｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｅｓｈｉｎｇｓ

　 　 从表 １ 中可以看出，宏观尺度的网格划分不同时，宏观结构拓扑形状基本相同，宏观结构

拓扑形状与竖直方向荷载作用时的优化结果类似．在微观尺度网格划分不同时，微观材料分布

情况类似，均为 ｋａｇｏｍｅ 形状单胞．从图 ４ 的收敛曲线可以看出，在迭代 ２５ 步之后趋于收敛，各
不同网格划分下的特征值收敛曲线基本接近，即收敛的特征值相近．也就是说本文中的模型宏

观和微观尺度均不依赖网格划分．
悬臂梁右侧中点处作用有竖直向上或竖直向下的荷载时，悬臂梁产生的位移最大，也就是

说使悬臂梁柔度最大的最不利荷载方向为竖直向上或竖直向下．而本算例中的最不利荷载向

５３６孙　 国　 民　 　 　 张　 效　 忠　 　 　 孙　 延　 华



量为［０，－１］ Ｔ，所得结果与现实情况相吻合，说明本文所建模型是合理的．

图 ４　 不同网格划分下迭代收敛曲线 图 ５　 宏观（反 Ｌ 形梁）和微观设计域

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｉｔｅｒａｔｉｏｎ ｈｉｓｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｅｓｈｉｎｇｓ Ｆｉｇ． ５　 Ｍａｃｒｏ（ｒｅｖｅｒｓｅ Ｌ⁃ｓｈａｐｅ ｂｅａｍ） ａｎｄ

ｍｉｃｒｏ ｄｅｓｉｇｎ ｄｏｍａｉｎｓ

３．２　 反 Ｌ形设计域

宏观反 Ｌ 形设计域结构尺寸如图 ５ 所示，宏观设计域用 ０．０５×０．０５ 的正方形网格来划分，
上端固定端约束，左边中点处作用有单位不确定荷载．微观单胞是 １×１ 的正方形，划分为 ２０×
２０ 的正方形网格．

本算例中微观设计域的初始密度分为两种：微观设计域中间部分初始密度小于其余部分

时定义为初始构型 １，中间部分初始密度大于其余部分时定义为初始构型 ２．
宏观设计域体积约束为 ０．２，微观设计域的体积约束为 ０．４，弹性模量 Ｅ 设定为 １０，微观材

料 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比为 ０．３，惩罚因子在宏观尺度和微观尺度中分别设为 ３ 和 ４．
微观设计域初始密度不同时，宏观尺度和微观尺度优化结果如表 ２ 所示．

表 ２　 反 Ｌ 形梁优化结果

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｅ ｒｅｖｅｒｓｅ Ｌ⁃ｓｈａｐｅ ｂｅａｍ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｄｅｓｉｇｎ ｒｅｓｕｌｔｓ

　 　 通过表 ２ 可知，利用本文所提多尺度优化方法来建立模型，所得的宏观尺度优化结果与有

名义值的不确定荷载作用时的宏观尺度优化结果［１１］ 类似，微观结构拓扑形式类似．单位不确

定荷载可以认为是名义值为零的一种特殊形式，无名义值的不确定荷载作用下，与有名义值的

不确定优化结果差别不大．

６３６ 基于特征值分析的多尺度结构优化设计方法



微观尺度的初始密度不同时， 利用本文模型计算的宏观结构拓扑结构基本相同， 微观单

胞相似， 由微观单胞周期性组成的微观材料分布是类似的．如图 ６ 所示，两种初始构型下最终

的收敛值接近． 故本文所提计算方法对微观尺度的初始密度依赖不大． 单尺度传统优化列式

下得到的反 Ｌ 形梁的最不利荷载向量为［０．４６６ ７，－０．８８４ ４］ Ｔ， 本算例所得最不利荷载向量为

［０．４８５ ３，－０．８７４ ３］ Ｔ，所得结果相近，说明由本文所提出的多尺度优化方法是合理的．

图 ６　 不同初始密度下的特征值收敛曲线 图 ７　 宏观桥形设计域和微观设计域

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｉｔｅｒａｔｉｏｎ ｈｉｓｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ｍａｃｒｏ ｂｒｉｄｇｅ ｄｅｓｉｇｎ ｄｏｍａｉｎ

ｉｎｉｔｉａｌ ｄｅｎｓｉｔｉｅｓ ａｎｄ ｍｉｃｒｏ ｄｅｓｉｇｎ ｄｏｍａｉｎｓ

３．３　 桥形设计域

如图 ７ 所示，宏观尺度设计域为一个类桥形的设计域，划分为 ５０×２５ 的正方形网格；微观

尺度设计域为一个正方形设计域，划分为 ２０×２０ 的正方形网格．宏观设计域底部共有 ４９ 个节

点作用有竖向荷载，则矩阵 Ｃ 为一个 ４９×４９ 的对称矩阵．宏观总体积约束为 ０．２，微观体积约束

为 ０．４，宏观和微观的惩罚因子均为 ３，微观所用材料的弹性模量设为 １０，Ｐｏｉｓｓｏｎ 比设为 ０．３．
如图 ７ 所示，微观设计域初始密度值分为两类： 一类为初始构型 １， 颜色较浅的小正方形

部分密度为 ０．４， 其余部分密度为 ０．４５； 一类为初始构型 ２， 颜色较深的小正方形部分密度为

０．４５， 其余部分密度为 ０．４．不同初始构型下多尺度优化结果如表 ３ 所示．
表 ３　 不同初始密度下多尺度优化的最终结果

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｍｕｌｔｉ⁃ｓｃａｌｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｄｅｓｉｇｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｉｎｉｔｉａｌ ｄｅｎｓｉｔｉｅｓ

　 　 为了进一步验证该方法对微观单胞初始密度的依赖性，所设初始构型的密度差异较小，得
到的微观单胞相同，相应的材料分布相同，宏观结构拓扑形状也相同，最优结构所对应的特征

值相近（如图 ８ 所示），最不利荷载分布也相似（如图 ９ 所示）．故本文所提双尺度优化设计方

法对微观单胞初始密度依赖不大．
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图 ８　 不同初始密度下的特征值收敛曲线 图 ９　 不同初始密度下的最不利荷载分布

Ｆｉｇ． ８　 Ｔｈｅ ｉｔｅｒａｔｉｏｎ ｈｉｓｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ Ｆｉｇ． ９　 Ｔｈｅ ｗｏｒｓｔ ｌｏａｄ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｏｆ

ｉｎｉｔｉａｌ ｄｅｎｓｉｔｉｅｓ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｉｎｉｔｉａｌ ｄｅｎｓｉｔｉｅｓ

４　 结论与展望

本文提出了基于特征值分析的多尺度结构拓扑优化模型，通过大量算例可知，单位不确定

荷载与有名义值的不确定荷载作用下的优化结果类似，单位不确定荷载可以认为是名义值为

零的一种特殊形式．
本文所提出的双尺度优化设计方法在宏观和微观尺度上的网格划分不同时，宏观拓扑结

构和微观材料分布相似，故本文所提优化设计方法对网格划分没有依赖性，且收敛快速，所得

宏观结构和微观材料分布合理，微观单胞多数为 ｋａｇｏｍｅ 或类 ｋａｇｏｍｅ 形．
在单胞的初始密度不同时，如果初始密度相差较大，基本单胞的最优结果相差半个周期，

但是由基本单胞组成的微观材料相同；如果初始密度相差较小，基本单胞的最优结果相同，因
此微观设计域的初始密度对宏观拓扑结构和微观材料分布影响较小．

在确定性荷载作用下，以柔度为目标函数或者同时以柔度和热变形为目标函数［１３］，均表

明无法通过增加微观材料用量来提高宏观结构的承载能力，而且宏观结构与微观材料是有耦

合效应的［１４］ ．在不确定性荷载作用下，宏观拓扑结构和微观基本单胞的收敛速度有时也不同

步，它们之间的耦合效应和材料用量关系还需进一步研究．
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