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摘要：　 基于经典梁理论，运用虚功原理和变分法推导了均匀变温场与横向均布荷载联合作用的

功能梯度梁的几何非线性控制方程．考虑端部不可移夹紧边界条件，运用打靶法求解了该两点边值

问题．当横向均布荷载为 ０ 时，考察了功能梯度梁的热屈曲临界升温和屈曲平衡路径．当均匀变温

与横向均布荷载都不为 ０ 时，考察了功能梯度梁的荷载⁃挠度曲线．数值结果表明：随材料体积分数

指数增加，梁的有量纲热屈曲临界升温显著减小，后屈曲变形显著增加；变温对功能梯度梁的荷载⁃
挠度曲线影响非常显著．发现了功能梯度梁的双稳态构形及其转换现象，梁的最终平衡位形不但与

变温及荷载参数有关，还与加载历程有关．
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引　 　 言

与常规复合材料性能的分段变化不同，功能梯度材料（ＦＧＭ） ［１⁃２］ 的特征在于其微观结构

的连续变化．这种材料组成特点，使 ＦＧＭ 构件能够消除不同组分材料间的界面效应，因此，此
类构件可以同时具有高强度、高韧性、高热阻且可减少应力集中等优越的力学性能．自从 ＦＧＭ
问世以来，人们对 ＦＧＭ 板壳结构力学行为的研究已经取得了诸多成果［３⁃８］ ．其中，文献［８］基于

Ｒｅｄｄｙ 高阶剪切变形板理论，得到的包含剪切变形效应、拉⁃弯耦合效应和热耦合效应的功能

梯度材料平板的广义 Ｋáｒｍáｎ 型大挠度方程，奠定了功能梯度复合材料板壳结构非线性分析

的基础．近年来，人们对 ＦＧＭ 梁的静、动力学特性的研究也取得了显著进展．Ｓａｎｋａｒ 等［９］ 假设

材料组分沿梁的厚度方向呈指数形式变化，给出了横向荷载以及热荷载作用下 ＦＧＭ 弹性梁的

二维解，并在平面假设下，对横向荷载以及热荷载作用下 ＦＧＭ Ｅｕｌｅｒ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 梁的应力进行了

研究．仲政等［１０］假设材料弹性模量沿厚度按梯度函数分布，并采用弹性力学半逆解法，求得了

ＦＧＭ 悬臂梁自由端作用集中力偶和集中力以及在均布荷载作用时的通解．Ｋａｄｏｌｉ 等［１１］ 基于高

阶剪切变形理论，对 ＦＧＭ 梁的静力学特性进行了分析．基于轴线可伸长理论并考虑横向剪切

变形效应，李世荣等［１２］ 对横向非均匀升温作用的 ＦＧＭ 梁的热后屈特性进行了分析．Ｌｉｂｒｅｓｃｕ
等［１３］研究了高温环境下 ＦＧＭ 薄壁梁的振动和不稳定性，并分析了体积分数和温度梯度等因
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素的影响．Ｂｈａｎｇａｌｅ 等［１４］运用有限元方法对 ＦＧＭ 夹层梁的热弹屈曲和振动行为进行了研究．
对于沿高度 ／厚度方向呈梯度变化的功能梯度梁 ／板结构，由于其组分材料热物参数的差

异，相对初始无应力状态的任意小温度改变，通常会导致结构横截面上产生热弯矩，从而导致

结构发生挠曲变形．但对于端部 ／边界不可移夹紧的情况，在单一升温因素作用下，由于受端

部 ／边界约束弯矩的作用，此类结构呈现出明显的分支点屈曲特性［１５⁃１７］ ．据此不难想象，对于

热⁃机械荷载作用的端部不可移夹紧功能梯度梁，由于加载历程的不同，当升温大于热屈曲临

界升温之后，对应的梁的荷载⁃挠度曲线会存在迂回区的情形．在迂回区，梁存在两个稳态构形

（仅考虑最低热屈曲模态），梁的稳态构形不但与升温值、机械荷载的大小和方向有关，还与加

载历程有关．有些加载过程会导致梁的平衡状态在两个稳态构形之间突然转换（也即“跳跃”）
这一非线性系统特有的现象出现．但到目前为止，对功能梯度梁此类几何非线性特性的相关研

究还较少见．对于具有迂回特性的荷载⁃挠度曲线，如果采用逐步加载（这里仅指机械荷载）法，
要得到完整的荷载⁃挠度曲线是比较困难的；如果逐步施加位移［１８］，则能容易地得到完整的荷

载⁃挠度曲线．基于此，本文采用文献［１８］所用的逐步位移加载技术，着重考察了热⁃机械荷载

联合作用下，细长功能梯度梁的双稳态构形及其相互转换的现象．当变温参数为 ０ 时，模型退

化为功能梯度梁在横向荷载作用下的平面弯曲问题；当横向荷载为 ０ 时，模型退化为功能梯度

梁在均匀升温时的热屈曲问题，文中分别考察了这两种情况下功能梯度梁的平衡路径，计算了

热屈曲临界温度．

１　 功能梯度梁

考虑一长度为 ｌ，截面宽度为 ｂ，高度为 ｈ的矩形截面功能梯度梁，坐标系（ＯＸＹＺ） 如图１所

示，Ｘ 轴为梁的轴线，Ｙ 和 Ｚ 轴分别为梁横截面的水平和竖向对称轴．梁在均匀变温 Ｔ 和纵向对

称面内的均匀线布荷载 ｑ 作用下，只会发生 ＸＯＺ 面内的平面弯曲．Ｗ ＝ Ｗ（Ｘ） 为梁轴线横向挠

度函数，与 Ｚ轴正向一致为正；Ｕ ＝ Ｕ（Ｘ） 为梁横截面形心的轴向位移函数，与 Ｘ 轴正向一致为

正．假定梁的上表面为纯陶瓷，下表面为纯金属，并满足如下体积分数关系［１９］：

　 　 Ｖｃ（Ｚ） ＝ ２Ｚ ＋ ｈ
２ｈ
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， Ｖｍ（Ｚ） ＝ １ － Ｖｃ（Ｚ）， （１）

式中 Ｖｃ 和 Ｖｍ 分别为陶瓷和金属材料的体积分数，非负指数 ｋ 为材料的体积分数指数．

图 １　 梁的几何坐标

Ｆｉｇ． １　 Ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ

由于构成 ＦＧＭ 的常见组分材料的材料常数对变温依赖性并不显著，再考虑到本文计算数

据所考虑的变温幅度较小，因此，下文中 ＦＧＭ 常数 Ｐｅｆｆ 不考虑变温的影响，并设其沿厚度方向

的变化规律［１９］为
　 　 Ｐｅｆｆ（Ｚ） ＝ ＰｃＶｃ（Ｚ） ＋ ＰｍＶｍ（Ｚ）， （２）

式中 Ｐ 为不依赖温度的材料常数，下标 ｃ 和 ｍ 分别指陶瓷和金属组分．
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由式（１）和式（２）不难得到功能梯度梁的材料弹性模量 Ｅ、热膨胀系数 α 如下：
　 　 ［Ｅ（Ｚ），α（Ｚ）］ ＝ ［Ｅｍ，αｍ］ ＋ ［Ｅｃｍ，αｃｍ］［（２Ｚ ＋ ｈ） ／ （２ｈ）］ ｋ， （３）

式中 Ｅｃｍ ＝ Ｅｃ － Ｅｍ， αｃｍ ＝ αｃ － αｍ ．当 Ｚ ＝ ｈ ／ ２ 时， Ｅ ＝ Ｅｃ， α ＝ αｃ； 当 Ｚ ＝－ ｈ ／ ２ 时， Ｅ ＝ Ｅｍ， α
＝ αｍ ．另外，假设材料 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比 ν 为常数［１９］ ．

２　 边 值 问 题

２．１　 控制方程

根据经典梁理论，考虑前述坐标系，对称弯曲时梁横截面上任意点 （Ｘ，Ｙ，Ｚ） 的几何非线

性应变⁃位移关系可由文献［２０］中的相应关系退化为

　 　 εＸ ＝ ｄＵ
ｄＸ

＋ １
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考虑温度应力的应力⁃应变关系为

　 　 σＸ ＝ Ｅ（Ｚ）［εＸ － α（Ｚ）Ｔ］， （５）
式中 Ｔ 为相对初始无应力状态的均匀变温场．

根据虚功原理有

　 　 δＷ ＝ ∫ｌ
０
ｄＸ∫

Ａ
σＸδεＸｄＡ － ∫ｌ

０
ｑδＷｄＸ ＝ ０， （６）

式中 Ａ 为梁横截面面积域，ｑ 为作用在纵向对称面内的沿轴向均匀线布荷载．
将式（４）、（５）代入式（６），经变分运算（限于篇幅，本文未给出运算过程），并考虑如下无

量纲量：
　 　 ｗ ＝ Ｗ ／ ｌ， ｕ ＝ Ｕ ／ ｌ， ｘ ＝ Ｘ ／ ｌ， λ ＝ ｌ ／ ｈ， μ ＝ １２αｍＴλ２Ｅ ／ Ｅ， Ｑ ＝ １２ｑλ３ ／ （Ｅｂ），

式中 ｗ 和 ｕ 分别为无量纲横向和轴向位移，ｘ 为无量纲轴向坐标，Ｑ 为无量纲横向均匀线布荷

载，μ 为相对初始无应力状态的无量纲变温，
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最终得无量纲形式的位移型几何非线性控制方程如下：
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２．２　 边界条件

不可移夹紧边界条件：

　 　 ｕ ＝ ｗ ＝ ｄｗ
ｄｘ

＝ ０，　 　 ｘ ＝ ０，１． （９）

０１５ 功能梯度梁在热⁃机械荷载作用下的几何非线性分析



中心对称条件：

　 　 ｕ ＝ ｄｗ
ｄｘ

＝ ｄ３ｗ
ｄｘ３

＝ ０，　 　 ｘ ＝ ０．５． （１０）

３　 打靶法求解说明

方程（７）、（８），边界条件（９）及中心对称条件（１０）为均匀变温场中、横向均匀线布荷载作

用的端部不可移夹紧功能梯度梁轴对称弯曲变形的常微分方程两点边值问题，易用打靶法［１８］

计算得到其数值结果．为了用打靶法求解上述两点边值问题，设
　 　 Ｙ ＝ （ｙ１ 　 ｙ２ 　 ｙ３ 　 ｙ４ 　 ｙ５ 　 ｙ６ 　 ｙ７） Ｔ ＝ （ｗ　 ｗ′　 ｗ″　 ｗ‴　 ｕ　 ｕ′　 Ｑ） Ｔ ．

则原两点边值问题可化为下述初值问题：

　 　 ｄＹ
ｄｘ

＝ Ｈ（Ｙ，ｘ） ＝ （ｙ２ 　 ｙ３ 　 ｙ４ 　 ϕ１ 　 ｙ６ 　 ϕ２ 　 ０） Ｔ，　 　 ｘ ∈ ［０．５，１］，

式中 ϕｉ（ ｉ ＝ １，２） 可以从非线性方程（７）、（８）中得到，不再赘述；
　 　 Ｙ（０．５） ＝ （η 　 ０　 Ｖ１ 　 ０　 ０　 Ｖ２ 　 Ｖ３） Ｔ，

式中 η 为 ｘ ＝ ０．５ 处的初始挠度（赋值），Ｖｉ（ ｉ ＝ １，２，３） 为待定参数，由 ｘ ＝ １ 处的边界条件确定．

４　 数值结果分析

４．１　 功能梯度梁的热屈曲平衡路径

对于本文模型，需要指出的是，当 ｋ ＝ ０ 时，模型退化为均质陶瓷梁；当 ｋ ＝ ＋ ∞ 时（此种情

形与令 ｋｃ ＝ ｋｍ，α ｃ ＝ αｍ 的情形相同，为简单起见，下文不再赘述），模型退化为均质铝梁．还需要

指出的是，在前述边界条件下，当横向荷载 Ｑ ＝ ０ 时，方程（７）、（８）退化为功能梯度梁在均匀变

温场中的热屈曲几何非线性控制方程，不但可以分析热屈曲临界升温，还可以分析后屈曲平衡

路径．考虑到分析后屈曲平衡路径需要大变形且使梁能在线弹性范围内工作，在端部不可移夹

紧边界条件下，通过试算，本文选取长度 ｌ ＝ １ ５００ ｍｍ、高度 ｈ ＝ １０ ｍｍ 和宽度 ｂ ＝ １２ ｍｍ 的细

长矩形截面梁，并取组分材料弹性模量 Ｅｃ ＝ ３８０ ＧＰａ 和 Ｅｍ ＝ ７０ ＧＰａ，热膨胀系数 α ｃ ＝ ２．３ ×
１０ －５ ℃ －１和 αｍ ＝ ７．４ × １０ －６ ℃ －１，Ｐｏｉｓｓｏｎ 比 ν ＝ ０．３ 作为算例进行计算．

已经知道，压杆的 Ｅｕｌｅｒ 临界荷载是在微小弯曲位形上计算的．在小变形时，控制方程

（７）、（８）中的非线性项可以略去，方程退化为一个关于挠度 ｗ 为未知函数的二阶常系数齐次

线性微分方程，即方程（７）中的前两项之和等于 ０（分析热屈曲问题时，横向荷载 Ｑ ＝ ０） ．该方

程与分析理想轴心受压直杆的 Ｅｕｌｅｒ 临界荷载所用到的无量纲微分方程［２１］完全一样．另外，分
析热屈曲临界升温时端部不可移夹紧边界条件和分析理想轴心受压直杆的 Ｅｕｌｅｒ 临界荷载时

一端固定、另一端夹紧轴向可移边界条件有完全相同的数学形式（挠度及其一阶导数均为 ０）．
据此不难判断，所得到的无量纲热屈曲临界升温和无量纲轴向压力在数值上是相等的．用打靶

法计算本文边值问题得到的数值结果为 ３９．４３９（在分支点附近，变形很小，非线性效应可忽

略），该值与线性理论的解析解 ４π２［２１］能很好一致．
为了考察材料体积分数指数 ｋ 对功能梯度梁的热屈曲平衡路径的影响，图 ２ 在给定 ３ 个

指数 ｋ ＝ ０，０．４，１．０ 的情况下，给出了梁的无量纲中心挠度 ｗ（０．５） 与无量纲均匀变温 μ 的关系

曲线．从图中可以看出，当 μ ＜ ４π ２ 时，梁的中心挠度始终为 ０；当 μ ＞ ４π ２ 后，梁的中心挠度迅

速增加（两支） ．这表明，梁在 μ ｃｒ ＝ ４π ２ 时发生了分支点屈曲．从图中还可以看出，屈曲后，指数

ｋ 对无量纲量给出的梁的热屈曲平衡路径有影响，但并不显著．
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图 ２　 体积分数指数 ｋ 对 ＦＧＭ 梁无量纲 图 ３　 体积分数指数 ｋ 对 ＦＧＭ 梁有量纲

热屈曲平衡路径的影响 热屈曲平衡路径的影响

Ｆｉｇ． ２　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｖｏｌｕｍｅ ｆｒａｃｔｉｏｎ ｉｎｄｅｘ ｋ ｏｎ Ｆｉｇ． ３　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｖｏｌｕｍｅ ｆｒａｃｔｉｏｎ ｉｎｄｅｘ ｋ ｏｎ
ｔｈｅ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｔｈｅｒｍａｌ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｔｈｅ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｔｈｅｒｍａｌ ｂｕｃｋｌｉｎｇ
ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ｐａｔｈ ｏｆ ｔｈｅ ＦＧＭ ｂｅａｍ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ｐａｔｈ ｏｆ ｔｈｅ ＦＧＭ ｂｅａｍ

为了更加直观，图 ３ 在给定一组材料体积分数指数 ｋ ＝ ０，０．１，０．２，０．４，１．０，２．０，＋∞的情况

下，给出了梁的有量纲热屈曲平衡路径．从图中容易看出，指数 ｋ 对有量纲量给出的梁的热屈

曲平衡路径有非常显著的影响．对于图中给定的指数 ｋ，随其增加，梁的有量纲热屈曲临界升温

在显著降低，同一升温对应的梁的有量纲后屈曲中心挠度在显著增加．这一现象表明，对于端

部不可移夹紧梁，当梁的几何尺寸确定时，可以通过调整指数 ｋ 来控制梁的有量纲热屈曲临界

升温和后屈曲中心挠度．

图 ４　 体积分数指数 ｋ 对 ＦＧＭ 梁荷载⁃挠度曲线的影响

Ｆｉｇ． ４　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｖｏｌｕｍｅ ｆｒａｃｔｉｏｎ ｉｎｄｅｘ ｋ ｏｎ ｔｈｅ ｌｏａｄ⁃ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ＦＧＭ ｂｅａｍ

４．２　 功能梯度梁在机械荷载作用下的响应

当 Ｔ ＝ ０ 时，方程（７）、（８）退化为功能梯度梁在横向均布荷载作用下的几何非线性弯曲控

制方程．为了考察材料体积分数指数 ｋ 对梁横向弯曲变形的影响，在不变温并给定材料体积分

数指数 ｋ ＝ ０，０．２，０．４，０．６，１．０，２．０，１０．０，＋∞的情况下，图 ４ 给出了不同 ｋ 值对应的梁的中心挠

度与横向均布荷载的关系曲线．从图中容易看出，梁中心挠度 Ｗ（０．５） 是横向均布荷载 ｑ 的单

值函数，且正、反向加载对梁的中心挠度几乎无影响．另外，从图中还可以看出，随指数 ｋ 的增

加，同一荷载对应的梁中心挠度在增加，这是因为随 ｋ 增加，梁中金属组分含量增加而陶瓷组
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分含量减少（由于本文给定的金属组分弹性模量小于陶瓷组分弹性模量），因此，指数 ｋ增加会

导致梁的弯曲刚度显著减小进而导致挠度显著增加．应该指出的是，随指数 ｋ 的增加，其对挠

度影响逐渐减小，这是因为，随着 ｋ 的增加，其变化对梁中组分材料含量的影响逐渐减小，从而

对梁弯曲刚度的影响会显著减弱．此外，从荷载⁃挠度曲线的凹、凸性可以判断，系统属于硬特

性非线性系统，这也与定性分析的结论一致．
４．３　 功能梯度梁在热⁃机械荷载联合作用时的响应

为了考察功能梯度梁在均匀变温场和横向均布荷载联合作用时的响应规律，在 ｋ ＝ １ 时，
图 ５ 给出了 ７ 个变温参数 Ｔ ＝ ４０， ３０， ２０， ９．１７， ５， ０， － １０ ℃对应的梁的荷载⁃挠度曲线．从图

中看出： ① 变温对荷载⁃挠度曲线有显著的影响； ② 当 Ｔ ＜ Ｔｃｒ ＝ ９．１７ ℃（线性理论的解析解

为 ９．１７８ ℃）时，梁中心挠度 Ｗ（０．５） 是均布荷载 ｑ 的单值函数，这表明随均布荷载 ｑ 的连续变

化，梁的平衡状态是连续变化的； ③ 当 Ｔ ＞ Ｔｃｒ 之后，在 ｑ ＝ ０ 的临近区域内，梁的荷载⁃挠度曲

线出现了迂回区，在该区域，同一个荷载 ｑ 对应 ３ 个跨中挠度 Ｗ（０．５），多解性导致结构的平衡

状态在该区域会发生跳跃，这是典型的非线性现象．以 Ｔ ＝ ２０ ℃对应的荷载⁃挠度曲线为例：当
荷载 ｑ ＝ ０ 时，对应 ３ 个平衡位形（图中 Ｏ、Ｇ和 Ｈ三点） ．其中 Ｏ 点对应的未变形位形是不稳定

的位形，它仅仅是非线性边值问题（方程（７） ～ （１０））数学上的解，在物理上不能实现； Ｇ 点（挠
曲线凸向 Ｚ 轴正向） 和 Ｈ 点（挠曲线凸向 Ｚ 轴负向） 对应的挠度均是由热屈曲单一因素引起

的， 都是稳态位形．从Ｇ 点开始， 如逐步增大正向荷载， 荷载⁃挠度曲线会沿着 Ｇ至Ｃ的路径变

化．从 Ｃ 端开始，如果逐步减小正向荷载直至荷载变为 ０，荷载⁃挠度曲线会沿着 Ｃ 至 Ｇ 变化．从
Ｇ至Ｄ区段，荷载从０开始并沿负方向逐渐增加，但梁跨中挠度依然为正值，表明梁向正向屈曲

后，从外凸的一侧逐渐加压（负向），梁的屈曲位形不会立即翻转到负坐标一侧．当沿负向加载

至 Ｄ 点（ｑｄ ＝ － ０．０９３ ５８ ｋＮ ／ ｍ，为下文叙述方便，将此类荷载称为下临界荷载）时，梁的平衡位

形处于临界不稳定状态，此时，任何微小的扰动都可能使梁的平衡位形由 Ｄ点跳跃到Ｅ点．从Ｅ
点开始，如果继续增大负向荷载，荷载⁃挠度曲线会沿着 Ｅ 至 Ｆ 的路径变化．如果从 Ｆ 端开始逐

渐减小负向荷载直至为 ０，荷载⁃挠度曲线会沿着 ＦＥＨ 的路径变化．从 Ｈ 至 Ａ 区段，从 ０ 开始逐

渐增大正向荷载，但梁跨中挠度依然为负值，表明梁向负向屈曲后，从外凸的一侧逐渐加压

（正向），梁的屈曲位形不会立即翻转到正坐标一侧．当正向加载至 Ａ 点（ｑｕ ＝ ０．０９３ ５８ ｋＮ ／ ｍ，
为下文叙述方便，将此类荷载称为上临界荷载）时，梁的平衡位形又一次处于临界不稳定状

态，此时，任何微小的扰动都可能使梁的平衡位形由 Ａ 点跳跃到 Ｂ 点．从 Ｂ 点开始，如果继续增

大正向荷载，荷载⁃挠度曲线会沿着 Ｂ 至 Ｃ 路径变化．需要指出的是，当荷载 ｑ 大于上临界荷载

（对应 ＢＣ段曲线） 或小于下临界荷载（对应 ＥＦ段曲线） 时，梁的平衡状态是唯一的，相应的平

衡是稳定的．当荷载 ｑ界于上、下临界荷载之间（对应ＢＤ、ＥＡ和 ＡＤ段曲线） 时，边值问题具有 ３
个解，其中 ＢＤ 和 ＥＡ 段曲线对应的梁的平衡状态是稳定的，换句话说，在该区间，一个横向荷

载，对应梁的两个稳态位形（双稳态构形），梁究竟处于哪一个位形，与加载历程有关；而 ＡＤ 段

曲线仅是数学上的解，梁不会出现此种平衡状态．对其他温度 （Ｔ ＞ ９．１７ ℃）的情形，除了上、
下临界荷载有变化以外，荷载⁃挠度曲线响应规律与 Ｔ ＝ ２０ ℃对应的荷载⁃挠度曲线的响应规

律完全雷同，不再赘述．
为了比较不同材料体积分数指数 ｋ 对梁在热⁃机械荷载联合作用时的荷载⁃挠度曲线的影

响，当 ｋ ＝ ０．２ 时，图 ６ 给出了 ７ 个变温参数 Ｔ ＝ ４０，３０，１４．２４，１０，５，０，－１０ ℃对应的梁的荷载⁃
挠度曲线．与图 ５ 中的结果比较可以发现，此时对应的热屈曲临界升温为 １４．２４ ℃，另外，上、下
临界荷载发生了一定的变化，其余变化规律与图 ５ 中的响应规律完全雷同，不再赘述．
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图 ５　 均匀变温场 Ｔ 对 ＦＧＭ 梁荷载⁃挠度 图 ６　 均匀变温场 Ｔ 对 ＦＧＭ 梁荷载⁃挠度

曲线的影响 （ｋ ＝ １） 曲线的影响 （ｋ ＝ ０．２）
Ｆｉｇ． ５　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｕｎｉｆｏｒｍ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｆｉｅｌｄ Ｔ ｏｎ ｔｈｅ Ｆｉｇ． ６　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｕｎｉｆｏｒｍ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｆｉｅｌｄ Ｔ ｏｎ ｔｈｅ

ｌｏａｄ⁃ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ＦＧＭ ｂｅａｍ ｌｏａｄ⁃ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ＦＧＭ ｂｅａｍ
（ｋ ＝ １） （ｋ ＝ ０．２）

图 ７　 均匀变温场中不同的荷载 ｑ 对应的 ＦＧＭ 梁的平衡构形

Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ＦＧＭ ｂｅａｍ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｌｏａｄｓ ｑ ｉｎ ｔｈｅ ｕｎｉｆｏｒｍ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｆｉｅｌｄ

为了更加直观，对于 ｋ ＝ １ 的功能梯度梁，当 Ｔ ＝ ２０ ℃时，针对 ｑ ＝ ０．２，０．０５，０，－０．０５，－０．２
ｋＮ ／ ｍ 这 ５ 个荷载参数，图 ７ 给出了对应的 ８ 个稳态构形．其中 ｑ ＝ ０．２ ｋＮ ／ ｍ 或－０．２ ｋＮ ／ ｍ 时，
结构均只有唯一的平衡位形（是稳定的位形）．ｑ ＝ ０ ｋＮ ／ ｍ 对应的两个构形代表的是从正、负两

个方向屈曲得到的两个稳态热屈曲构形，形状对称于初始直线位形．ｑ ＝ ０．０５ ｋＮ ／ ｍ 对应的两个

稳态构形，其中纵坐标大于 ０ 的一支曲线代表梁向正坐标一侧屈曲后，并受到正向（从凹侧指

向凸侧）０．０５ ｋＮ ／ ｍ 的荷载时对应的构形；纵坐标小于 ０ 的一支曲线代表梁向负坐标一侧屈曲

后，并受到正向（从凸侧指向凹侧）０．０５ ｋＮ ／ ｍ 的荷载时对应的构形．ｑ ＝ － ０．０５ ｋＮ ／ ｍ 对应的两

个稳态构形，其中纵坐标大于零的一支曲线代表梁向正坐标一侧屈曲后，并受到负向（从凸侧

指向凹侧）０．０５ ｋＮ ／ ｍ 的荷载时对应的构形；纵坐标小于 ０ 的一支曲线代表梁向负坐标一侧屈

曲后，并受到负向（从凹侧指向凸侧）０．０５ ｋＮ ／ ｍ 的荷载时对应的构形．上述屈曲构形描述的物

理现象与定性分析完全一致．

５　 结　 　 论

１） 经典理论下的端部不可移夹紧功能梯度梁的热屈曲平衡路径具有明显的分支特征．
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２） 随梯度指数的增加，同一几何尺度的端部不可移夹紧功能梯度梁的有量纲热屈曲临界

升温在减小．因此，可以通过调整材料体积分数指数来调整此类梁的有量纲热屈曲临界升温．
３） 当均匀升温大于梁的热屈曲临界升温后，在横向均布荷载的一定取值域内，端部不可

移夹紧功能梯度梁存在两种稳态构形，梁究竟处于哪一种稳态构形，不但与变温和荷载参数有

关，而且与加载历程有关．
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６１５ 功能梯度梁在热⁃机械荷载作用下的几何非线性分析
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