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摘要：　 结构参数的不确定性会导致其动力特性的不确定性， 量化动力特性的不确定性能为结构

动力设计分析提供准确的动力信息．统计矩是表征结构动力特性不确定性非常重要的统计量， 比

如均值和方差．传统的Ｍｏｎｔｅ⁃Ｃａｒｌｏ（蒙特⁃卡洛）模拟方法需要大量次数的模型运算来保证结果的收

敛， 其用于复杂结构的动力特性统计矩计算因耗时太高而使用受限．该文采用多项式混沌展开替

代模型来取代计算花费高的有限元模型， 然后在替代模型框架下快速有效地计算结构动力特性的

统计矩．该方法在建立替代模型之初只需要少量次数有限元分析， 后续的统计矩计算无需有限元

模型， 因此从根本上解决了动力特性统计矩计算花费高的难题．该文的多项式混沌展开方法适用

于参数服从任意概率分布， 能够有效地计算高阶统计矩， 为量化结构动力特性不确定性提供更多

统计矩信息．最后通过平铝板算例验证了此方法的有效性．
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引　 　 言

结构动力特性是结构动力响应分析和动力设计的基础， 因此结构动力特性非常重要．结
构动力特性主要取决于结构系统刚度、质量分布以及边界条件等因素， 对于结构的抗震抗风

设计、振动分析等均有重要意义， 如用来防止共振现象和减隔震设置等［１］ ．然而结构参数的真

实值很难或者不可能准确获得， 引起结构参数不确定性来源主要包括材料特性的不确定性、
几何尺寸的不确定性、结构边界条件的不确定性以及结构物理性质的不确定性等［２］ ．结构参数

不确定性必将会导致结构动力特性具有不确定性（变异性）， 因此有必要量化参数不确定性传

递给动力特性不确定性的大小， 为结构动力分析提供更为准确的动力信息．
统计矩（比如均值和方差）是表征结构动力特性不确定性非常重要的统计量， 反映了结构

动力特性变化的统计特性．高阶统计矩可用来逼近动力特性的的概率密度函数， 可为表征动

力特性不确定提供更全面的信息．ＭＣＳ（Ｍｏｎｔｅ⁃Ｃａｒｌｏ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ）方法是结构动力特性不确定性
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量化最基本的方法， 它主要是对结构进行大量的有限元分析， 然后对得到的动力特性进行统

计， 进而得到动力特性的统计矩和概率密度函数等．ＭＣＳ 方法［３⁃５］虽然简单且便于实施， 但其

涉及到大量次数的模型计算， 计算成本很高．摄动法［６⁃８］在动力特性不确定性量化也得到广泛

的应用， 但是当随机参数较多且模型非线性程度较高时， 其计算结果不够理想．与此同时， 区

间分析法［９⁃１２］也在结构动力特性确定性量化中得到广泛应用．上述摄动法和区间分析法均需

要得到结构的系统矩阵（质量、刚度和阻尼矩阵）， 然而复杂结构的有限元模型往往是借助商

用有限元软件建立的， 因此提取结构的系统矩阵并进行后续的迭代计算是非常困难的．
为了克服 ＭＣＳ 等方法的不足， 本文提出采用多项式混沌展开（ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ ｃｈａｏｓ ｅｘｐａｎ⁃

ｓｉｏｎ， ＰＣＥ）替代模型取代原复杂的有限元模型．多项式混沌展开建立的思想是响应可以表示

成随机参数的正交多项式形式， 可很好地近似随机参数与目标量的输入输出关系．本文提出

的多项式混沌展开方法适用于随机参数服从任意概率分布， 且可用来计算动力特性的高阶统

计矩．该方法的具体实施流程是：不确定参数为自变量和目标变量结构动力特性为因变量， 将

结构动力特性的统计矩分解为单随机变量统计特征与多项式混沌展开系数的组合形式， 然后

进行简单运算即可得到结构动力特性的统计矩．多项式混沌展开法在结构动力特性高阶统计

矩计算的有效性通过一平板结构进行验算， 计算结果与 ＭＣＳ 法进行对比．除此之外， 本文还

探究了结构随机变量变异系数对结构动力特性统计矩的影响．

１　 多项式混沌展开

１．１　 理论基础

将任意多项式混沌展开应用于不确定性量化时，组成多项式混沌展开模型的最优基底取

决于各个随机变量的概率密度函数．对于正交多项式序列 { φｌ（ｘ） } ｍ
ｌ ＝ １，φｌ（ｘ） 是第 ｌ阶多项式，

ω（ｘ） 为该多项式的正测度（ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｍｅａｓｕｒｅ）， 则该正交多项式序列满足以下关系：

　 　 〈φｌ（ｘ），φｊ（ｘ）〉 ＝ ∫
Ｓ
φｌ（ｘ）φｊ（ｘ）ω（ｘ）ｄｘ ＝ γｌδｌｊ， （１）

其中， Ｓ 为满足正测度 ω（ｘ） 的积分区域，γｌ ＝ 〈φｌ（ｘ），φｌ（ｘ）〉 为标准化常量， ｘ 为单变量； δｌｊ

为 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ（克罗内克）符号．
正交多项式序列满足下面的 ３ 项递推关系［１３］：

　 　

φｉ ＋１（ｘ） ＝ （ｘ － ａｉ）φｉ（ｘ） － ｂｉφｉ －１，　 　 ｉ ＝ ０，１，２，…，

φ －１（ｘ） ＝ ０，

φ０（ｘ） ＝ １ ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（２）

递推系数如下：

　 　 ａｉ ＝
〈ｘφｉ，φｉ〉
〈φｉ，φｉ〉

，　 　 ｉ ＝ ０，１，２，…， （３）

　 　 ｂｉ ＝
〈φ０，φ０〉， ｉ ＝ ０，

〈φｉ，φｉ〉
〈φｉ －１，φｉ －１〉

， ｉ ＝ １，２，… ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（４）

由上式可知递推系数由正测度 ω（ｘ） 唯一确定， 由此能够确定出与单随机变量任意概率密度

函数相匹配的正交多项式基底．多维的多项式混沌展开式为多个单变量正交多项式连乘再相
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加形式， 如下所示：

　 　 ｙ（ｘ） ＝ ∑
Ｎ１

ｉ１ ＝ ０
…∑

Ｎｑ

ｉｑ ＝ ０
β ｉ１…ｉｑψ ｉ１…ｉｑ（ｘ）， （５）

式中， ψ ｉ１…ｉｑ（ｘ） ＝ φ ｉ１（ｘ１）φ ｉ２（ｘ２）…φ ｉｑ（ｘｑ），φ ｉｋ（ｘｋ） 为单变量 ｘｋ 所保留正交多项式的 ｉｋ 次项，
β ｉ１…ｉｑ 为多项式混沌展开系数， Ｎｋ 是单变量 ｘｋ 的正交多项式的阶数．

在实际应用中，多项式混沌展开达到一定阶数时即可满足所要求的模拟精度， 故在使用

多项式混沌展开模型时可以进行截断．对于 ｄ 个随机参数， 每个参数的最高阶次均设定为 ｐ
时， 则多项式混沌展开的待定系数个数为

　 　 Ｋ ＋ １ ＝ （ｄ ＋ ｐ）！
ｄ！ ｐ！

． （６）

此时多项式混沌展开为

　 　 ｙ ≈ ∑
α∈Ａｐ，ｄ

βαψα（ｘ），　 　 Ａｐ，ｄ ≡ {α ∈ Ｎｄ： ‖α‖１ ≤ ｐ } ． （７）

如当 ｄ ＝ ３， 取多项式混沌展开阶次 ｐ ＝ ２， 设单变量的前两阶一维多项式基底为 φ ｉ，０（ｘｉ） ＝ １，
φ ｉ，１（ｘｉ），φ ｉ，２（ｘｉ）， ｉ ＝ １，２，３， 则对应的三参数二阶多项式混沌展开为

　 　 ｙ ＝ β ０ ＋ β １φ１，１（ｘ１） ＋ β ２φ２，１（ｘ２） ＋ β ３φ３，１（ｘ３） ＋
　 　 　 　 β １，２φ１，１（ｘ１）φ２，１（ｘ２） ＋ β １，３φ１，１（ｘ１）φ３，１（ｘ３） ＋
　 　 　 　 β ２，３φ２，１（ｘ２）φ３，１（ｘ３） ＋ β １，１φ１，２（ｘ１） ＋ β ２，２φ２，２（ｘ２） ＋ β ３，３φ３，２（ｘ３） ． （８）
接下来介绍几种标准的多项式混沌展开例子， 即对应于概率密度为正态分布、ｂｅｔａ 分布

和均匀分布．关于其他概率分布（即任意概率分布）的多项式混沌展开的推导请查阅文献［１４］．
１．２　 标准的多项式混沌展开

１．２．１　 Ｈｅｒｍｉｔｅ 多项式

Ｈｅｒｍｉｔｅ 多项式是一类经常使用的经典多项式．对应于随机变量服从正态分布的情况， 其

概率密度函数为

　 　 ｐ（ｘ） ＝ １
σ ２π

ｅ －（ｘ－μ） ／ （２σ２）； （９）

递推系数为

　 　
ａｉ ＝ μ， ｉ ≥ ０，

ｂｉ ＝ ｉσ ２， ｉ ≥ １ ．{ （１０）

表 １ 中列出了对应标准正态分布 （μ ＝ ０，σ ２ ＝ １） 的前 ５ 项一维 Ｈｅｒｍｉｔｅ 多项式，如图 １ 所示．
表 １　 前 ５ 项 Ｈｅｒｍｉｔｅ 多项式

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ １ｓｔ ５ Ｈｅｒｍｉｔｅ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓ

ｋ ｏｎｅ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ Ｈｅｒｍｉｔｅ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ Ｈｋ（ｘ），ｘ ∈ （ － ∞， ＋ ∞）

０ １

１ ｘ

２ ｘ２ － １

３ ｘ３ － ３ｘ

４ ｘ５ － １０ｘ３ ＋ １５ｘ

１．２．２　 Ｊａｃｏｂｉ 多项式

Ｊａｃｏｂｉ 多项式混沌展开对应于概率密度分布为 ｂｅｔａ 分布， ｂｅｔａ 分布的概率密度函数为

３３３１基于多项式混沌展开的结构动力特性高阶统计矩计算



　 　 ｐ（ｘ） ＝ （１ － ｘ） α（１ ＋ ｘ） β，　 　 α ＞ － １， β ＞ － １． （１１）
递推系数为

　 　
ａｉ ＝

α（α ＋ β） ＋ α（２ｉ － ２） ＋ ２ｉβ ＋ ｉ（２ｉ － １）
（α ＋ β ＋ ２ｉ）（α ＋ β ＋ ２ｉ － ２）

， ｉ ≥ ０，

ｂｉ ＝
ｉ（α ＋ β ＋ ｉ － ２）（α ＋ ｉ － １）（β ＋ ｉ － １）

（α ＋ β ＋ ２ｉ － １）（α ＋ β ＋ ２ｉ － ３）（α ＋ β ＋ ２ｉ － ２）
， ｉ ≥ １ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（１２）

取 α ＝ １，β ＝ ２ 时， 表 ２ 列出了前 ５ 项一维 Ｊａｃｏｂｉ 多项式，如图 ２ 所示．

图 １　 前 ５ 项 Ｈｅｒｍｉｔｅ 多项式曲线图

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ １ｓｔ ５ Ｈｅｒｍｉｔｅ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ ｃｕｒｖｅｓ

表 ２　 前 ５ 项 Ｊａｃｏｂｉ 多项式

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｅ １ｓｔ ５ Ｊａｃｏｂｉ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓ

ｋ ｏｎｅ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ Ｊａｃｏｂｉ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ Ｊｋ（ｘ），ｘ ∈ （０，１）

０ １

１ ｘ － １
３

２
１
１０

（１０ｘ２ － ８ｘ ＋ １）

３
１
３５

（３５ｘ３ － ４５ｘ２ ＋ １５ｘ － １）

４
１

１２６
（１２６ｘ４ － ２２４ｘ３ ＋ １２６ｘ２ － ２４ｘ ＋ １）

１．２．３　 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 多项式

Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 多项式混沌展开对应于概率密度分布为均匀分布．很显然均匀分布是 ｂｅｔａ 分布

的一个特例， 当 α ＝ β ＝ ０ 时 ｂｅｔａ 分布退化为均匀分布如下：

　 　 ｐ（ｘ） ＝ １
２
，　 　 ｘ ∈ ［ － １，１］ ． （１３）

因此令式（１２）的 α ＝ β ＝ ０， 可得到 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 的递推系数：

　 　
ａｉ ＝ ０， ｉ ≥ ０，

ｂｉ ＝
ｉ２

４ｉ２ － １
， ｉ ≥ １ ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１４）

表 ３ 列出了前 ５ 项一维 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 多项式， 如图 ３ 所示．
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图 ２　 前 ５ 项 Ｊａｃｏｂｉ 多项式曲线图

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ １ｓｔ ５ Ｊａｃｏｂｉ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ ｃｕｒｖｅｓ

表 ３　 前 ５ 项 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 多项式

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｔｈｅ １ｓｔ ５ Ｌｅｇｅｎｄｒｅ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓ

ｋ ｏｎｅ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ Ｌｅｇｅｎｄｒｅ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ Ｌｋ（ｘ），ｘ ∈ ［ － １，１］

０ １

１ ｘ

２
１
２

（３ｘ２ － １）

３
１
２

（５ｘ３ － ３ｘ）

４
１
８

（３５ｘ４ － ３０ｘ２ ＋ ３）

图 ３　 前 ５ 项 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 多项式曲线图

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ １ｓｔ ５ Ｌｅｇｅｎｄｒｅ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ ｃｕｒｖｅｓ

２　 基于多项式混沌展开的统计矩计算

多项式混沌展开完全由其系数决定， 本文采用回归方法来估计多项式混沌展开系数， 即

最小二乘法拟合方法．假设共有 ｎ 组样本， ｙ ＝ { ｙｉ } 是每组样本所获得的系统输出向量， 截断

的 Ｋ ＋ １ 个多项式混沌展开系数表示为 β α， 则系数最优值估计为求解下式最小化问题 ｙ：

５３３１基于多项式混沌展开的结构动力特性高阶统计矩计算



　 　 β α ＝ ａｒｇ ｍｉｎ
βα∈ＮＫ＋１

∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｙｉ － ∑

α∈Ａｐ，ｄ
β αψα（ｘｉ）( )

２
，　 　 Ａｐ，ｄ ≡ {α ∈ Ｎｄ：‖α‖１ ≤ ｐ } ． （１５）

设定符号如下：

　 　 Ｈ ＝

ψ ０（ｘ１） ψ １（ｘ１） … ψＫ（ｘ１）

ψ ０（ｘ２） ψ １（ｘ２） … ψＫ（ｘ２）

︙ ︙ ⋱ ︙
ψ ０（ｘｎ） ψ １（ｘｎ） … ψＫ（ｘｎ）

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

， ｙ ＝

ｙ１

ｙ２

︙
ｙｎ

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

． （１６）

则式（１５）的最优解为

　 　 β α ＝ （ＨＴＨ） －１ＨＴｙ ． （１７）
一旦多项式混沌展开被确定， 接下来就可以在多项式混沌展开替代模型框架下求解动力

特性的统计矩．为了描述方便， 多项式混沌展开写成如下形式：
　 　 ｙ（ｘ） ＝ β ０ ＋ β １ψ １（ｘ） ＋ … ＋ βＫψＫ（ｘ） ． （１８）

则动力特性的 ｋ 阶统计矩可由下式计算：

　 　 μ ｋ ＝ ∫ｙｋ（ｘ）ｐ（ｘ）ｄｘ ． （１９）

由于 ｙ（ｘ） 为多项式混沌展开形式， 因此其 ｋ 次方也为多项式形式．注意到多项式为多个变量

不同次方乘积连加形式， 因此式（１９）最后转化为求解单变量原点矩问题．比如动力特性的一

阶统计矩可表示如下：
　 　 μ ＝ β ０ ＋ β １Ｅ（ψ １（ｘ）） ＋ … ＋ βＫＥ（ψＫ（ｘ）） ＝ β ０， （２０）

式中 Ｅ（·） 表示求均值运算．
由式（１８）和（２０）可知， 采用多项式混沌展开替代模型使结构动力特性的高阶统计矩的

高维积分问题转变为一维积分问题，使问题变得非常简单．因此，利用多项式混沌展开替代模

型可从根本上解决复杂结构动力特性的统计矩计算耗时巨大的问题．

３　 方 法 验 证

采用一块长为 ０．５５ ｍ、宽为 ０．１ ｍ 的平铝板（图 ４）算例来验证多项式混沌展开方法的有

效性．

图 ４　 平铝板尺寸示意图（单位：ｍｍ）

Ｆｉｇ． ４　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ａｌｕｍｉｎｕｍ ｐｌａｔｅ（ｕｎｉｔ： ｍｍ）

平铝板在制作过程中存在物理材料和结构几何尺寸等不确定性，为此假设弹性模量服从

正态分布，均值为 Ｅ ＝ ７．０ × １０１０ Ｐａ， 变异系数 ρ ｃｏｖ 为 ０．１； 质量密度服从均匀分布，均值为 Ｄ ＝
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２．７ × １０３ ｋｇ ／ ｍ３， 变异系数 ρ ｃｏｖ 为 ０．１； 厚度服从正态分布，均值为 Ｔ ＝ ２ × １０ －３ ｍ， 变异系数

ρ ｃｏｖ 为 ０．１５．剪切模量 Ｇ 视为确定性参数 Ｇ ＝ ２．６ × １０１０ Ｐａ ．该平板的有限元模型在 ＡＮＳＹＳ 有限

元软件平台上建立．整块平板采用壳单元（Ｓｈｅｌｌ６３）模拟， 有限元模型共有 ５６１ 个节点和 ５００
个单元．平铝板的有限元模型及前四阶模态如图 ５ 所示．

（ａ） 有限元模型

（ａ） Ｔｈｅ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｏｄｅｌ

（ｂ） 一阶竖弯 （ｃ） 二阶竖弯

（ｂ） Ｔｈｅ １ｓｔ ｖｅｒｔｉｃａｌ ｍｏｄｅ （ｃ） Ｔｈｅ ２ｎｄ ｖｅｒｔｉｃａｌ ｍｏｄｅ

（ｄ） 一阶扭转 （ｅ） 三阶竖弯

（ｄ） Ｔｈｅ １ｓｔ ｔｏｒｓｉｏｎａｌ ｍｏｄｅ （ｅ） Ｔｈｅ ３ｒｄ ｖｅｒｔｉｃａｌ ｍｏｄｅ

图 ５　 平铝板有限元模型及前四阶模态

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｏｄｅｌ ａｎｄ ｔｈｅ １ｓｔ ４ ｍｏｄｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ａｌｕｍｉｎｕｍ ｐｌａｔｅ

表 ４　 一阶竖弯固有频率高阶统计矩计算

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｈｉｇｈ ｏｒｄｅｒ ｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌ ｍｏｍｅｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ １ｓｔ ｖｅｒｔｉｃａｌ ｍｏｄｅ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

ｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌ ｍｏｍｅｎｔｓ ＰＣＥ ＭＣＳ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ε ／ ％

ｔｈｅ １ｓｔ ｏｒｄｅｒ Ｆ（１）
１ ／ Ｈｚ ３４．７６２ ８ ３４．７６２ ２ ０．００１ ７

ｔｈｅ ２ｎｄ ｏｒｄｅｒ Ｆ（１）
２ ／ Ｈｚ２ １．２４１ ９Ｅ＋３ １．２４１ ９Ｅ＋３ ０．０００ ０

ｔｈｅ ３ｒｄ ｏｒｄｅｒ Ｆ（１）
３ ／ Ｈｚ３ ４．５５２ ７Ｅ＋４ ４．５５２ ５Ｅ＋４ ０．００４ ４

ｔｈｅ ４ｔｈ ｏｒｄｅｒ Ｆ（１）
４ ／ Ｈｚ４ １．７１０ ４Ｅ＋６ １．７１０ ４Ｅ＋６ ０．０００ ０

ｔｈｅ ５ｔｈ ｏｒｄｅｒ Ｆ（１）
５ ／ Ｈｚ５ ６．５７７ ９Ｅ＋７ ６．５７８ ５Ｅ＋７ ０．００９ １

　 　 首先采用 Ｓｏｂｏｌ 实验设计方法［１５］用来产生训练样本，然后对每个训练样本执行有限元分

析，得到训练样本对应的目标量，即固有频率．接着根据训练样本点来构建多项式混沌展开替
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代模型，最后基于替代模型来计算固有频率的统计矩．本文提出的方法可以计算任意高阶统计

矩，限于篇幅仅列出前五阶统计矩．与此同时，ＭＣＳ 方法用来验证本文方法的精度，对比结果如

表 ４～７ 所示．由表 ４～７ 可以看到，多项式混沌展开方法与 ＭＣＳ 方法的结果非常接近，最大相

对误差仅为 ０．００９ ４％，表明本文提出的基于多项式混沌展开的统计矩计算方法的准确性．
表 ５　 二阶竖弯固有频率高阶统计矩计算

Ｔａｂｌｅ ５　 Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｈｉｇｈ ｏｒｄｅｒ ｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌ ｍｏｍｅｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ２ｎｄ ｖｅｒｔｉｃａｌ ｍｏｄｅ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

ｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌ ｍｏｍｅｎｔｓ ＰＣＥ ＭＣＳ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ε ／ ％

ｔｈｅ １ｓｔ ｏｒｄｅｒ Ｆ（２）
１ ／ Ｈｚ ９６．２５７ ３ ９６．２５５ ６ ０．００１ ８

ｔｈｅ ２ｎｄ ｏｒｄｅｒ Ｆ（２）
２ ／ Ｈｚ２ ９．５２１ ７Ｅ＋３ ９．５２１ ３Ｅ＋３ ０．００４ ２

ｔｈｅ ３ｒｄ ｏｒｄｅｒ Ｆ（２）
３ ／ Ｈｚ３ ９．６６４ ７Ｅ＋５ ９．６６４ ４Ｅ＋５ ０．００３ １

ｔｈｅ ４ｔｈ ｏｒｄｅｒ Ｆ（２）
４ ／ Ｈｚ４ １．００５ ３Ｅ＋８ １．００５ ３Ｅ＋８ ０．０００ ０

ｔｈｅ ５ｔｈ ｏｒｄｅｒ Ｆ（２）
５ ／ Ｈｚ５ １．０７０ ４Ｅ＋１０ １．０７０ ５Ｅ＋１０ ０．００９ ３

表 ６　 一阶扭转固有频率高阶统计矩计算

Ｔａｂｌｅ ６　 Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｈｉｇｈ ｏｒｄｅｒ ｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌ ｍｏｍｅｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ １ｓｔ ｔｏｒｓｉｏｎａｌ ｍｏｄｅ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

ｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌ ｍｏｍｅｎｔｓ ＰＣＥ ＭＣＳ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ε ／ ％

ｔｈｅ １ｓｔ ｏｒｄｅｒ Ｒ（１）
１ ／ Ｈｚ １１４．１５７ ９ １１４．１５５ ５ ０．００２ １

ｔｈｅ ２ｎｄ ｏｒｄｅｒ Ｒ（１）
２ ／ Ｈｚ２ １．３３５ ９Ｅ＋４ １．３３５ ９Ｅ＋４ ０．０００ ０

ｔｈｅ ３ｒｄ ｏｒｄｅｒ Ｒ（１）
３ ／ Ｈｚ３ １．６００ ３Ｅ＋６ １．６００ ２Ｅ＋６ ０．００６ ２

ｔｈｅ ４ｔｈ ｏｒｄｅｒ Ｒ（１）
４ ／ Ｈｚ４ １．９５９ ８Ｅ＋８ １．９５９ ７Ｅ＋８ ０．００５ １

ｔｈｅ ５ｔｈ ｏｒｄｅｒ Ｒ（１）
５ ／ Ｈｚ５ ２．４５１ ０Ｅ＋１０ ２．４５１ １Ｅ＋１０ ０．００４ １

表 ７　 三阶竖弯固有频率高阶统计矩计算

Ｔａｂｌｅ ７　 Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｈｉｇｈ ｏｒｄｅｒ ｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌ ｍｏｍｅｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ３ｒｄ ｖｅｒｔｉｃａｌ ｍｏｄｅ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

ｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌ ｍｏｍｅｎｔｓ ＰＣＥ ＭＣＳ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ε ／ ％

ｔｈｅ １ｓｔ ｏｒｄｅｒ Ｆ（３）
１ ／ Ｈｚ １８９．６３９ ８ １８９．６３６ ５ ０．００１ ７

ｔｈｅ ２ｎｄ ｏｒｄｅｒ Ｆ（３）
２ ／ Ｈｚ２ ３．６９５ ７Ｅ＋４ ３．６９５ ５Ｅ＋４ ０．００５ ４

ｔｈｅ ３ｒｄ ｏｒｄｅｒ Ｆ（３）
３ ／ Ｈｚ３ ７．３９０ ０Ｅ＋６ ７．３８９ ７Ｅ＋６ ０．００４ １

ｔｈｅ ４ｔｈ ｏｒｄｅｒ Ｆ（３）
４ ／ Ｈｚ４ １．５１４ ４Ｅ＋９ １．５１４ ３Ｅ＋９ ０．００６ ６

ｔｈｅ ５ｔｈ ｏｒｄｅｒ Ｆ（３）
５ ／ Ｈｚ５ ３．１７６ ４Ｅ＋１１ ３．１７６ ７Ｅ＋１１ ０．００９ ４

（ａ） 一阶竖弯频率

（ａ） Ｔｈｅ １ｓｔ ｖｅｒｔｉｃａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ
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（ｂ） 二阶竖弯频率

（ｂ） Ｔｈｅ ２ｎｄ ｖｅｒｔｉｃａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

（ｃ） 一阶扭转频率

（ｃ） Ｔｈｅ １ｓｔ ｔｏｒｓｉｏｎａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

（ｄ） 三阶竖弯频率

（ｄ） Ｔｈｅ ３ｒｄ ｖｅｒｔｉｃａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

图 ６　 前四阶固有频率统计矩与变异系数变化关系

Ｆｉｇ． ６　 Ｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌ ｍｏｍｅｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ １ｓｔ ４ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ａｇａｉｎｓｔ ｔｈｅ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｏｆ ｖａｒｉａｔｉｏｎ

在验证本文方法的有效性后， 接下来探究参数变异性系数大小对平板结构的固有频率统

计矩的影响．为此将随机变量的变异系数分别设定为 ３％，５％，１０％，１５％，２０％，２５％和 ３０％，
然后采用多项式混沌展开方法来计算固有频率的统计矩．绘制统计矩随参数变异系数变化的
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关系曲线， 结果如图 ６ 所示（注意为了展示方便， 在此只给出了前四阶统计矩的结果）．由图 ６
（ａ）可以看出，随着随机变量变异系数的增大， 一阶竖弯固有频率统计矩在开始时有轻微下

降， 随后随着变异系数的增大而随之增大； 由图 ６（ｂ）、（ｃ）和（ｄ）可知， 对应的固有频率统计

矩均随着变异系数的增大而随之增大．总体上说， 平板结构的固有频率的统计矩随着随机参

数变异系数的增大而增大．

４　 总　 　 结

本文提出了基于多项式混沌展开的结构固有频率的高阶统计矩计算方法，适用于任意分

布的随机变量．该方法实现是根据结构单随机变量的概率密度函数选择相应的正交多项式，由
各随机变量的正交多项式连乘再相加得到多维度的多项式混沌展开式．多项式混沌展开来表

征不确定性参数与结构固有频率之间的映射关系，接着在替代模型基础上计算固有频率的统

计矩．利用多项式混沌展开系数与单个随机变量统计特征之间的组合关系可快速地计算出结

构固有频率的统计矩．本文方法不涉及复杂的积分运算，达到了高效快速计算固有频率高阶统

计矩的目的．文中采用平铝板为例来验证多项式混沌展开的有效性，计算结果与 ＭＣＳ 方法结

果相对比．结果表明本文方法与 ＭＣＳ 方法的结果非常接近，最大相对误差仅为 ０．００９ ４％，表明

了本文方法用于结构固有频率的高阶统计矩计算的精度高．最后本文还探讨了结构随机变量

变异系数对结构动力特性统计矩的影响， 结果表明结构固有频率的统计矩随着随机变量变异

系数的增大而增大．
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