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摘要：　 基于 Ｌéｖｙ 稳定分布，给出了一种选择工程随机载荷统计分布的累积剩余熵法．该方法采用

候选分布估计载荷的累积分布和尾分布，并计算累积剩余熵，以及候选分布与真实分布的相对距

离，相对距离越小表明候选分布越接近载荷的真实分布．结合永济第二节制闸上下游水位工程实

例，对提出的方法进行了验证．计算结果表明：与正态分布、极值Ⅰ型分布相比，Ｌéｖｙ 稳定分布的精

度最高，能够较好地刻画水位分布的拖尾性；累积剩余熵的相对距离表明 Ｌéｖｙ 稳定分布与实际分

布之间的误差最小，因此，基于 Ｌéｖｙ 稳定分布的累积剩余熵是一种有效工程随机载荷统计分布的

方法，保证了工程结构可靠度计算的准确性．
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引　 　 言

在工程结构可靠性的研究中，根据功能函数判断和确定工程的可靠度和失效概率［１⁃６］ ．功
能函数是工程随机载荷的函数，计算功能函数需要确定随机变量的统计分布［７］ ．工程随机载荷

对应统计分布的尾部信息，在工程结构可靠度计算中起着关键作用［８⁃９］ ．目前，常用于描述工程

随机载荷的统计分布统称为指数分布，正态分布常用于描述永久载荷［３］，极值Ⅰ型分布常用

于描述极大风速［１０］ ．然而这些指数型分布，仅通过观测和试验资料的期望和方差确定工程随

机载荷的统计分布，忽略了峰态、非对称、尾部等信息，且不能准确描述载荷概率密度的尖峰和

尾部分布的特征［７］ ．虽然常规指数型统计分布可用于计算工程结构可靠度，但会导致可靠度的

计算结果不同程度的偏低或者偏高，不能较全面和真实地反映服役结构的可靠性和剩余寿命

等信息，甚至会得出与实际情况相悖的结论［７］ ．因此，需要新的统计分布描述工程随机载荷的

统计特征．
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Ｌéｖｙ 稳定分布［１１］是一类常用于描述非 Ｇａｕｓｓ（高斯）随机变量的统计分布，已用于 Ｂｒｏｗｎ
（布朗）运动、金融领域、反常扩散、信号处理、股票市场模拟、楼面活荷载、水位波动等领

域［４，１２⁃１７］ ．该分布可以用于描述工程随机载荷的非指数型统计分布．描述该分布需要 ４ 个参数，
分别是稳定指数 α 、倾斜指数 β 、尺度参数 γ 和位置参数 δ ［１８］ ．该分布的概率密度函数具有明

显的尖峰、非对称和拖尾特征［１８］ ．Ｃａｕｃｈｙ（柯西）分布 （α ＝ １） 和 Ｇａｕｓｓ 分布 （α ＝ ２） 是 Ｌéｖｙ 稳

定分布的两种特例．Ｌéｖｙ 稳定分布的特征函数具有解析表达式，但其概率密度函数和累积分布

函数没有具体的解析表达式，利用现有的 ＭＡＴＬＡＢ 工具箱［１９］ 可以准确数值计算该分布的统

计量．采用 Ｌéｖｙ 稳定分布描述工程随机载荷的统计分布，面临的问题是如何从众多统计分布

中选择工程随机载荷的最优统计分布．
香农熵［２０］常用于定量分析随机系统的不确定性．一般情况下，任给的随机系统，其随机变

量对应统计分布的熵可以度量该随机系统的复杂程度．熵越大，表明该系统越混乱，反之则越

有序．目前，累积熵［２１］是一种可以用于选择随机载荷统计分布的最优统计分布．其对应的相对

距离函数的值越小，表明工程随机载荷的候选统计分布越接近实际分布．但是该方法不能直接

利用统计分布的尾部信息，不能体现 Ｌéｖｙ 稳定分布用于描述工程随机载荷的优势．因此，需要

提出一种直接结合工程随机载荷统计分布的尾部信息，选择工程随机载荷的最优统计分布．
本文将基于现有的工作［４，２１⁃２２］，提出了一种选择工程随机载荷最优统计分布的剩余累积

熵法．该方法可以直接刻画随机载荷的尾部特征，并结合永济第二节制闸工程实例，全面考察

上下游水位载荷的统计特征，并与累积熵法进行了比较．

１　 Ｌéｖｙ 稳定分布

１．１　 Ｌéｖｙ 稳定分布的定义

目前常用的两种参数化方法描述 Ｌéｖｙ 稳定分布，分别是由 Ｓａｍｏｒｏｄｎｉｔｓｋｙ、Ｔａｑｑｕ［２２］和 Ｎｏ⁃
ｌａｎ［２３］提出的．对其 Ｘ ～ Ｓ（α，γ，β，δ） 的具体表达式分别如下：
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　 　 φ（ ｔ） ＝
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式（２）克服了 α ＝ １ 处不连续的缺点，其中参数的取值分别为 ０ ＜ α≤２， － １ ≤ β≤１，γ ＞ ０，
δ ∈ Ｒ［１８］ ．
１．２　 Ｌéｖｙ 稳定分布的累积分布函数

目前直接积分法是常用于数值计算 Ｌéｖｙ 稳定分布累积分布函数的方法．直接积分法由

Ｚｏｌｏｔａｒｅｖ［２４］提出，在描述该方法时需要定义如下变量：

　 　 ζ ＝ ζ（α，β） ＝ － β ｔａｎ πα
２

， （３）

　 　 μ ＝ μ（α，β） ＝ １
α

ａｒｃｔａｎ（ － ζ）， （４）
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　 　 ｖ（θ；α，β） ＝
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令 Ｘ ～ Ｓ（α，β；０），Ｘ 的表达式如下：
（ａ） 当 α ≠ １ 且 ｘ ＞ ζ 时，

　 　 Ｆ（ｘ；α，β） ＝ ｃ１（α，β） ＋ ｓｉｇｎ（１ － α）
π ∫π ／ ２

－μ
ｅｘｐ（ － （ｘ － ζ） α ／ （α－１）Ｖ（θ；α，β））ｄθ， （６）

其中
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（ｂ） 当 α ≠ １ 且 ｘ ＝ ζ 时，
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（ｃ） 当 α ≠ １ 且 ｘ ＜ ζ 时，
　 　 Ｆ（ｘ；α，β） ＝ １ － Ｆ（ － ｘ；α， － β）； （８）
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通过一些性质可以计算出一般形式下 Ｌéｖｙ 稳定分布的累积分布函数［２１］ ．

２　 累积熵和累积剩余熵

２．１　 累积熵

离散随机变量 ｘｉ 的香农熵为

　 　 Ｈ ＝－ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｆ（ｘｉ） ｌｏｇｂ ｆ（ｘｉ）， （１１）

其中， ｆ（ｘｉ） 为 ｘｉ 出现的频率或者概率，是根据实验数据的直方图得到的， ｎ 为系统状态的数

量，即样本大小的长度， ｂ 为对数的基底［２５］ ．
累积熵根据式（１１）推导得到，已用于选择随机变量的最优统计分布［２１］：

　 　 Ｅ１ ＝ － ∑
ｎ

ｉ ＝ １

ｐ（ｘｉ）
Ｐ（ｘ）

ｌｏｇｂ

ｐ（ｘｉ）
Ｐ（ｘ）

， （１２）

其中， ｐ（ｘｉ） 为 ｘｉ 的累积概率， ｎ 为系统状态的数量，即样本大小的长度， ｂ 为对数的基底以及

Ｐ（ｘ） ＝∑ ｎ

ｉ ＝ １
ｐ（ｘｉ） ．通过验证可知累积熵是非负的和可扩展的．累积熵和香农熵之间最明显的
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差异在于前者与随机系统的累积分布函数相关，而后者取决于实验数据直方图的间隔长度即

概率密度函数．与香农熵相比，累积熵的计算结果更准确［２１］ ．
２．２　 累积剩余熵

累积剩余熵的核心思想是将累积剩余概率替代累积熵中的累积概率，用以直接描述随机

变量统计分布的尾部信息．累积剩余熵的定义为

　 　 Ｅ２ ＝ － ∑
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ｉ ＝ １
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式中， ｐ（ｘｉ） 为 ｘｉ 的累积概率， ｎ 为系统状态的数量，即样本大小的长度， ｂ 为对数的基底以及

Ｐ（ｘ） ＝ ｎ － ∑ ｎ

ｉ ＝ １
ｐ（ｘｉ） ．

２．３　 相对距离

在文献［２１］中，将候选分布对应的累积熵与随机变量的实际分布对应的标准累积熵之间

的相对距离定义为 ε：
　 　 ε ＝ Ｅｓ － Ｅｒ ， （１４）

其中， Ｅｓ 为候选分布的累积熵， Ｅｒ 为实际分布的标准累积熵［２１］ ．
结合累积剩余熵以及累积熵的相对距离可以定义累积剩余熵的相对距离为

　 　 ε ＝ Ｅ ｔ － Ｅｒ ， （１５）
其中， Ｅ ｔ 为候选分布的累积剩余熵， Ｅｒ 为实际分布的标准累积剩余熵．

根据式（１４）和（１５）可以估计候选分布对应的相对距离，由此得到距离集合，距离集合中

最小值对应的分布模型即是候选分布中最优的统计分布［２１］ ．

３　 应 用 实 例

本节以永济第二节制闸为例，采用 １９９５ 年—２００１ 年上游和下游水位载荷的实测数据［３］

（由数据可知，上游水位的变化范围是 ５０～３００ ｃｍ，下游水位的变化范围是 １５０～４００ ｃｍ）．上下

游水位统计分布的规律直接影响水闸可靠度的计算［４］ ．根据上述方法，确定水位的最优统计分

布．具体来讲：首先分别采用 Ｌéｖｙ 稳定分布、极值Ⅰ型分布以及正态分布作为候选分布拟合水

位的累积分布和尾部分布；然后采用累积熵和累积剩余熵分别计算相对距离；最后比较各候选

分布对应的相对距离，确定上下水位的最优统计分布．
上游水位对应的拟合结果详见文献［４］．文献［４］的结果表明，上游水位服从 Ｌéｖｙ 稳定分

布．图 １ 给出了正态分布，极值Ⅰ型分布和 Ｌéｖｙ 稳定分布拟合下游水位的累积分布函数曲线．
由图 １ 可见，与极值Ⅰ型分布相比，正态分布和 Ｌéｖｙ 稳定分布更接近下游水位的实际分布，并
且 Ｌéｖｙ 稳定分布稳定指数的值为 １．９５，表明下游水位与正态分布较接近．

为进一步考察下游水位统计分布的尾部特征，图 ２ 给出了正态分布，极值Ⅰ型分布和 Ｌéｖｙ
稳定分布拟合下游水位尾部分布函数曲线．由图 ２ 可见，Ｌéｖｙ 稳定分布可以准确地刻画尾部分

布的特征．
根据累积分布和尾部分布的计算结果，结合式（１２） ～ （１５），分别计算各个候选分布对应

累积熵和累积剩余熵的相对距离 ε， 见表 １、２（表 １ 中， ε １ 表示上游水位不同统计分布对应累

积熵和标准累积熵的相对距离， ε ２ 表示下游水位不同统计分布对应累积熵和标准累积熵的相

对距离；表 ２ 中， ε ３ 表示上游水位不同统计分布对应累积剩余熵和系统标准累积剩余熵的相

对距离， ε ４ 表示下游水位不同统计分布对应累积剩余熵和标准累积剩余熵的相对距离）．由表

１、表 ２ 可知，在 ４ 种情况下，Ｌéｖｙ 稳定分布对应相对距离的值均最小，也表明 Ｌéｖｙ 稳定分布是
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候选分布中最接近随机变量的实际分布，更进一步验证了 Ｌéｖｙ 稳定分布可有效描述上下游水

位的统计分布．需要指出的是，在计算上游水位对应的累积剩余熵时，剔除了水位小于 １００ ｃｍ
的数值，主要原因是小的水位数值对应的累积剩余概率较大，则对累积剩余熵的干扰比较大．

图 １　 不同统计分布拟合下游水位累积分布函数的曲线

Ｆｉｇ． １　 Ｐｌｏｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃｕｍｕｌａｔｉｖｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｆｏｒ ｔｈｅ ｄｏｗｎｓｔｒｅａｍ ｗａｔｅｒ
ｌｅｖｅｌ ｆｉｔｔｅｄ ｗｉｔｈ ３ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ

图 ２　 不同统计分布拟合下游水位尾部分布函数的曲线

Ｆｉｇ． ２　 Ｐｌｏｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔａｉｌ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｆｏｒ ｔｈｅ ｄｏｗｎｓｔｒｅａｍ ｗａｔｅｒ
ｌｅｖｅｌ ｆｉｔｔｅｄ ｗｉｔｈ ３ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ

表 １　 上下游水位不同统计分布对应累积熵和标准累积熵的相对距离

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｄｉｓｔａｎｃｅ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｃｕｍｕｌａｔｉｖｅ ｅｎｔｒｏｐｙ ａｎｄ ｔｈｅ ｓｔａｎｄａｒｄ ｃｕｍｕｌａｔｉｖｅ ｅｎｔｒｏｐｙ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ
ｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｕｐｓｔｒｅａｍ ａｎｄ ｄｏｗｎｓｔｒｅａｍ ｗａｔｅｒ ｌｅｖｅｌｓ

ｄｉｓｔａｎｃｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ε１ ε２

ｅｘｔｒｅｍｅ ｖａｌｕｅ ｔｙｐｅ Ｉ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ０．０１４ １ ０．０１３ ３

ｎｏｒｍａｌ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ０．０２８ ８ ０．００５ ８

Ｌéｖｙ ｓｔａｂｌｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ０．００２ ６ ０．００２ ８
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表 ２　 上下游水位不同统计分布对应累积剩余熵和标准累积剩余熵的相对距离

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｄｉｓｔａｎｃｅ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｃｕｍｕｌａｔｉｖｅ ｒｅｓｉｄｕａｌ ｅｎｔｒｏｐｙ ａｎｄ ｔｈｅ ｓｔａｎｄａｒｄ ｃｕｍｕｌａｔｉｖｅ ｒｅｓｉｄｕａｌ
ｅｎｔｒｏｐｙ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｕｐｓｔｒｅａｍ ａｎｄ ｄｏｗｎｓｔｒｅａｍ ｗａｔｅｒ ｌｅｖｅｌｓ

ｄｉｓｔａｎｃｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ε３ ε４

ｅｘｔｒｅｍｅ ｖａｌｕｅ ｔｙｐｅ Ｉ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ０．０２１ ４ ０．０１７ １

ｎｏｒｍａｌ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ０．０１１ ５ ０．００９ ８

Ｌéｖｙ ｓｔａｂｌｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ０．００６ ０ ０．００６ ４

４　 结　 　 论

本文基于 Ｌéｖｙ 稳定分布，给出了一种选择工程随机载荷最优统计分布的累积剩余熵，并
将其用于选择永济第二节制闸上下游水位载荷的统计分布．通过计算累积剩余熵的相对距离，
确定了上下游水位的最优统计分布，并与累积熵法进行了比较，为准确计算水闸的可靠度提供

了保障．所得结论如下：
１） 上下游水位的最优统计分布均是 Ｌéｖｙ 稳定分布．与正态分布、极值Ⅰ型分布相比，Ｌéｖｙ

稳定分布具有更高的拟合精度，可以刻画上下游水位的拖尾特征．
２） 累积剩余熵的相对距离表明 Ｌéｖｙ 稳定分布与实际分布之间的误差最小，Ｌéｖｙ 稳定分

布可以有效描述水位的统计分布．
３） 与累积熵法相比，累积剩余熵也是一种有效选择工程随机载荷最优统计分布的方法．
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