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摘要：　 压缩感知（ｃｏｍｐｒｅｓｓｅｄ ｓｅｎｓｉｎｇ，ＣＳ）是一种全新的信息采集与处理理论，它表明稀疏信号能

够在远低于 Ｓｈａｎｎｏｎ⁃Ｎｙｑｕｉｓｔ 采样率的条件下被精确重构．现从压缩感知理论出发，对块稀疏信号

重构算法进行研究，通过混合 ｌ２ ／ ｌｑ（０ ＜ ｑ≤１） 极小化方法，利用块⁃限制等距性质建立一类改进的

精确恢复条件（无噪声情形），并给出有噪声情形下的误差分析结果．

关　 键　 词：　 压缩感知；　 块⁃限制等距性质；　 块稀疏信号；　 混合 ｌ２ ／ ｌｑ 最小化　
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引　 　 言

压缩感知主要研究从欠定的线性测量系统中恢复未知信号的问题，最近引起了越来越多

研究者的兴趣［１⁃７］，其在现实生活中有很多实际应用，如：医学成像［８］、光学成像［９］、雷达探

测［１０］、无线通信［１１］等．具体地，在压缩感知中，令待恢复信号为 ｘ∈ Ｒｎ，Ａ∈ Ｒｍ×ｎ 为测量矩阵 ，
ｍ ≪ ｎ， 需要从下面的欠定系统中恢复信号 ｘ：

　 　 ｙ ＝ Ａｘ ＋ ｚ， （１）
其中 ｙ ∈ Ｒｍ 为观测向量 ，ｚ ∈ Ｒｍ 为一个未知的噪声．特别地，当 ｚ ＝ ０ 时，式（１）自然退化为无

噪声情形，即
　 　 ｙ ＝ Ａｘ ．

显然此问题的可行解并不是唯一的，但是若假设信号 ｘ 是稀疏的，考虑采用 ｌ０ 最小化从可行解

中找到最稀疏的一个解，
　 　 ｍｉｎ

ｘ∈Ｒｎ
‖ｘ‖０， 　 　 ｓ．ｔ．　 ｙ ＝ Ａｘ， （２）

此处 ‖ｘ‖０ 代表信号 ｘ 中非零元的个数．然而，此问题是非凸且 ＮＰ⁃ｈａｒｄ 的，因此一个较为自

然和有效的方法就是用 ｌ１ 范数取代 ｌ０ 范数对信号的稀疏度进行约束，
　 　 ｍｉｎ

ｘ∈Ｒｎ
‖ｘ‖１， 　 　 ｓ．ｔ．　 ｙ ＝ Ａｘ， （３）

此处 ‖ｘ‖１ ＝ ∑ ｎ

ｉ ＝ １
｜ ｘｉ ｜ ， 文献［３］中基于限制等距条件（ＲＩＰ）已证得问题（２）和问题（３）是

等价的．令 ｋ 是一个正整数且满足 １ ≤ ｋ≤ ｎ， 定义矩阵 Ａ 的 ｋ 阶 ＲＩＰ 常数 δ ｋ 是对所有 ｋ⁃ 稀疏
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信号 ｘ ∈ Ｒｎ， 使得

　 　 （１ － δ ｋ）‖ｘ‖２
２ ≤ ‖Ａｘ‖２

２ ≤ （１ ＋ δ ｋ）‖ｘ‖２
２

成立的最小非负数．此处称信号 ｘ ∈ Ｒｎ 是 ｋ⁃ 稀疏的，即 ‖ｘ‖０ ≤ ｋ ．
传统压缩感知中假设信号 ｘ 仅有 ｋ 个非零元且能出现在信号的任意位置，然而在一些实

际应用中，未知信号可能不只是稀疏的，同时还可能具有一些结构特点．文献［１２］中提出一种

典型稀疏信号———块稀疏信号，此类信号的特点表现为信号中的非零元仅在很少的一些块中

出现，此种信号有很多应用，如：多波段信号（ｍｕｌｔｉ⁃ｂａｎｄ ｓｉｇｎａｌ） ［１３］、ＤＮＡ 阵列（ＤＮＡ ｍｉｃｒｏａｒ⁃
ｒａｙ） ［１４］、雷达脉冲信号（ｒａｄａｒ ｐｕｌｓｅ ｓｉｇｎａｌ） ［１５］ 以及多测量向量问题（ｍｕｌｔｉｐｌｅ ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ ｖｅｃ⁃
ｔｏｒ ｐｒｏｂｌｅｍ，ＭＭＶ） ［１６］等．

为定义块稀疏性，假设信号 ｘ ∈ Ｒｎ 被分成 ｌ 块： ｘ［１］，ｘ［２］，…，ｘ［ ｌ］， 每块对应长度为

ｄ１，ｄ２，…，ｄｌ，ｎ ＝ ∑ ｌ

ｉ ＝ １
ｄｉ，

　 　 ｘＴ ＝ ［ｘ１，…，ｘｄ１üþ ýï ï

ｘＴ［１］

，ｘｄ１＋１，…，ｘｄ１＋ｄ２üþ ýï ï ï ï

ｘＴ［２］

，…，ｘｎ－ｄｌ＋１，…，ｘｎüþ ýï ï ï ï

ｘＴ［ ｌ］

］，

此时，信号 ｘ 被称为是 ｋ⁃ 块稀疏的，当且仅当信号按分块指标集 Ｔ ＝ { ｄ１，ｄ２，…，ｄｌ } 分块，至
多只有 ｋ 个块 ｘ［ ｉ］ 非零．注意到对每个 ｉ 有 ｄｉ ＝ １， 则块稀疏性退化为传统的稀疏性定义．假设

信号 ｘ 按分块指标集 Ｔ 分块且 ｜ Ｔ ｜ ≤ ｌ， 取 ‖ｘ‖２，０ ＝ ∑ ｌ

ｉ ＝ １
Ｉ（‖ｘ［ ｉ］‖２ ＞ ０），Ｉ（·） 为指标

函数，则一个块稀疏信号可表示为 ‖ｘ‖２，０ ≤ ｋ， 现利用混合 ｌ２ ／ ｌ０ 最小化从满足 ｙ ＝ Ａｘ ＋ ｚ 的
可行解中找到块稀疏的唯一解，

　 　 ｍｉｎ
ｘ∈Ｒｎ

‖ｘ‖２，０， 　 　 ｓ．ｔ．　 ｙ － Ａｘ ∈ Ｂ， （４）

此处 Ｂ 为有界噪声．与标准 ｌ０ 最小化问题类似，此问题是 ＮＰ⁃ｈａｒｄ 的且在有限时间内很难有效

地解决，一个经常使用的策略是用凸松弛的方法，利用 ｌ２ ／ ｌ１ 范数代替 ｌ２ ／ ｌ０ 范数对信号的块稀

疏性进行约束，
　 　 ｍｉｎ

ｘ∈Ｒｎ
‖ｘ‖２，１， 　 　 ｓ．ｔ．　 ｙ － Ａｘ ∈ Ｂ， （５）

其中 ‖ｘ‖２，１ ＝ ∑ ｌ

ｉ ＝ １
‖ｘ［ ｉ］‖２ ．随着在非凸压缩感知领域越来越深入的研究，人们发现利用

ｌｑ（０ ＜ ｑ ＜ １） 拟范数代替凸 ｌ１ 范数能有效减少准确重建信号的线性测量数．因此，自然地将非

凸压缩感知推广至块稀疏领域，相应得到

　 　 ｍｉｎ
ｘ∈Ｒｎ

‖ｘ‖２，ｑ， 　 　 ｓ．ｔ．　 ｙ － Ａｘ ∈ Ｂ， （６）

其中‖ｘ‖２，ｑ ＝ （∑ ｌ

ｉ ＝ １
‖ｘ［ ｉ］‖ｑ

２） １ ／ ｑ，０ ＜ ｑ≤１．式（６）是本文主要研究模型，现在引入块⁃限制

等距性质（ｂ⁃ＲＩＰ）的定义．
定义 １（ｂ⁃ＲＩＰ ［１２］）　 给定矩阵 Ａ∈Ｒｍ×ｎ（ｍ≪ ｎ） 且按分块指标集 Ｔ 分块，若存在一个常数

δ ｋ｜Ｔ， 使得对任意按 Ｔ 分块的 ｋ⁃ 块稀疏信号 ｘ ∈ Ｒｎ 满足

　 　 （１ － δ ｋ｜Ｔ）‖ｘ‖２
２ ≤ ‖Ａｘ‖２

２ ≤ （１ ＋ δ ｋ｜Ｔ）‖ｘ‖２
２， （７）

则称矩阵 Ａ 以参数 δ ｋ｜Ｔ 满足 ｂ⁃ＲＩＰ ．ｂ⁃ＲＩＰ 常数 δ ｋ｜Ｔ 定义为对所有 ｋ⁃ 块稀疏信号 ｘ ∈ Ｒｎ， 使得

式（７）成立的最小正数．
基于 ｂ⁃ＲＩＰ 框架，已有很多文献研究并给出利用混合 ｌ２ ／ ｌ１ 最小化及混合 ｌ２ ／ ｌｑ（０ ＜ ｑ≤１）

最小化准确重建 ｋ⁃ 块稀疏信号的 ｂ⁃ＲＩＰ 条件．更具体地，Ｅｌｄｅｒ 和 Ｍｉｓｈａｌｉ［１２］证得若测量矩阵满

足 δ ２ｋ ＜ ０．４１４， 式（５）能准确恢复块稀疏信号；Ｌｉｎ 和 Ｌｉ［１７］提升条件至 δ ２ｋ ＜ ０．４９３ １； Ｃｈｅｎ 和
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Ｌｉ［１８］给出 ｂ⁃ＲＩＰ 条件 δ ｔｋ ＜ （ ｔ － １） ／ ｔ ，∀ｔ ≥ １ 等．本文主要基于 ｂ⁃ＲＩＰ 框架，研究经混合

ｌ２ ／ ｌｑ（０ ＜ ｑ ≤ １） 最小化准确重建块稀疏信号时，测量矩阵 Ａ ∈ Ｒｍ×ｎ 需满足的 ｂ⁃ＲＩＰ 条件．
文章结构安排如下：第 １ 节给出几个重要的引理；关于 ｇ（ｑ，ｋ）（ ｔ － １） ＋ ｋ 阶 ｂ⁃ＲＩＰ 条件和

证明在第 ２ 节给出；第 ３ 节对全文进行总结．

１　 符号和关键引理

假设信号 ｘ∈ Ｒｎ 按分块指标集 Ｔ ＝ { ｄ１，ｄ２，…，ｄｌ } 进行分块，利用混合 ｌ２ ／ ｌ０ 范数去衡量

信号 ｘ 中 ｌ２ 范数不为 ０ 的块的个数．若一个信号至多只有 ｋ 个非零块，称该信号是 ｋ⁃ 块稀疏

的，即 ‖ｘ‖２，０ ≤ ｋ， 此处 ‖ｘ‖２，０ ＝∑ ｌ

ｉ ＝ １
Ｉ（‖ｘ［ ｉ］‖２ ＞ ０），Ｉ 为指标函数，当 ｘ ＞ ０ 时， Ｉ（ｘ）

＝ １， 否则， Ｉ（ｘ） ＝ ０．同时定义 ‖ｘ‖∞ ｍａｘｉ { ｘｉ } ，‖ｘ‖ －∞ ｍｉｎｉ { ｘｉ } ．
假设信号按同一分块指标集 Ｔ 进行分块，令
　 　 Σｎ

ｋ { ｘ ∈ Ｒｎ：‖ｘ‖２，０ ≤ ｋ } ，
用 ｘｋ 代表信号 ｘ 的最佳 ｋ⁃块稀疏近似，这表示矢量是由信号 ｘ∈ Ｒｎ 按分块指标集 Ｔ 分块后 ，
ｌ２ 范数最大的 ｋ 块构成，具体地 ，ｘｋ 可定义为

　 　 ｘｋ ａｒｇ ｍｉｎ
ｖ∈Σｎ

ｋ

‖ｘ － ｖ‖２，１ ．

同时，令 σ（Ａ） 为矩阵 Ａ 的谱范数，定义如下：

　 　 σ（Ａ） ＝ ｍａｘ
λ ｉ

（ｅｉｇ（ＡＴ × Ａ）） ，

其中 ｅｉｇ（Ｘ） 表示为计算方阵 Ｘ 特征值的函数，它返回向量 ［λ １，λ ２…，λ ｎ］ Ｔ， 其中 λ ｉ 表示第 ｉ
个特征值．

假设 Ｔ 是 { １，２，…，ｎ } 的一个子集，用 ＴＣ 表示 Ｔ的补集， ｜ Ｔ ｜ 表示集合 Ｔ的基数，取ＡＴ

［ａ ｊ， ｊ ∈ Ｔ］∗ 表示由 Ｔ 中指标所指向 Ａ 的行构成的子矩阵， Ｎ（Ａ） 表示矩阵 Ａ 的零空间．
下面给出几个重要的引理，这些引理对后面的分析有重要作用．
引理 １（块⁃限制正交常数 ｂ⁃ＲＯＣ［１７］）　 令 Ｔ 是一个分块指标集， ｜ Ｔ ｜ ＝ ｌ， 给定矩阵 Ａ ∈

Ｒｍ×ｎ， 有

　 　 ｜ 〈Ａｘ１，Ａｘ２〉 ｜ ≤ θ ｋ１，ｋ２‖ｘ１‖２‖ｘ２‖２， （８）
其中 ｘ１，ｘ２ 均为块稀疏信号且有不同块支撑 Ｔ１，Ｔ２ ⊂ { １，２，…，ｌ } ， ｜ Ｔ１ ｜ ≤ ｋ１， ｜ Ｔ２ ｜ ≤ ｋ２， 按

Ｔ 分块 ｋ１，ｋ２ 阶块限制正交常数 θ ｋ１，ｋ２ 是满足式（８）的最小常数．
引理 ２　 令 Ｔ 是一个分块指标集，信号 ｘ１，ｘ２ ∈ Ｒｎ 按 Ｔ 分块且有不同块支撑，其中 ｘ１ 是

ｋ１⁃ 块稀疏信号， ｘ２ 是一般稀疏信号，但是满足 ‖ｘ２‖２，１ ≤ λｋ２，‖ｘ２‖∞，Ｔ ≤ λ， 则

　 　 ｜ 〈Ａｘ１，Ａｘ２〉 ｜ ≤ θ ｋ１，ｋ２‖ｘ１‖２λ ｋ２ ． （９）
证明　 此引理证明与文献［５］中引理 ５．１ 证明相似，但应注意到文献［５］中针对稀疏信

号，这里主要针对块稀疏信号，因此需要作一些改变，具体证明如下．
假设信号 ｘ２ 是 ｌ⁃ 块稀疏信号，当 ｌ ≤ ｋ２， 由 θ ｋ１，ｋ２ 定义：
　 　 ｜ 〈Ａｘ１，Ａｘ２〉 ｜ ≤ θ ｋ１，ｋ２‖ｘ１‖２‖ｘ２‖２ ≤

　 　 　 　 θ ｋ１，ｋ２‖ｘ１‖２ ‖ｘ２‖２，１‖ｘ２‖∞，Ｔ ≤ θ ｋ１，ｋ２‖ｘ１‖２λ ｋ２ ．
因此，式（９）对 ｌ ≤ ｋ２ 时成立．

现在考虑 ｌ ＞ ｋ２， 利用归纳的方法证明．

９６１基于非凸优化模型的块稀疏信号恢复条件



假设式（９）对 ｌ － １ 成立，则对 ｌ，假设信号 ｘ２ 可表示为 ｘ２ ＝∑ ｌ

ｉ ＝ １∑
ｄｉ

ｊ ＝ １
ａｉｊｅｉｊ，ｅｉｊ ∈Ｒｎ 为指

标向量，其中 ｉ 代表第 ｉ 块， ｊ 代表对应块上第 ｊ 项，每块长度为 ｄｉ，∀ｉ ＝ １，２，…，ｌ， 取

　 　 ａｉ ＝ （０，…，０，ａｉ１，…，ａｉｄｉ，０，…，０） Ｔ ∈ Ｒｎ，　 　 ∀ｉ ＝ １，２，…，ｌ ．

假设 ‖ａ１‖２ ≥ ‖ａ２‖２ ≥ … ≥ ‖ａｌ‖２ ＞ ０， 因∑ ｌ

ｉ ＝ １
‖ａｉ‖２ ≤ λｋ２ ≤ （ ｌ － １）λ， 所以

　 　 １ ∈ Ｄ ≜ { １ ≤ ｒ ≤ ｌ － １：‖ａｒ‖２ ＋ ‖ａｒ＋１‖２ ＋ … ＋ ‖ａｌ‖２ ≤ （ ｌ － ｒ）λ } ．
这意味着 Ｄ 必为非空，现取 Ｄ 中最大的元 ｒ ∈ Ｄ， 这表明

　 　
‖ａｒ‖２ ＋ ‖ａｒ＋１‖２ ＋ … ＋ ‖ａｌ‖２ ≤ （ ｌ － ｒ）λ，
‖ａｒ＋１‖２ ＋ ‖ａｒ＋２‖２ ＋ … ＋ ‖ａｌ‖２ ＞ （ ｌ － ｒ － １）λ ．{ （１０）

注意到，即使 Ｄ 中最大的元素是 ｒ － １， 式（１０）仍成立．现令

　 　 ｂω ＝
∑

ｌ

ｉ ＝ ｒ
‖ａｉ‖２

ｌ － ｒ
－ ‖ａω‖２，　 　 ｒ ≤ ω ≤ ｌ， （１１）

且

　 　 γω ＝
ｂω

∑
ｌ

ｉ ＝ ｒ
ｂｉ

∑
ｒ－１

ｉ ＝ １
∑
ｄｉ

ｊ ＝ １
ａｉｊｅｉｊ ＋ ｂω ∑

ｌ

ｉ ＝ ｒ，ｉ≠ω
∑
ｄｉ

ｊ ＝ １

ａｉｊ

‖ａｉ‖２
ｅｉｊ ∈ Ｒｎ，　 　 ｒ ≤ ω ≤ ｌ ． （１２）

很容易得到 ∑ ｌ

ω ＝ ｒ
γω ＝ ｘ２， 且

　 　 ∑
ｌ

ｉ ＝ ｒ
‖ａｉ‖２ ＝ （ ｌ － ｒ）∑

ｌ

ｉ ＝ ｒ
ｂｉ，

由式（１０），对所有 ｒ ≤ ω ≤ ｌ， 有

　 　 ｂω ≥ ｂｒ ＝
∑

ｌ

ｉ ＝ ｒ＋１
‖ａｉ‖２

ｌ － ｒ
－ ｌ － ｒ － １

ｌ － ｒ
‖ａｒ‖２ ≥

∑
ｌ

ｉ ＝ ｒ＋１
‖ａｉ‖２ － （ ｌ － ｒ － １）λ

ｌ － ｒ
＞ ０．

又有

　 　 ‖γω‖２，１ ≤
ｂω

∑
ｌ

ｉ ＝ ｒ
ｂｉ

(∑
ｒ－１

ｉ ＝ １
‖ａｉ‖２ ＋ （ ｌ － ｒ）∑

ｌ

ｉ ＝ ｒ
ｂｉ ) ≤

　 　 　 　
ｂω

∑
ｌ

ｉ ＝ ｒ
ｂｉ

(∑
ｒ－１

ｉ ＝ １
‖ａｉ‖２ ＋ ∑

ｌ

ｉ ＝ ｒ
‖ａｉ‖２ ) ＝

ｂω

∑
ｌ

ｉ ＝ ｒ
ｂｉ

‖ｘ２‖２，１ ≤
ｂω

∑
ｌ

ｉ ＝ ｒ
ｂｉ

λｋ２，

且

　 　 ‖γω‖∞，Ｔ ＝ ｍａｘ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

ｂω

∑
ｌ

ｉ ＝ ｒ
ｂｉ

‖ａ１‖２，…，
ｂω

∑
ｌ

ｉ ＝ ｒ
ｂｉ

‖ａｒ－１‖２，
ｂω

∑
ｌ

ｉ ＝ ｒ
ｂｉ

∑
ｌ

ｉ ＝ ｒ
‖ａｉ‖２

ｌ － ｒ

ü

þ

ý

ï
ï

ï
ï

≤
ｂω

∑
ｌ

ｉ ＝ ｒ
ｂｉ

λ ．

最后一个不等关系是由式（１０）中第一个不等式得到的，又因 γω 是一个 （ ｌ － １） ⁃ 块稀疏信号，
利用归纳假设可得

　 　 ｜ 〈Ａｘ１，Ａｘ２〉 ｜ ＝ ∑
ｌ

ω ＝ ｒ
｜ 〈Ａｘ１，Ａγω〉 ｜ ≤
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　 　 　 　 θ ｋ１，ｋ２‖ｘ１‖２∑
ｌ

ω ＝ ｒ

ｂω

∑
ｌ

ｉ ＝ ｒ
ｂｉ

λ ｋ２ ＝ θ ｋ１，ｋ２‖ｘ１‖２λ ｋ２ ．

因此可知：对 ｌ， 式（９）成立．引理 ２ 得证．
引理 ２ 通过 ｂ⁃ＲＯＣ 提供一种当仅一个分量为块稀疏时，估计内积的方式，可将其看作标

准 ｂ⁃ＲＯＣ 定义的一般块稀疏推广．
引理 ３（多面体块稀疏表示［１８］）　 令 Ｔ 是一个分块指标集，对一个正数 α 和一个正整数 ｓ，

定义凸包 Ｔ（α，ｓ） ⊂ Ｒｐ，
　 　 Ｔ（α，ｓ） ＝ { ｖ ∈ Ｒｐ：‖ｖ‖∞，Ｔ ≤ α，‖ｖ‖２，１ ≤ ｓα } ．

对任意 ｖ ∈ Ｒｐ， 定义一个稀疏矢量集 Ｕ（α，ｓ，ｖ） ⊂ Ｒｐ，
　 　 Ｕ（α，ｓ，ｖ） ＝ { ｕ ∈ Ｒｐ：ｓｕｐｐ（ｕ） ⊆ ｓｕｐｐ（ｖ），
　 　 　 　 ‖ｕ‖０，Ｔ ≤ ｓ， ‖ｕ‖２，１ ＝ ‖ｖ‖２，１， ‖ｕ‖∞，Ｔ ≤ α } ．

则 ｖ ∈ Ｔ（α，ｓ） 当且仅当 ｖ 在 Ｕ（α，ｓ，ｖ） 的凸包里，特别地，任意 ｖ ∈ Ｔ（α，ｓ） 能被表示为

　 　 ｖ ＝ ∑
ｌ

ｉ ＝ １
λ ｉｕｉ，　 　 ０ ≤ λ ｉ ≤ １， ∑

ｌ

ｉ ＝ １
λ ｉ ＝ １， ｕｉ ∈ Ｕ（α，ｓ，ｖ） ．

引理 ４［１９］ 　 对 ｑ ∈ （０，１］ 及 ｘ ∈ Ｒｎ， 有

　 　 ‖ｘ‖１ ≤
‖ｘ‖ｑ

ｎ１ ／ ｑ －１
＋ ｐｑｎ（‖ｘ‖∞ － ‖ｘ‖ －∞ ） ． （１３）

此处 ｐｑ ｑｑ ／ （１－ｑ） － ｑ１ ／ （１－ｑ）， 其中 ｐｑ 对 ｑ ∈ （０，１］ 为非增凸函数且

　 　 ｐ０ ｌｉｍ
ｑ→０ ＋

ｐｑ ＝ １， ｐ１ ｌｉｍ
ｑ→１ ＋

ｐｑ ＝ ０．

注 １　 事实上，可用 ‖ｘ‖０ 代替式（１３）中 ｎ ．因此，自然有

　 　 ‖ｘ‖１ ≤
‖ｘ‖ｑ

‖ｘ‖１ ／ ｑ－１
０

＋ ｐｑ‖ｘ‖０（‖ｘ‖∞ － ‖ｘ‖ －∞ ） ．

引理 ５　 令 Ｔ 是一个分块指标集， Ａ ∈ Ｒｍ×ｎ， 则有

　 　 θＡ
ｋ，ｋ ≤

２δＡ
ｋ｜Ｔ， ｋ ≥ ２， ｋ ＝ ２ｎ， ｎ ∈ Ｎ，
２ｋ

ｋ２ － １
δＡ
ｋ｜Ｔ， ｋ ≥ ３， ｋ ＝ ２ｎ ＋ １， ｎ ∈ Ｎ ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

证明　 证明主要分为 ３ 步．
ｓｔｅｐ １　 证明 θ ｋ１，ｋ２ ≤ δ （ｋ１＋ｋ２） ｜ Ｔ ．
若要证得 θ ｋ１，ｋ２ ≤ δ （ｋ１＋ｋ２） ｜ Ｔ， 只需证明

　 　 ｜ 〈Ａｘ１，Ａｘ２〉 ｜ ≤ δ （ｋ１＋ｋ２） ｜ Ｔ ．
此处 ｘ１，ｘ２ 按分块指标集 Ｔ 分块且分别为 ｋ１⁃，ｋ２⁃ 块稀疏信号，具有不同的块支撑， ‖ｘ１‖２ ＝
１，‖ｘ２‖２ ＝ １．由式（７）有

　 　 ２（１ － δ （ｋ１＋ｋ２） ｜ Ｔ） ≤ ‖Ａｘ１ ＋ Ａｘ２‖２
２ ＝ ‖Ａｘ１‖２

２ ＋ ‖Ａｘ２‖２
２ ≤ ２（１ ＋ δ （ｋ１＋ｋ２） ｜ Ｔ），

且

　 　 ２（１ － δ （ｋ１＋ｋ２） ｜ Ｔ） ≤ ‖Ａｘ１ － Ａｘ２‖２
２ ＝ ‖Ａｘ１‖２

２ ＋ ‖Ａｘ２‖２
２ ≤ ２（１ ＋ δ （ｋ１＋ｋ２） ｜ Ｔ） ．

又由平行四边形恒等式

　 　 〈 ｆ，ｇ〉 ＝
‖ｆ ＋ ｇ‖２

２ ＋ ‖ｆ － ｇ‖２
２

４
，

１７１基于非凸优化模型的块稀疏信号恢复条件



可得 ｜ 〈Ａｘ１，Ａｘ２〉 ｜ ≤ δ （ｋ１＋ｋ２） ｜ Ｔ ．则自然地，有 θ ｋ１，ｋ２ ≤ δ （ｋ１＋ｋ２） ｜ Ｔ ．

ｓｔｅｐ ２　 证明 θ ｋ１，ａｋ２ ≤ ａ θ ｋ１，ｋ２ ．

若要证得 θ ｋ１，ａｋ２ ≤ ａ θ ｋ１，ｋ２， 只需证明

　 　 ｜ 〈Ａｘ１，Ａｘ２〉 ｜ ≤ ａ θ ｋ１，ｋ２，
此处 ｘ１，ｘ２ 按分块指标集 Ｔ 分块且分别为 ｋ１⁃，ａｋ２⁃块稀疏信号，具有不同的块支撑， ‖ｘ１‖２ ＝
１，‖ｘ２‖２ ＝ １．不考虑一般损失情形下，假设 ｘ２ 的块支撑为 { １，２，…，ａｋ２ } ，对 ｉ ＝ １，２，…，ａｋ２，
令 ｃｉ ∈ Ｒｎ 是保留 ｘ２ 中第 ｉ，（ ｉ ＋ １），…，（ ｉ ＋ ｋ２ － １） 个非零块，其他块取 ０ 的矢量，

　 　 ｜ 〈Ａｘ１，Ａｘ２〉 ｜ ≤ Ａｘ１，Ａ
１
ｋ２
∑
ａｋ２

ｉ ＝ １
ｃｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≤ １

ｋ２
∑
ａｋ２

ｉ ＝ １
｜ 〈Ａｘ１，Ａｃｉ〉 ｜ ≤

　 　 　 　 １
ｋ２

θ ｋ１，ｋ２‖ｘ１‖２∑
ａｋ２

ｉ ＝ １
‖ｃｉ‖２ ≤ １

ｋ２
θ ｋ１，ｋ２‖ｘ１‖２ ａｋ２∑

ａｋ２

ｉ ＝ １
‖ｃｉ‖２

２ ＝

　 　 　 　 ａ θ ｋ１，ｋ２‖ｘ１‖２‖ｘ２‖２ ＝ ａ θ ｋ１，ｋ２，

则有 θ ｋ１，ａｋ２ ≤ ａ θ ｋ１，ｋ２ 成立．
ｓｔｅｐ ３　 ｂ⁃ＲＩＰ 常数 δ ｋ｜Ｔ 和 ｂ⁃ＲＯＣ θ ｋ，ｋ 之间有不等关系：

　 　 θ ｋ，ｋ ＝ θ （ｋ ／ 「ｋ ／ ２⌉）「ｋ ／ ２⌉，（ｋ ／ ⌊ｋ ／ ２」）⌊ｋ ／ ２」 ≤ ｋ
「ｋ ／ ２⌉

ｋ
⌊ｋ ／ ２」

θ 「ｋ ／ ２⌉，⌊ｋ ／ ２」 ≤

　 　 　 　 ｋ
「ｋ ／ ２⌉⌊ｋ ／ ２」

δ ｋ｜Ｔ ＝
２δ ｋ｜Ｔ， ｋ ≥ ２， ｋ ＝ ２ｎ， ｎ ∈ Ｎ，

２ｋ

ｋ２ － １
δ ｋ｜Ｔ， ｋ ≥ ３， ｋ ＝ ２ｎ ＋ １， ｎ ∈ Ｎ ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

综上，引理得证．

２　 主 要 结 论

基于文献［１９］，首先给出如下定义．
定义一个实值函数 ｇ（ｑ，ｋ）：（０，１） × { １，２，３，… } → Ｒ，ｑ ∈ （０，１），ｋ ∈ { １，２，３，… } ，
　 　 ｇ（ｑ，ｋ） 「ｑｑ ／ （ｑ－１） ｋ⌉ １－１ ／ ｑｋ１ ／ ｑ ＋ ｐｑ「ｑｑ ／ （ｑ－１） ｋ⌉，

其中 ｐｑ ｑｑ ／ （１－ｑ） － ｑ１ ／ （１－ｑ）， 且当 ｑｑ ／ （ｑ－１） ｋ 是一个整数时， ｇ（ｑ，ｋ） ＝ ｋ， 否则 ｇ（ｑ，ｋ） ≤ ｋ ＋ ｐｑ ．
其次对 ｔ ＞ １，θ ≥ ０，ρ ≥ ０， 定义

　 　 μ（ ｔ，θ） （ ｔ ＋ θ － １）（ ｔ － １） ＋ １ － ｔ
θ

，

　 　 γ（ρ，θ） ρ － ρ ２

１ ／ ２ － ρ ＋ ρ ２（１ ＋ θ ／ （２（ ｔ － １）））
．

应注意到：当固定 ｔ时，对于 θ，函数 γ（μ（ ｔ，θ），θ） 是非增的；当固定 θ 时，对于 ｔ，函数 γ（μ（ ｔ，
θ），θ） 是非减的．
２．１　 重建块稀疏信号的 ｇ（ｑ，ｋ）（ ｔ － １） ＋ ｋ 阶 ｂ⁃ＲＩＰ条件

现在给出利用混合 ｌ２ ／ ｌｑ 最小化准确重建块稀疏信号的 ｇ（ｑ，ｋ）（ ｔ － １） ＋ ｋ 阶 ｂ⁃ＲＩＰ 条件，
其中 ０ ＜ ｑ ≤ １．

定理 １（无噪情形）　 假设 ｘ ∈ Ｒｎ 按分块指标集 Ｔ 分块是一个块稀疏信号， ｜ Ｔ ｜ ＝ ｌ，ｙ ∈
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Ｒｍ，Ａ ∈ Ｒｍ×ｎ， 若测量矩阵 Ａ 满足 ｇ（ｑ，ｋ）（ ｔ － １） ＋ ｋ 阶 ｂ⁃ＲＩＰ 且

　 　 δ ｇ（ｑ，ｋ）（ ｔ －１） ＋ｋ ＜ γ μ ｔ，ｇ（ｑ，ｋ）
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ｇ（ｑ，ｋ）

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （１４）

则 ｘ 是式（６）的唯一解，即信号能被准确重建．
对于有噪声情形，考虑两种类型的噪声设置：
 Ｂ（ε） ＝ { ｚ：‖ｚ‖２ ≤ ε } ；
 Ｂ（ε） ＝ { ｚ：‖ＡＴｚ‖∞，Ｔ ≤ ε } ．

对应两种噪声设置下的结果分别在定理 ２ 和定理 ３ 中给出．
定理 ２　 假设 ｘ∈ Ｒｎ 按分块指标集 Ｔ 分块是一个近似 ｋ⁃块稀疏信号， ｜ Ｔ ｜ ＝ ｌ，ｙ∈ Ｒｍ，Ａ

∈ Ｒｍ×ｎ 且 ‖ｚ‖２ ≤ ε，Ｂ（η） ＝ { ｚ：‖ｚ‖２ ≤ η } ， 其中 η ≥ ε ＋ σ（Ａ）‖ｘ － ｘｋ‖２， 若测量矩

阵 Ａ 满足 ｇ（ｑ，ｋ）（ ｔ － １） ＋ ｋ 阶 ｂ⁃ＲＩＰ 且

　 　 δ ｇ（ｑ，ｋ）（ ｔ －１） ＋ｋ ＜ γ μ ｔ，ｇ（ｑ，ｋ）
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ｇ（ｑ，ｋ）

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

则式（６）能稳定恢复信号 ｘ， δ δ ｇ（ｑ，ｋ）（ ｔ －１） ＋ｋ ∈ （０，１），

　 　 ‖ｘｌ２ － ｘ‖２ ≤ ２（１ － δ） μ（１ － μ）（ε ＋ η）

μ ２ － μ ＋ δ １
２

－ μ ＋ １ ＋ ｇ（ｑ，ｋ）
２ｋ（ ｔ － １）

æ

è
ç

ö

ø
÷ μ ２æ

è
ç

ö

ø
÷

＋

　 　 　 　
２（１ － δ） μ（１ － μ）σ（Ａ）

μ ２ － μ ＋ δ １
２

－ μ ＋ １ ＋ ｇ（ｑ，ｋ）
２ｋ（ ｔ － １）

æ

è
ç

ö

ø
÷ μ ２æ

è
ç

ö

ø
÷

＋ １
é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

‖ｘ － ｘｋ‖２ ． （１５）

定理 ３　 假设 ｘ∈ Ｒｎ 按分块指标集 Ｔ 分块是一个近似 ｋ⁃块稀疏信号， ｜ Ｔ ｜ ＝ ｌ，ｙ∈ Ｒｍ，Ａ
∈ Ｒｍ×ｎ 且 ‖ＡＴｚ‖∞，Ｔ ≤ ε，Ｂ（η） ＝ { ｚ：‖ＡＴｚ‖∞，Ｔ ≤ η } ， 其中 η ≥ ε ＋ σ ２（Ａ）‖ｘ － ｘｋ‖２，
若测量矩阵 Ａ 满足 ｇ（ｑ，ｋ）（ ｔ － １） ＋ ｋ 阶 ｂ⁃ＲＩＰ 且

　 　 δ ｇ（ｑ，ｋ）（ ｔ －１） ＋ｋ ＜ γ μ ｔ，ｇ（ｑ，ｋ）
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ｇ（ｑ，ｋ）

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

则式（６）能稳定恢复信号 ｘ，δ δ ｇ（ｑ，ｋ）（ ｔ －１） ＋ｋ ∈ （０，１），

　 　 ‖ｘＤＳ － ｘ‖２ ≤ ２（ｇ（ｑ，ｋ）（ ｔ － １） ＋ ｋ） μ（１ － μ）（ε ＋ η）

μ ２ － μ ＋ δ １
２

－ μ ＋ １ ＋ ｇ（ｑ，ｋ）
２ｋ（ ｔ － １）

æ

è
ç

ö

ø
÷ μ ２æ

è
ç

ö

ø
÷

＋

　 　 　 　
２（ｇ（ｑ，ｋ）（ ｔ － １） ＋ ｋ） μ（１ － μ）σ ２（Ａ）

μ ２ － μ ＋ δ １
２

－ μ ＋ １ ＋ ｇ（ｑ，ｋ）
２ｋ（ ｔ － １）

æ

è
ç

ö

ø
÷ μ ２æ

è
ç

ö

ø
÷

＋ １
é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

‖ｘ － ｘｋ‖２ ． （１６）

２．２　 主要结果的证明

下面给出定理 １～３ 的证明．
首先考虑 ｇ（ｑ，ｋ）（ ｔ － １） 是一个整数，假设 ｘ是近似 ｋ⁃块稀疏信号，令 ｘｋ 为 ｘ的最佳 ｋ⁃块

稀疏近似， Ｔ ＝ ｓｕｐｐ（ｘｋ）， 注意此支撑为块支撑．令 ｚ′ ＝ Ａ（ｘ － ｘｋ） ＋ ｚ， 可有 ｙ ＝ Ａｘｋ ＋ ｚ′ ．现假

设 ｙ － Ａｘｋ ∈ Ｂ，ｘ 为式（６）最小化解，取 ｈ ＝ ｘ － ｘｋ， 则

　 　 ‖ｘｋ‖ｑ
２，ｑ ≥ ‖ｘｋ ＋ ｈ‖ｑ

２，ｑ ＝
　 　 　 　 ‖ｘｋ ＋ ｈＴ‖ｑ

２，ｑ ＋ ‖ｈＴＣ‖ｑ
２，ｑ ≥ ‖ｘｋ‖ｑ

２，ｑ － ‖ｈＴ‖ｑ
２，ｑ ＋ ‖ｈＴＣ‖ｑ

２，ｑ，
自然地，有 ‖ｈ －ｍａｘ（ｋ）‖ｑ

２，ｑ ≤‖ｈＴＣ‖ｑ
２，ｑ ≤‖ｈＴ‖ｑ

２，ｑ ≤‖ｈｍａｘ（ｋ）‖ｑ
２，ｑ， 其中 ｈｍａｘ（ｋ） 为保留 ｈ 中 ｌ２

３７１基于非凸优化模型的块稀疏信号恢复条件



范数最大的 ｋ 个块的矢量， ｈ －ｍａｘ（ｋ） ＝ ｈ － ｈｍａｘ（ｋ） ．现令 α ＝ ｋ －１ ／ ｑ‖ｈｍａｘ（ｋ）‖２，ｑ， 并且将 ｈ －ｍａｘ（ｋ） 划

分为矢量 ｈＴ１，ｈＴ２，… 的和，其中 Ｔ１ 是由 ｈ －ｍａｘ（ｋ） 中 ｌ２ 范数最大的 「ｑｑ ／ （ｑ－１） ｋ⌉ 个块的块指标构成

的指标集，而 Ｔ２ 是由 ｈ －ｍａｘ（ｋ）ＴＣ１
中 ｌ２ 范数最大的 「ｑｑ ／ （ｑ－１） ｋ⌉ 个块的块指标构成的指标集，依次

进行，有 ｈ －ｍａｘ（ｋ） ＝ ｈＴ１
＋ ｈＴ２

＋ …， 此处 ｈＴｊ（ ｊ ≥ １） 的块稀疏度至多是 「ｑｑ ／ （ｑ－１） ｋ⌉ ． 显然，
ｋ‖ｈ －ｍａｘ（ｋ）‖ｑ

∞，Ｔ ≤ ‖ｈｍａｘ（ｋ）‖ｑ
２，ｑ ＝ ｋα ｑ， 则 ‖ｈ －ｍａｘ（ｋ）‖∞，Ｔ ≤ α， 假设

　 　 ‖ｈＴ１［１］‖２ ≥ … ≥ ‖ｈＴ１［「ｑ
ｑ ／ （ｑ－１） ｋ⌉］‖２ ≥ … ≥

　 　 　 　 ‖ｈＴｊ［１］‖２ ≥ … ≥ ‖ｈＴｊ［「ｑ
ｑ ／ （ｑ－１） ｋ⌉］‖２ ≥

　 　 　 　 ‖ｈＴｊ ＋１［１］‖２ ≥ … ≥ ‖ｈＴｊ ＋１［「ｑ
ｑ ／ （ｑ－１） ｋ⌉］‖２ ≥ …，　 　 ∀ｊ ≥ １． （１７）

令

　 　 ｄ ｊ ＝ （０，…，０，‖ｈＴｊ［１］‖２，‖ｈＴｊ［２］‖２，…，
　 　 　 　 ‖ｈＴｊ［「ｑ

ｑ ／ （ｑ－１） ｋ⌉］‖２，０，…，０） ∈ Ｒ ｌ，　 　 ∀ｊ ≥ １．
由引理 ４ 有 ∀ｊ ≥ １，

　 　 ‖ｄ ｊ‖１ ≤ 「ｑｑ ／ （ｑ－１） ｋ⌉ １－１ ／ ｑ‖ｄ ｊ‖ｑ ＋ ｐｑ「ｑｑ ／ （ｑ－１） ｋ⌉（‖ｄ ｊ‖∞ － ‖ｄ ｊ‖ －∞ ），
又由 ‖ｄ ｊ‖２ ＝ ‖ｈＴｊ‖２，‖ｄ ｊ‖ｑ ＝ ‖ｈＴｊ‖２，ｑ 且

　 　 ‖ｄ ｊ‖１ ＝ ∑
「ｑｑ ／ （ｑ－１）ｋ⌉

ｉ ＝ １
‖ｈＴｊ［ ｉ］‖２ ＝ ‖ｈＴｊ‖２，１，

　 　 ｍａｘ
１≤ｉ≤「ｑｑ ／ （ｑ－１）ｋ⌉

｜ ｄ ｊ（ ｉ） ｜ ＝ ‖ｄ ｊ‖∞ ＝ ‖ｈＴｊ‖∞，Ｔ ＝ ‖ｈＴｊ［１］‖２，

　 　 ｍｉｎ
１≤ｉ≤「ｑｑ ／ （ｑ－１）ｋ⌉

｜ ｄ ｊ（ ｉ） ｜ ＝ ‖ｄ ｊ‖ －∞ ＝ ｍｉｎ
１≤ｉ≤「ｑｑ ／ （ｑ－１）ｋ⌉

‖ｈＴｊ［ ｉ］‖２ ＝ ‖ｈＴｊ［「ｑ
ｑ ／ （ｑ－１） ｋ⌉］‖２，

则有

　 　 ‖ｈＴｊ‖２，１ ≤ 「ｑｑ ／ （ｑ－１） ｋ⌉ １－１ ／ ｑ‖ｈＴｊ‖２，ｑ ＋
　 　 　 　 ｐｑ「ｑｑ ／ （ｑ－１） ｋ⌉（‖ｈＴｊ［１］‖２ － ‖ｈＴｊ［「ｑ

ｑ ／ （ｑ－１） ｋ⌉］‖２） ． （１８）
因此，根据 ｇ（ｑ，ｋ） 定义，对任意 ｊ ≥ １，

　 　 ‖ｈ －ｍａｘ（ｋ）‖２，１ ＝ ∑
ｊ≥１

‖ｈＴｊ‖２，１ ≤

　 　 　 　 「ｑｑ ／ （ｑ－１） ｋ⌉ １－１ ／ ｑ∑
ｊ≥１

‖ｈＴｊ‖２，ｑ ＋ ｐｑ「ｑｑ ／ （ｑ－１） ｋ⌉‖ｈＴ１［１］‖２ ≤

　 　 　 　 「ｑｑ ／ （ｑ－１） ｋ⌉ １－１ ／ ｑ (∑
ｊ≥１

‖ｈＴｊ‖
ｑ
２，ｑ )

１ ／ ｑ
＋ ｐｑ「ｑｑ ／ （ｑ－１） ｋ⌉‖ｈＴ１［１］‖２ ≤

　 　 　 　 「ｑｑ ／ （ｑ－１） ｋ⌉ １－１ ／ ｑｋ１ ／ ｑα ＋ ｐｑ「ｑｑ ／ （ｑ－１） ｋ⌉α ≤ ｇ（ｑ，ｋ）α ． （１９）
现将 ｈ －ｍａｘ（ｋ） 划分为两个部分： ｈ －ｍａｘ（ｋ） ＝ ｈ（１） ＋ ｈ（２）， 此处

　 　 ｈ（１） ｈ －ｍａｘ（ｋ）·１{ ｉ：‖ｈ －ｍａｘ（ｋ）［ ｉ］‖２ ＞ α ／ （ ｔ －１） } ，
　 　 ｈ（２） ｈ －ｍａｘ（ｋ）·１{ ｉ：‖ｈ －ｍａｘ（ｋ）［ ｉ］‖２≤α ／ （ ｔ －１） } ．

因 ‖ｈ（１）‖２，１ ≤‖ｈ －ｍａｘ（ｋ）‖２，１ ≤ ｇ（ｑ，ｋ）α，并且 ｈ（１） 中非零块的 ｌ２ 范数均大于 α ／ （ ｔ － １），因

此， ｈ（１） 是 ［ｇ（ｑ，ｋ）（ ｔ － １）］ ⁃ 块稀疏矢量，现令 ‖ｈ（１）‖２，０ ＝ ｍ， 则

　 　
‖ｈ（２）‖２，１ ＝ ‖ｈ －ｍａｘ（ｋ）‖２，１ － ‖ｈ（１）‖２，１ ≤ ［ｇ（ｑ，ｋ）（ ｔ － １） － ｍ］ α

ｔ － １
，

‖ｈ（２）‖∞，Ｔ ＝ ｍａｘ
ｉ

‖ｈ（２）［ ｉ］‖２ ≤ α
ｔ － １

．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（２０）

由引理 ３ 知 ｈ（２） ＝∑Ｎ

ｉ ＝ １
λ ｉｕｉ， 其中 ｕｉ ∈ Ｒｎ 是 ｓ⁃块稀疏矢量， ｓ ＝ ｇ（ｑ，ｋ）（ ｔ － １） － ｍ，‖ｕｉ‖２，１
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＝ ‖ｈ（２）‖２，１，‖ｕｉ‖∞，Ｔ ≤ α ／ （ ｔ － １） ．因此

　 　 ‖ｕｉ‖２ ≤ ‖ｕｉ‖∞，Ｔ‖ｕｉ‖２，１ ≤

　 　 　 　 ［ｇ（ｑ，ｋ）（ ｔ － １） － ｍ］ α
ｔ － １

· α
ｔ － １

≤ ｇ（ｑ，ｋ）
ｔ － １

α ．

因 ‖ｈｍａｘ（ｋ）‖２
２ ≥ ｋ１－２ ／ ｑ‖ｈｍａｘ（ｋ）‖２

２，ｑ ＝ ｋ１－２ ／ ｑ（ｋα ｑ） ２ ／ ｑ ＝ ｋα２， 自然地，有

　 　 ‖ｕｉ‖２ ≤ ｇ（ｑ，ｋ）
ｔ － １

α ≤ ｇ（ｑ，ｋ）
ｋ

‖ｈｍａｘ（ｋ）‖２

ｔ － １
≤ ｇ（ｑ，ｋ）

ｋ
‖ｈｍａｘ（ｋ） ＋ ｈ（１）‖２

ｔ － １
．

又 ‖ｈｍａｘ（ｋ） ＋ ｈ（１）‖２，０ ≤ ｋ ＋ ｍ ≤ ｇ（ｑ，ｋ）（ ｔ － １） ＋ ｋ， 假设存在某个 ρ ≥ ０， 使

　 　 〈Ａ（ｈｍａｘ（ｋ） ＋ ｈ（１）），Ａｈ〉 ≤ ρ‖ｈｍａｘ（ｋ） ＋ ｈ（１）‖２ ． （２１）
对任意 μ ≥ ０， 令 η ｉ ＝ ｈｍａｘ（ｋ） ＋ ｈ（１） ＋ μｕｉ， 有

　 　 ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
λ ｊη ｊ －

１
２

η ｉ ＝ ｈｍａｘ（ｋ） ＋ ｈ（１） ＋ μｈ（２） － １
２

η ｉ ＝

　 　 　 　 １
２

－ μæ

è
ç

ö

ø
÷ （ｈｍａｘ（ｋ） ＋ ｈ（１）） － １

２
μｕｉ ＋ μｈ， （２２）

此处 η ｉ， ∑Ｎ

ｊ ＝ １
λ ｊη ｊ －

１
２

η ｉ － μｈ 均是 ［ｇ（ｑ，ｋ）（ ｔ － １） ＋ ｋ］ ⁃ 块稀疏矢量，则很容易检验如下

等式：

　 　 ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
λ ｉ Ａ ∑

Ｎ

ｊ ＝ １
λ ｊη ｊ －

１
２

η ｉ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

２
＝ ∑

Ｎ

ｉ ＝ １

λ ｉ

４
‖Ａη ｉ‖２

２ ．

令 μ ＝ μ（ ｔ，ｇ（ｑ，ｋ） ／ ｋ） ＞ ０，δ δ ｇ（ｑ，ｋ）（ ｔ －１） ＋ｋ ∈ （０，１）， 则

　 　 ０ ＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
λ ｉ Ａ （ｈｍａｘ（ｋ） ＋ ｈ（１） ＋ μｈ（２）） － １

２
（ｈｍａｘ（ｋ） ＋ ｈ（１） ＋ μｕｉ）

é

ë
êê

ù

û
úú

２

２
－

　 　 　 　 ∑
Ｎ

ｉ ＝ １

λ ｉ

４
‖Ａη ｉ‖２

２ ＝

　 　 　 　 ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
λ ｉ Ａ

１
２

－ μæ

è
ç

ö

ø
÷ （ｈｍａｘ（ｋ） ＋ ｈ（１）） － μ

２
ｕｉ ＋ μｈé

ë
êê

ù

û
úú

２

２
－ ∑

Ｎ

ｉ ＝ １

λ ｉ

４
‖Ａη ｉ‖２

２ ＝

　 　 　 　 ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
λ ｉ Ａ

１
２

－ μæ

è
ç

ö

ø
÷ （ｈｍａｘ（ｋ） ＋ ｈ（１）） － μ

２
ｕｉ

é

ë
êê

ù

û
úú

２

２
＋

　 　 　 　 ２ Ａ
１
２

－ μæ

è
ç

ö

ø
÷ （ｈｍａｘ（ｋ） ＋ ｈ（１）） － μ

２
ｈ（２）é

ë
êê

ù

û
úú ，μＡｈ ＋

　 　 　 　 μ ２‖Ａｈ‖２
２ － ∑

Ｎ

ｉ ＝ １

λ ｉ

４
‖Ａη ｉ‖２

２ ＝

　 　 　 　 ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
λ ｉ Ａ

１
２

－ μæ

è
ç

ö

ø
÷ （ｈｍａｘ（ｋ） ＋ ｈ（１）） － μ

２
ｕｉ

é

ë
êê

ù

û
úú

２

２
＋

　 　 　 　 μ（１ － μ）〈Ａ（ｈｍａｘ（ｋ） ＋ ｈ（１）），Ａｈ〉 － ∑
Ｎ

ｉ ＝ １

λ ｉ

４
‖Ａη ｉ‖２

２ ≤

　 　 　 　 ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
λ ｉ （１ ＋ δ） １

２
－ μæ

è
ç

ö

ø
÷

２

‖ｈｍａｘ（ｋ） ＋ ｈ（１）‖２
２ ＋ μ ２

４
‖ｕｉ‖２

２
é

ë
êê

ù

û
úú ＋

　 　 　 　 μ（１ － μ）ρ‖ｈｍａｘ（ｋ） ＋ ｈ（１）‖２ －
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　 　 　 　 ∑
Ｎ

ｉ ＝ １

λ ｉ

４
（‖ｈｍａｘ（ｋ） ＋ ｈ（１）‖２

２ ＋ μ ２‖ｕｉ‖２
２） ＝

　 　 　 　 ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
λ ｉ （１ ＋ δ） １

２
－ μæ

è
ç

ö

ø
÷

２

－ １ － δ
４

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖ｈｍａｘ（ｋ） ＋ ｈ（１）‖２

２ ＋ １
２

δμ ２‖ｕｉ‖２
２

é

ë
êê

ù

û
úú ＋

　 　 　 　 μ（１ － μ）ρ‖ｈｍａｘ（ｋ） ＋ ｈ（１）‖２ ＝

　 　 　 　 ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
λ ｉ （１ ＋ δ） １

２
－ μæ

è
ç

ö

ø
÷

２

－ １ － δ
４

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｘ２ ＋ δμ ２ ｇ（ｑ，ｋ）

２ｋ（ ｔ － １）
Ｘ２é

ë
êê

ù

û
úú ＋ μ（１ － μ）ρＸ ≤

　 　 　 　 μ ２ － μ ＋ δ １
２

－ μ ＋ １ ＋ ｇ（ｑ，ｋ）
２ｋ（ ｔ － １）

æ

è
ç

ö

ø
÷ μ ２æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú Ｘ

２ ＋ μ（１ － μ）ρＸ， （２３）

其中 Ｘ ‖ｈｍａｘ（ｋ） ＋ ｈ（１）‖２ 是式（２３）的独立变量．若想要关于 ‖ｈｍａｘ（ｋ） ＋ ｈ（１）‖２ 的解有上界，
则不等式（２３）的二次项系数应小于零，即

　 　 μ ２ － μ ＋ δ １ ＋ ｇ（ｑ，ｋ）
２ｋ（ ｔ － １）

μ ２æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

　 　 　 　 １
２

－ μ ＋ １ ＋ ｇ（ｑ，ｋ）
２ｋ（ ｔ － １）

æ

è
ç

ö

ø
÷ μ ２æ

è
ç

ö

ø
÷ δ － γ μ ｔ，ｇ（ｑ，ｋ）

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ｇ（ｑ，ｋ）

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ＜ ０．

因此有

　 　 δ ｇ（ｑ，ｋ）（ ｔ －１） ＋ｋ ＜ γ μ ｔ，ｇ（ｑ，ｋ）
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， ｇ（ｑ，ｋ）

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

且

　 　 ‖ｈｍａｘ（ｋ） ＋ ｈ（１）‖２ ≤ μ（μ － １）ρ

μ ２ － μ ＋ δ １
２

－ μ ＋ １ ＋ ｇ（ｑ，ｋ）
２ｋ（ ｔ － １）

æ

è
ç

ö

ø
÷ μ ２æ

è
ç

ö

ø
÷

． （２４）

若 ｇ（ｑ，ｋ）（ ｔ － １） 不是一个整数， 则令 ｔ′ ＝ 「ｇ（ｑ，ｋ）（ ｔ － １）⌉ ／ ｇ（ｑ，ｋ） ＋ １， 有 ｔ′ ＞ ｔ 且
ｇ（ｑ，ｋ）（ ｔ′ － １） 是一个整数，从以上推导，可知：若

　 　 δ ＝ δ ｇ（ｑ，ｋ）（ ｔ －１） ＋ｋ ＝ δ ｇ（ｑ，ｋ）（ ｔ′－１） ＋ｋ ＜ γ μ ｔ′，ｇ（ｑ，ｋ）
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ｇ（ｑ，ｋ）

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

则式（２４）成立．现利用函数 γ（μ（ ｔ，θ），θ） 对固定 θ， 在 ｔ ≥ ０ 上的非递减性，得到

　 　 δ ｇ（ｑ，ｋ）（ ｔ′－１） ＋ｋ ＝ δ ｇ（ｑ，ｋ）（ ｔ －１） ＋ｋ ＜ γ μ ｔ，ｇ（ｑ，ｋ）
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ｇ（ｑ，ｋ）

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＜

　 　 　 　 γ μ ｔ′，ｇ（ｑ，ｋ）
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ｇ（ｑ，ｋ）

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

则条件

　 　 δ ｇ（ｑ，ｋ）（ ｔ －１） ＋ｋ ＜ γ μ ｔ，ｇ（ｑ，ｋ）
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ｇ（ｑ，ｋ）

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

仍能保证式（２３）关于 ‖ｈｍａｘ（ｋ） ＋ ｈ（１）‖２ 的解有上界，又因 ‖ｈｍａｘ（ｋ）‖２，ｑ ≥ ‖ｈ －ｍａｘ（ｋ）‖２，ｑ， 可

有 ‖ｈｍａｘ（ｋ）‖２ ≥ ‖ｈ －ｍａｘ（ｋ）‖２，

　 　 ‖ｘ － ｘｋ‖２ ＝ ‖ｈ‖２ ＝ ‖ｈｍａｘ（ｋ）‖２
２ ＋ ‖ｈ －ｍａｘ（ｋ）‖２

２ ≤

　 　 　 　 ２‖ｈｍａｘ（ｋ）‖２ ≤ ２‖ｈｍａｘ（ｋ） ＋ ｈ（１）‖２，
然后

　 　 ‖ｘ － ｘ‖２ ≤ ‖ｘ － ｘｋ‖２ ＋ ‖ｘ － ｘｋ‖２ ≤
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　 　 　 　 ２‖ｈｍａｘ（ｋ） ＋ ｈ（１）‖２ ＋ ‖ｘ － ｘｋ‖２ ≤

　 　 　 　 ２ μ（μ － １）ρ

μ ２ － μ ＋ δ １
２

－ μ ＋ １ ＋ ｇ（ｑ，ｋ）
２ｋ（ ｔ － １）

æ

è
ç

ö

ø
÷ μ ２æ

è
ç

ö

ø
÷

＋ ‖ｘ － ｘｋ‖２ ． （２５）

下面分别讨论无噪及两种有噪情形：
 无噪情形

若 ｘ 是 ｋ⁃ 块稀疏信号，则 Ａｈ ＝ Ａｘ － Ａｘｋ ＝ Ａｘ － Ａｘ ＝ ０， 因此，在式（２１）中，令 ρ ＝ ０， 则

由式（２５）有 ‖ｘ － ｘ‖２ ＝ ０， 这表示块稀疏信号 ｘ 被准确恢复，证明成立．
 有噪情形 Ｂ（η） ＝ { ｚ：‖ｚ‖２ ≤ η }

若 ｘ 是近似 ｋ⁃ 块稀疏信号， ‖ｙ － Ａｘ‖２ ≤ ε，σ（Ａ） 代表 Ａ 的谱范数，则
　 　 〈Ａ（ｈｍａｘ（ｋ） ＋ ｈ（１）），Ａｈ〉 ≤ ‖Ａ（ｈｍａｘ（ｋ） ＋ ｈ（１））‖２‖Ａｈ‖２ ≤

　 　 　 　 １ ＋ δ‖ｈｍａｘ（ｋ） ＋ ｈ（１）‖２（‖ｙ － Ａｘ‖２ ＋ ‖ｙ － Ａｘ‖２ ＋ ‖Ａ（ｘ － ｘｋ）‖２） ≤

　 　 　 　 １ ＋ δ （ε ＋ η ＋ σ（Ａ）‖ｘ － ｘｋ‖２）‖ｈｍａｘ（ｋ） ＋ ｈ（１）‖２ ．

此时，若 η ≥ ε ＋ σ（Ａ）‖ｘ － ｘｋ‖２， 则假设 ｙ － Ａｘｋ ∈ Ｂ 成立．在式（２１）中，令 ρ ＝ １ ＋ δ （ε
＋ η ＋ σ（Ａ）‖ｘ － ｘｋ‖２）， 有

　 　 ‖ｘｌ２ － ｘ‖２ ≤

　 　 　 　
２（１ － δ） μ（１ － μ）（ε ＋ η ＋ σ（Ａ）‖ｘ － ｘｋ‖２）

μ ２ － μ ＋ δ １
２

－ μ ＋ １ ＋ ｇ（ｑ，ｋ）
２ｋ（ ｔ － １）

æ

è
ç

ö

ø
÷ μ ２æ

è
ç

ö

ø
÷

＋ ‖ｘ － ｘｋ‖２ ． （２６）

 有噪情形 Ｂ（η） ＝ { ｚ：‖ＡＴｚ‖∞，Ｔ ≤ η }

若 ｘ 是近似 ｋ⁃ 块稀疏信号， ‖ＡＴ（ｙ － Ａｘ）‖∞，Ｔ ≤ ε，σ（Ａ） 代表 Ａ 的谱范数，则
　 　 〈Ａ（ｈｍａｘ（ｋ） ＋ ｈ（１）），Ａｈ〉 ≤
　 　 　 　 〈ｈｍａｘ（ｋ） ＋ ｈ（１），ＡＴＡｈ〉 ≤ ‖ｈｍａｘ（ｋ） ＋ ｈ（１）‖２，１‖ＡＴＡｈ‖∞，Ｔ ≤

　 　 　 　 ｇ（ｑ，ｋ）（ ｔ － １） ＋ ｋ‖ｈｍａｘ（ｋ） ＋ ｈ（１）‖２‖ＡＴＡｈ‖∞，Ｔ ≤

　 　 　 　 ｇ（ｑ，ｋ）（ ｔ － １） ＋ ｋ‖ｈｍａｘ（ｋ） ＋ ｈ（１）‖２（‖ＡＴ（ｙ － Ａｘ）‖∞，Ｔ ＋
　 　 　 　 ‖ＡＴ（ｙ － Ａｘ）‖∞，Ｔ ＋ ‖ＡＴ（Ａｘ － Ａｘｋ）‖∞，Ｔ） ≤

　 　 　 　 ｇ（ｑ，ｋ）（ ｔ － １） ＋ ｋ‖ｈｍａｘ（ｋ） ＋ ｈ（１）‖２（ε ＋ η ＋ ‖ＡＴＡ（ｘ － ｘｋ）‖∞，Ｔ） ≤

　 　 　 　 ｇ（ｑ，ｋ）（ ｔ － １） ＋ ｋ‖ｈｍａｘ（ｋ） ＋ ｈ（１）‖２（ε ＋ η ＋ σ ２（Ａ）‖ｘ － ｘｋ‖２） ．
此时，若 η ≥ ε ＋ σ ２（Ａ）‖ｘ － ｘｋ‖２， 则假设 ｙ － Ａｘｋ ∈ Ｂ 成立． 在式 （ ２１） 中，令 ρ ＝

ｇ（ｑ，ｋ）（ ｔ － １） ＋ ｋ （ε ＋ η ＋ σ ２（Ａ）‖ｘ － ｘｋ‖２）， 有

　 　 ‖ｘＤＳ － ｘ‖２ ≤

　 　 　 　
２（ｇ（ｑ，ｋ）（ ｔ － １） ＋ ｋ） μ（１ － μ）（ε ＋ η ＋ σ ２（Ａ）‖ｘ － ｘｋ‖２）

μ ２ － μ ＋ δ １
２

－ μ ＋ １ ＋ ｇ（ｑ，ｋ）
２ｋ（ ｔ － １）

æ

è
ç

ö

ø
÷ μ ２æ

è
ç

ö

ø
÷

＋

　 　 　 　 ‖ｘ － ｘｋ‖２ ． （２７）
综上，定理得证．

２．３　 重建块稀疏信号的 ｋ 阶 ｂ⁃ＲＩＰ条件

本小节给出对任意 ｑ∈（０，１］， 混合 ｌ２ ／ ｌｑ（０ ＜ ｑ≤１） 最小化准确重建块稀疏信号的 ｋ 阶

７７１基于非凸优化模型的块稀疏信号恢复条件



ｂ⁃ＲＩＰ 条件．
定理 ４　 将信号按分块指标集 Ｔ 进行分块，对任意 ｑ ∈ （０，１］， 若测量矩阵 Ａ 满足 δ ｋ｜Ｔ ＋

θ ｋ，ｋ（「ｇ（ｑ，ｋ）⌉ ／ ｋ） ＜ １， 则利用混合 ｌ２ ／ ｌｑ 最小化能准确恢复块稀疏信号．特别地，当 ｑ ＝ １ 或

ｑ（ｑ ／ （ｑ－１））ｋ 为整数时，有 δ ｋ｜Ｔ ＋ θ ｋ，ｋ ＜ １．
证明　 显然混合 ｌ２ ／ ｌｑ（０ ＜ ｑ ≤ １） 最小化准确恢复块稀疏信号仅需验证

　 　 ‖ｈｍａｘ（ｋ）‖ｑ
２，ｑ ＜ ‖ｈ －ｍａｘ（ｋ）‖ｑ

２，ｑ，　 　 ∀ｈ ∈ Ｎ（Ａ） ＼ { ０ } ．
令 α ＝‖ｈｍａｘ（ｋ）‖２，ｑ ／ ｋ１ ／ ｑ，由引理 ２，‖ｈ －ｍａｘ（ｋ）‖２，１ ≤ ｇ（ｑ，ｋ）α≤「ｇ（ｑ，ｋ）⌉α 且‖ｈ －ｍａｘ（ｋ）‖∞，Ｔ

≤ α， 则

　 　 ｜ 〈Ａｈｍａｘ（ｋ），Ａｈ －ｍａｘ（ｋ）〉 ｜ ≤ θ ｋ，「ｇ（ｑ，ｋ）⌉‖ｈｍａｘ（ｋ）‖２ 「ｇ（ｑ，ｋ）⌉ α ≤

　 　 　 　 θ ｋ，ｋ
「ｇ（ｑ，ｋ）⌉

ｋ
‖ｈｍａｘ（ｋ）‖２ 「ｇ（ｑ，ｋ）⌉ α ≤

　 　 　 　 θ ｋ，ｋ
「ｇ（ｑ，ｋ）⌉

ｋ
‖ｈｍａｘ（ｋ）‖２

２ ．

无噪情形，即当 Ａｈ ＝ ０ 时，可有

　 　 ０ ＝｜ 〈Ａｈｍａｘ（ｋ），Ａｈ〉 ｜ ≥｜ 〈Ａｈｍａｘ（ｋ），Ａｈｍａｘ（ｋ）〉 ｜ － ｜ 〈Ａｈｍａｘ（ｋ），Ａｈ －ｍａｘ（ｋ）〉 ｜ ≥

　 　 　 　 ‖Ａｈｍａｘ（ｋ）‖２
２ － θ ｋ，ｋ

「ｇ（ｑ，ｋ）⌉
ｋ

‖ｈｍａｘ（ｋ）‖２
２ ≥

　 　 　 　 １ － δ ｋ｜ Ｔ － θ ｋ，ｋ
「ｇ（ｑ，ｋ）⌉

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖ｈｍａｘ（ｋ）‖２

２ ＞ ０．

因此，若测量矩阵 Ａ满足 δ ｋ｜ Ｔ ＋ θ ｋ，ｋ（「ｇ（ｑ，ｋ）⌉ ／ ｋ） ＜ １，利用混合 ｌ２ ／ ｌｑ 最小化能准确恢复

块稀疏信号．又由引理 ５ 有：
当 ｋ ≥ ２ 且为偶数时，

　 　 δ ｋ｜Ｔ ＋ ｇ（ｑ，ｋ）
ｋ

θ ｋ，ｋ ＜ １ ＋ ２「ｇ（ｑ，ｋ）⌉
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ δ ｋ｜Ｔ ＜ １ ⇒ δ ｋ｜Ｔ ＜ １ １ ＋ ２「ｇ（ｑ，ｋ）⌉

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ；

当 ｋ ≥ ３ 且为奇数时，

　 　 δ ｋ｜Ｔ ＋ ｇ（ｑ，ｋ）
ｋ

θ ｋ，ｋ ＜ １ ＋ ２「ｇ（ｑ，ｋ）⌉

ｋ２ － １
æ

è
ç

ö

ø
÷ δ ｋ｜Ｔ ＜ １ ⇒ δ ｋ｜Ｔ ＜ １ １ ＋ ２「ｇ（ｑ，ｋ）⌉

ｋ２ － １
æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

３　 总　 　 结

本文主要考虑从欠定的线性测量系统中恢复块稀疏信号．基于 ｂ⁃ＲＩＰ 框架，得到新的充分

条件：

　 　 δ ｇ（ｑ，ｋ）（ ｔ －１） ＋ｋ ＜ γ μ ｔ，ｇ（ｑ，ｋ）
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ｇ（ｑ，ｋ）

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

并且表明在此条件下，可用混合 ｌ２ ／ ｌｑ（０ ＜ ｑ ≤ １） 最小化准确重建所有 ｋ⁃ 块稀疏信号．根据文

献［１９］中的分析可知：此结果并不是最优的，虽然对某些特殊的 （ｑ，ｋ） ｓ 取值，如 ｑ ＝ １ ／ ２，∀ｋ

≥ １； （０．２０２ ５，２）；（２ ／ ３，４）等， δ ｇ（ｑ，ｋ）（ ｔ －１） ＋ｋ ＜ γ μ ｔ，ｇ（ｑ，ｋ）
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ｇ（ｑ，ｋ）

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷ 为紧性 ｂ⁃ＲＩＰ 条件，

但是对更多的 （ｑ，ｋ） ｓ， 此条件仅是充分的，甚至是非常不好的．因此，当取这些 （ｑ，ｋ） ｓ 时，如
何提升相应的 ｂ⁃ＲＩＰ 条件仍是一个值得深入研究与探讨的问题．

８７１ 周　 　 珺　 　 　 黄　 　 尉
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