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摘要：　 非协调广义混合单元最突出的特点是避免了传统混合单元中系数矩阵主对角线上存在零

元素的问题，因此位移和应力结果的收敛是稳定的．以最小势能原理和 Ｈ⁃Ｒ 变分原理为基础，联合

增强假设应变理论建立了新的 ８ 结点非协调广义混合单元．一方面，该单元保持了已有非协调广义

混合单元的全部优点；另一方面，该单元简化了积分计算．数值实例表明，改进的非协调广义混合单

元的数值结果精度高，计算速度快并且对单元的几何扭曲敏感度低．
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引　 　 言

对于通常的位移有限元法而言，为了提高收敛速度和（或）克服各类自锁现象，前人提出

了许多不同的处理方法，其中最具有代表性的一类方法是假设应变、应力或非协调位移中的一

个或多个独立的场量．一般来说，假设的未知场量在单元内，从而可以在单元级上消除这些未

知量，最终形成单元刚度矩阵．以上可参考基于 Ｈ⁃Ｒ 变分原理的应力（应变）假设［１］、假设自然

应变（ＡＮＳ）理论［２］、增强假设应变（ＥＡＳ）理论［３］和非协调位移法［４］等文献．
通常的位移法需要利用本构关系来计算应力．由于应变⁃位移是微商关系，微商只能转化

为差商进行近似计算，这是应力结果精度不如位移结果精度的主要原因之一．所以为了提高应

力结果的精度，需要额外的应力恢复技术．
经典混合单元［５⁃７］的有限元模型可同时求解位移和应力，两类变量的结果自然连续，并且

收敛速度快、结果精度高．但是，基于经典混合单元控制方程是非正定的（主对角线上存在零元

素），因而若直接采用经典混合单元求解具体问题，需要借助非常规的稳定技术对单元列式进

行改造，或采用特殊的求解技术，其数学理论比较复杂［６⁃７］ ．最近，为了改善这个问题，在不需要

任何单元稳定技术方案的前提下，文献［８］提出了一种三维的 ８ 结点非协调广义混合单元，位
移和应力变量均为有限元模型的线性方程组的未知量，可同时引入位移和应力变量的边界条

件求解，理论简单实用．该单元最突出的特点是避免了传统混合法中系数矩阵主对角线上有零

元素的问题，在不要求额外的稳定混合元方案的前提下，成功地解决了传统混合法中位移和应

力结果震荡的问题．实践表明这种单元的位移和应力结果的收敛性好、精度非常高．但是，关于
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该单元非协调部分的积分比较复杂，需要较多的计算时间．
在假设自然应变方法中，应变场直接与某些点处位移相关的应变相关联，因此不会出现独

立的自由度．文献［９］提出了一种应用于 ４ 结点板、壳单元以及 ８ 结点实体单元的增强假设应

变理论，讨论了其与 Ｈ⁃Ｒ 变分原理的一般等价性，并通过数值实验证明了该方法的优异性能．
本文在不牺牲非协调广义混合单元优点的情况下，结合文献［９］的增强假设应变理论，建

立一种更为高效的非协调广义混合单元，并加以实例验证．

１　 基 本 理 论

１．１　 最小势能原理和 Ｈ⁃Ｒ 变分原理

假设位移边界条件事先满足 ｕ － ｕ－ ＝ ０ 且不考虑体积力，势能原理可表示为［１０］

　 　 ΠＰ ＝ ∫
Ｖ

１
２
（Ñｕ） ＴＣ（Ñｕ）ｄＶ － ∫

Ｓσ
Ｔ
－ ＴｕｄＳ， （１）

式中， Ñ表示求微分； ｕ ＝ ［ｕ１ 　 ｕ２ 　 ｕ３］ Ｔ 为位移向量； Ｃ 为材料刚度矩阵； Ｖ 为结构的体积； Ｓ

为结构的表面积； Ｔ
－
＝ ［Ｔ

－

１ 　 Ｔ
－

２ 　 Ｔ
－

３］ Ｔ 为作用在表面 Ｓσ 上已知的应力．
Ｈ⁃Ｒ 变分原理可表达为［１１］

　 　 ΠＨＲ ＝ ∫
Ｖ

－ １
２

σＴＳσ ＋ σＴ（Ñｕ）é

ë
êê

ù

û
úú ｄＶ － ∫

Ｓσ
Ｔ
－ ＴｕｄＳ， （２）

式中， σ ＝ ［σ １３ 　 σ ２３ 　 σ ３３ 　 σ １１ 　 σ ２２ 　 σ １２］ Ｔ 是应力向量； Ｓ 是材料柔度矩阵．
１．２　 协调部分插值函数

考虑线弹性力学问题中的 ８ 结点协调单元，设位移场 ｕ 和应力场 σ 可以用相同的形函数

表示：
　 　 ｕ ＝ Ｎｑｅ， （３）
　 　 σ ＝ Ｎｐｅ， （４）

其中， Ｎ 为形函数矩阵，具体表达式可参考文献［８］； ｑｅ 为单元结点的位移向量； ｐｅ 为单元结

点的应力向量．
１．３　 改进的非协调位移模型

对于 ８ 结点实体单元，采用增强假设应变理论［９］替代文献［８］中的非协调部分插值函数：
　 　 εｈ ＝ Ｍｒｅ， （５）

其中， ｒｅ 是单元内部应变参数向量； Ｍ 是附加应变场的插值函数矩阵，

　 　 Ｍ ＝
ｄｅｔ Ｊ０

ｄｅｔ Ｊ
Ｔ －Ｔ

０ Ｍξ， （６）

式中， Ｊ 为 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵； Ｊ０ 为 ξ ＝ η ＝ ζ ＝ ０ 时的 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵； Ｔ －１
０ 为 ６×６ 的矩阵； Ｍξ 为形函数

插值矩阵； Ｍξ 和 Ｔ０ 的具体形式可参考文献［９］．

２　 改进的非协调广义混合单元模型

２．１　 改进的非协调位移模型

根据文献［９］，对于非协调单元，应变 ε ＝ Ñｕ 可以表达为协调部分 （ÑＮ）ｑｅ 与非协调部分

Ｍｒｅ 之和：
　 　 ε ＝ Ñｕ ＝ （ÑＮ）ｑｅ ＋ Ｍｒｅ ． （７）
与文献［８］相同，将式（７）代入式（１），可得
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　 　 ΠＰ（ｑｅ，ｒｅ） ＝ ∑
ｎ

１
２

ｑＴ
ｅＫｑｑｑｅ ＋ ｑＴ

ｅＫｑｒｒｅ ＋ １
２

ｒＴｅＫｒｒｒｅ － ｆＴｑｑｅ － ｆＴｒ ｒｅ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （８）

其中

　 　 Ｋｑｑ ＝ ∫
Ｖｉ
（ÑＮ） ＴＣ（ÑＮ）ｄＶ， Ｋｑｒ ＝ ＫＴ

ｒｑ ＝ ∫
Ｖｉ
（ÑＮ） ＴＣＭｄＶ，

　 　 Ｋｒｒ ＝ ＫＴ
ｒｒ ＝ ∫

Ｖｉ
ＭＴＣＭｄＶ， ｆｑ ＝ ∫

Ｓｉ
ＮＴＴ

－
ｄＳ， ｆｒ ＝ ∫

Ｓｉ
ＮＴ

ｒ Ｔ
－
ｄＳ ．

值得说明的是：依据非协调位移法的处理方法［１２］，若不考虑体积力，式（８）中的 － ｆＴｒ ｒｅ 项

可以被忽略．
由 δΠＰ（ｒｅ） ＝ ０， 可得

　 　 ｒｅ ＝ － ＫｒｒＫＴ
ｑｒｑｅ ． （９）

将式（９）代入式（８）消去 ｒｅ， 并对 ｑｅ 进行变分，可以得到 Ｅｕｌｅｒ 方程：
　 　 Ｒｑｑｑｅ ＝ ｆｑ， （１０）

其中　 　 Ｒｑｑ ＝ Ｋｑｑ － ＫｑｒＫ
－１
ｒｒ ＫＴ

ｑｒ ．
同样地，将式（７）和式（４）代入式（２），可得

　 　 ΠＨＲ（ｐｅ，ｑｅ，ｒｅ） ＝ ∑
ｎ

－ １
２

ｐＴ
ｅＫｐｐｐｅ ＋ ｐＴ

ｅＫｐｑｑｅ ＋ ｐＴ
ｅＫｐｒｒｅ － ｆＴｑｑｅ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （１１）

其中

　 　 Ｋｐｐ ＝ ∫
Ｖｉ
ＮＴＳＮｄＶ， Ｋｐｑ ＝ ∫

Ｖｉ
ＮＴ（ÑＮ）ｄＶ， Ｋｐｒ ＝ ＫＴ

ｒｐ ＝ ∫
Ｖｉ
ＮＭｄＶ ．

将式（９）代入式（１１）消去 ｒｅ， 可得

　 　 ΠＨＲ（ｐｅ，ｑｅ） ＝ ∑
ｎ

－ １
２

ｐＴ
ｅＲｐｐｐｅ ＋ ｐＴ

ｅＲｐｑｑｅ － ｆＴｑｑｅ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （１２）

其中　 　 Ｒｐｐ ＝ Ｋｐｐ， Ｒｐｑ ＝ Ｋｐｑ － ＫｐｒＫ
－１
ｒｒ ＫＴ

ｑｒ ．
将由 δΠＨＲ（ｐｅ，ｑｅ） ＝ ０ 得到的 Ｅｕｌｅｒ 方程和式（１０）相加联立，可得

　 　
－ Ｒｐｐ Ｒｐｑ

ＲＴ
ｐｑ Ｒｑｑ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

ｐｅ

ｑｅ
{ } ＝

０
２ｆｑ{ } ． （１３）

对全部单元求和，得到非协调广义混合单元的整体刚度矩阵：

　 　
－ Ｒ１１ Ｒ１２

ＲＴ
１２ Ｒ２２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

ｐｅ

ｑｅ
{ } ＝

０
２ｆ{ } ， （１４）

其中

　 　 Ｒ１１ ＝ ∑Ｒｐｐ， Ｒ１２ ＝ ∑Ｒｐｑ， Ｒ２２ ＝ ∑Ｒｑｑ， ｆ ＝ ∑ｆｐ ．

２．２　 位移和应力边界条件的引入

与文献［８］引入边界条件的方法相同，假定 α 为表面结点已知的位移和应力向量，其值由

给定的作用在表面 Ｓσ 上的应力 Ｔ
－
和表面 Ｓｕ 上的位移 ｕ－ 决定．交换式（１４）的行列并进行化简，

可得改进的广义混合有限元法的最终求解方案为

　 　
－ Ｒ１１ Ｒ１２

ＲＴ
１２ Ｒ２２

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

ｐ
ｑ{ } ＝

ｆ１ － Ｒ１３α

ｆ２ － Ｒ２３α{ } ， （１５）

其中， ｐ 和 ｑ 分别为未知的结点应力和位移参数向量．

０２５ 改进的非协调广义混合单元及性能分析



３　 改进方法的优越性

文献［８］中位移模型中非协调部分的形式为［４，１２］

　 　 ｕ ＝ Ｎｑｅ ＋ Ｎｒｒｅ， （１６）
其中， Ｎｒ 为形函数矩阵，具体形式可参考文献［１３］．

在形成单元刚度矩阵的过程中需要对每个单元的 Ｎｒ 进行 ８ 次积分操作，然后再组装形成

最终的总体刚度矩阵，这是繁琐且消耗时间的计算过程．在目前的方法中，非协调部分为式（５）
的形式，仅需要对 Ｍξ 进行 １ 次积分操作便可以得到单元刚度矩阵，简化了计算过程，并且从

理论上讲可提高计算效率．

４　 数 值 算 例

４．１　 经典梁问题分析

考虑文献［１４］中的悬臂梁，如图 １、２ 所示．几何尺寸 ａ ＝ １０．０，ｂ ＝ ｈ ＝ ２．０，无量纲的材料参

数 Ｅ ＝ １ ５００，μ ＝ ０．２５．右端分别施加纯弯矩和剪切载荷．５ 种不同的网格如图 ３～７ 所示．

图 １　 纯弯矩载荷（载荷 １） 图 ２　 剪切载荷（载荷 ２）
Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｐｕｒｅ ｂｅｎｄｉｎｇ ｌｏａｄ （ｌｏａｄ ｃａｓｅ １） Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｓｈｅａｒ ｆｏｒｃｅ ｌｏａｄ （ｌｏａｄ ｃａｓｅ ２）

图 ３　 网格 ａ 图 ４　 网格 ｂ
Ｆｉｇ． ３　 Ｍｅｓｈ ａ Ｆｉｇ． ４　 Ｍｅｓｈ ｂ

图 ５　 网格 ｃ 图 ６　 网格 ｄ
Ｆｉｇ． ５　 Ｍｅｓｈ ｃ Ｆｉｇ． ６　 Ｍｅｓｈ ｄ

表 １～４ 分别列出了两种载荷作用下，点 Ａ 竖直位移 ｕ３ 和点 Ｂ 平面内应力 σ １１ 的值，其中，
ＱＳ１１⁃１，ＱＳ１１⁃２ 及精确解的值均摘自文献［１４］．
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图 ７　 网格 ｅ
Ｆｉｇ． ７　 Ｍｅｓｈ ｅ

表 １　 点 Ａ 的位移 ｕ３ （载荷 １）
Ｔａｂｌｅ １　 Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ｕ３ ａｔ ｐｏｉｎｔ Ａ （ｌｏａｄ ｃａｓｅ １）

ｍｅｓｈ ＱＳ１１⁃１
ＱＳ１１⁃２ ｐｒｅｓｅｎｔ ｅｘａｃｔ

ａ １００．０ １００．０ １００．０ １００．０

ｂ ８９．０ ９２．２ ９６．９ １００．０

ｃ ７８．８ ８１．４ ９１．６ １００．０

ｄ ７７．０ ７７．０ ８５．７ １００．０

ｅ ９２．２ ９２．９ ９８．３ １００．０

表 ２　 点 Ｂ 的应力 σ１１ （载荷 １）
Ｔａｂｌｅ ２　 Ｓｔｒｅｓｓｅｓ σ１１ ａｔ ｐｏｉｎｔ Ｂ （ｌｏａｄ ｃａｓｅ １）

ｍｅｓｈ ＱＳ１１⁃１
ＱＳ１１⁃２ ｐｒｅｓｅｎｔ ｅｘａｃｔ

ａ －３ ０００．０ －３ ０００．０ －３ ０００．０ －３ ０００．０

ｂ －２ ６１９．５ －２ ７１０．８ －２ ８５３．７ －３ ０００．０

ｃ －２ ３２７．２ －２ ４１３．１ －２ ６３５．２ －３ ０００．０

ｄ －２ ３４８．０ －２ ３４８．０ －２ ６５４．０ －３ ０００．０

ｅ －３ ００６．６ －３ ０１５．１ －２ ９９８．１ －３ ０００．０

表 ３　 点 Ａ 的位移 ｕ３ （载荷 ２）
Ｔａｂｌｅ ３　 Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ｕ３ ａｔ ｐｏｉｎｔ Ａ （ｌｏａｄ ｃａｓｅ ２）

ｍｅｓｈ ＱＳ１１⁃１
ＱＳ１１⁃２ ｐｒｅｓｅｎｔ ｅｘａｃｔ

ａ ９６．１ ９５．９ １０１．０ １０２．６

ｂ ８６．５ ８９．５ ９８．４ １０２．６

ｃ ７８．７ ８１．５ ９４．５ １０２．６

ｄ ７８．５ ７８．４ ８９．０ １０２．６

ｅ ９４．１ ９４．９ １０２．３ １０２．６

表 ４　 点 Ｂ 的应力 σ１１ （载荷 ２）
Ｔａｂｌｅ ４　 Ｓｔｒｅｓｓｅｓ σ１１ ａｔ ｐｏｉｎｔ Ｂ （ｌｏａｄ ｃａｓｅ ２）

ｍｅｓｈ ＱＳ１１⁃１
ＱＳ１１⁃２ ｐｒｅｓｅｎｔ ｅｘａｃｔ

ａ －３ ３７５．０ －３ ３７５．０ －３ ２０５．８ －３ ３７５．０

ｂ －２ ９２５．６ －３ ０２４．８ －２ ９７９．１ －３ ２６２．５

ｃ －２ ８４７．６ －２ ９５０．０ －２ ８６９．１ －３ ３７５．０

ｄ －２ ７３５．０ －２ ７３５．７ －２ ８２１．０ －３ １５０．０

ｅ －４ １２５．３ －４ １３８．２ －４ １０８．１ －４ ０５０．０

　 　 从表 １～４ 的数据可以看出，本文位移和应力结果均比杂交应力单元 ＱＳ１１⁃１ 和 ＱＳ１１⁃２ 的结果

精确．同时，改进的广义混合有限元方法对于模型网格的几何形状变化的敏感度相比于杂交应

力单元更低，即使是不规则的网格尺寸，本文的方法也可得到精确度更高的结果．

２２５ 改进的非协调广义混合单元及性能分析



４．２　 收敛性及计算时间要求分析

考虑厚度均匀的平板，其几何尺寸 ａ ＝ ｂ ＝ １．０， ｈ ＝ ０．１０， 无量纲的材料参数 Ｅ ＝ ２１０， μ ＝
０．３．边界条件： ｘ１ ＝ ０，ａ 时， σ １１ ＝ ｕ２ ＝ ｕ３ ＝ ０；ｘ２ ＝ ０，ｂ 时， σ ２２ ＝ ｕ１ ＝ ｕ３ ＝ ０．上表面施加垂直向

上的载荷， σ ０ ＝ １．０， 下表面无载荷．４ 个模型的网格尺寸分别为 ４×４×６，８×８×６，１２×１２×６，１６×
１６×６．

图 ８　 ｕ１（０，ｂ ／ ２，０） 收敛速度 图 ９　 ｕ３（ａ ／ ２，ｂ ／ ２，ｈ ／ ２） 收敛速度

Ｆｉｇ． ８　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｕ１（０，ｂ ／ ２，０） Ｆｉｇ． ９　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｕ３（ａ ／ ２，ｂ ／ ２，ｈ ／ ２）

图 １０　 σ１３（０，ｂ ／ ２，ｈ ／ ２） 收敛速度 图 １１　 σ３３（ａ ／ ２，ｂ ／ ２，ｈ ／ ２） 收敛速度

Ｆｉｇ． １０　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ σ１３（０，ｂ ／ ２，ｈ ／ ２） Ｆｉｇ． １１　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ σ３３（ａ ／ ２，ｂ ／ ２，ｈ ／ ２）

图 １２　 σ１１（ａ ／ ２，ｂ ／ ２，ｈ） 收敛速度 图 １３　 σ１２（０，０，０） 收敛速度

Ｆｉｇ． １２　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ σ１１（ａ ／ ２，ｂ ／ ２，ｈ） Ｆｉｇ． １３　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ σ１２（０，０，０）

式（１７）给出了不同网格尺寸的误差：

　 　 ε ｅｒｒｏｒ ＝
Ｓｅｘａｃｔ － Ｓｅｌｅｍｅｎｔ

Ｓｅｘａｃｔ

× １００％， （１７）

其中， Ｓｅｌｅｍｅｎｔ 为该网格尺寸下的有限元解．分别以单元平面方向尺寸的对数和误差为横纵坐标

作图，图 ８～１３ 表示在 ４ 种有限元网格下各个变量的收敛情况，其中缩写符号 ＮＣ３Ｄ８ 表示

３２５赵　 　 直　 　 钦　 　 　 卿　 　 光　 　 辉



ＡＢＡＱＵＳ 中 ８ 结点非协调位移单元，精确解 Ｓｅｘａｃｔ 由文献［１５］中的方法得出．
图 ８～１３ 表明，目前方法得到的结果误差及收敛情况均优于非协调的位移单元，且与文献

［８］相差不大．
表 ５ 表示网格为 １２×１２×６ 时本文方法与文献［８］方法计算时间的对比．当网格尺寸相同

时，本文方法的计算时间小于文献［８］的方法，证明了本文方法可以提高计算效率．
表 ５　 计算效率

Ｔａｂｌｅ ５　 Ｔｈｅ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ

ｍｅｔｈｏｄ ｒｅｆ． ［８］ ｐｒｅｓｅｎｔ

ｔｉｍｅ ｔ ／ ｓ ２．８８ １．９８

４．３　 复合材料层合板分析

考虑厚度均匀的复合材料层合板［０° ／ ９０°］，几何尺寸 ａ ＝ ｂ ＝ １．０，ｈ ＝ ０．１０， 无量纲的材料

参数 Ｅ１１ ＝ ２５Ｅ２２ ＝ ２５Ｅ３３，Ｇ１２ ＝ Ｇ１３ ＝ ０．５Ｅ３３，Ｇ２３ ＝ ０．２Ｅ３３，μ １２ ＝ μ １３ ＝ μ ２３ ＝ ０．２５．边界条件为一

对边固支一对边简支： ｘ１ ＝ ０，ａ 时， ｕ１ ＝ ｕ２ ＝ ｕ３ ＝ ０；ｘ２ ＝ ０，ｂ 时， σ ２２ ＝ ｕ１ ＝ ｕ３ ＝ ０．假设上表面

施加垂直向上的载荷 ｐ ＝ １．０ｓｉｎ（πｘ ／ ａ）ｓｉｎ（πｙ ／ ｂ），下表面的 ３ 个面外应力分量为 ０． ４ 个模型

的网格尺寸分别为 ６×６×１２，８×８×１２，１０×１０×１２，１２×１２×１２，精确解摘自文献［１６］．
表 ６　 复合材料层合板位移和应力结果

Ｔａｂｌｅ ６　 Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ａｎｄ ｓｔｒｅｓｓｅｓ ｏｆ ａ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｌａｍｉｎａｔｅ

ｖａｒｉａｂｌｅ ６×６×１２ ８×８×１２ １０×１０×１２ １２×１２×１２ ｅｘａｃｔ［１６］ ε ｅｒｒｏｒ ／ ％

ｕ１（ａ ／ ４，ｂ ／ ２， ｈ） －０．９７８ －０．９８３ －０．９７７ －０．９７７ －０．９７６ ０．１０
ｕ３（ａ ／ ２， ｂ ／ ２， ｈ ／ ２） ０．６４２ ０．６４６ ０．６４７ ０．６４８ ０．６４９ ０．１５
σ１３（ａ ／ ８， ｂ ／ ２， ｈ ／ ２） １．６４４ １．７７５ １．６５５ １．５８２ １．５９２ ０．６３
σ３３（ａ ／ ２， ｂ ／ ２， ｈ ／ ２） ０．６４４ ０．６４５ ０．６４５ ０．６４５ ０．６４ ０．７８
σ１１（ａ ／ ２， ｂ ／ ２， ０） －４．７８３ －４．７３４ －４．７２０ －４．７１４ －４．６５３ １．３１
σ１２（ａ ／ ８， ０， ０） ０．２１１ ０．２１６ ０．２１６ ０．２１８ ０．２２１ １．３６

　 　 表 ６ 为复合材料层合板不同网格下各个物理参数的数值结果，其中 ε ｅｒｒｏｒ 是网格为 １２×１２×
１２ 时的百分误差，由式（１７）给出．表 ６ 数据表明，改进的非协调广义混合单元的结果贴近精确

解，误差都在合理范围之内，并且当网格尺寸比较粗糙时，也可以得到可接受的结果．

５　 结　 　 论

文献［８］中提出的广义混合单元的非协调部分的积分操作比较复杂，消耗大量计算时间．
本文结合增强假设应变理论，建立了新的 ８ 结点非协调广义混合单元，非协调部分只需要一次

数值积分．因此，本文的非协调广义混合单元大大地节省了计算时间，在资源要求方面优于文

献［８］．数值实例表明，改进的非协调广义混合单元结果稳定，精确度高且计算速度快．
基于与板壳理论相关的广义变分原理，同样可以构建高效的广义混合壳元．
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６２５ 改进的非协调广义混合单元及性能分析
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