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摘要：　 针对薄壁箱梁剪力滞问题，基于抽象的翘曲位移函数，通过对控制微分方程的形式进行分

析研究，构造出剪力滞翘曲位移函数的基本形式；对翼板引入边界约束影响的修正系数，然后通过

能量变分原理推导出了箱形梁剪力滞的控制微分方程及其解析解．根据有限元结果确定翼板边界

约束影响修正系数的具体值，以带翼板的简支箱形梁分别作用集中荷载和均布荷载为数值算例，
进行了计算分析．分析结果表明：采用该文方法计算的结果与有限元结果总体吻合良好，并且该文

的计算结果也反映出了翼板应力小于顶板应力的分布规律，从而验证了该文分析方法的正确性．
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引　 　 言

由于箱形梁截面具有良好的结构性能，已广泛应用于现代桥梁工程之中，研究其弯曲力学

性能的文献已有很多［１⁃３］，且其剪力滞效应已受到很大的重视［４⁃９］ ．所谓剪力滞效应［１０］ 是指箱

形梁发生对称挠曲变形时，因受到顶、底、翼板平面内剪切变形的影响，使其弯曲正应力沿横向

呈现不均匀分布的现象．
近年来，针对剪力滞问题，国内外学者进行了大量的分析研究，研究方法主要有能量变分

法、有限元法、比拟杆法、有限条法以及有限段法［１，３，１１］ ．由于能量变分法的力学推理比较明晰

并可以得到闭合解［１２］，而被广泛应用．采用能量变分法进行箱形梁剪力滞问题的分析时，多数

研究者是先假定描述剪力滞变形状态的翘曲位移函数，然后利用最小势能原理建立控制微分

方程并求解．Ｒｅｉｓｓｎｅｒ 等早期采用二次抛物线函数［５⁃６］作为翘曲位移函数，通过能量变分法分析

了无翼板矩形箱梁的剪力滞效应，其他的研究者还选取了三次［９，１３⁃１４］、四次［１５］、五次和六次抛

物线［１６］、余弦函数［２］、悬链线［１５］等形式作为翘曲位移函数，其中选取三次抛物线是比较多的．
带翼板的箱形梁在确定其剪力滞翘曲位移函数时，一方面由于箱形梁截面顶、底、翼板的宽度

是不相同的，为了提高分析精度，需要分别对顶、底、翼板的剪力滞程度进行考虑；另一方面由

于剪力滞效应的影响，使得截面的形心轴偏离了中性轴，分析中截面中性轴仍通过形心轴的假
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设导致包含了附加轴力的影响，那么带翼板箱梁翘曲正应力的轴向平衡条件无法自动满足．国
内学者经过分析与研究，对上述的问题给出了解决的办法．甘亚南等［１５］ 把剪力滞翘曲位移函

数采用不同形式的计算结果与有限元的计算结果进行了对比，提出剪力滞翘曲位移函数的基

本形式选用二次抛物线或悬链线的建议；张元海等［９］ 通过对薄壁箱梁弯曲理论的分析研究，
推导出了剪力滞翘曲位移函数为二次抛物线的形式；倪元增等［２］和韦成龙等［１７］为使轴向平衡

条件得到满足，通过研究提出了对剪力滞翘曲位移函数增加常数项的理论．当箱形梁翼板的长

度与顶板宽度的一半相等时，有限元的计算结果表明［８，１４，１８］，翼板实际纵向应力比顶板的纵向

应力要小，而翼板端部的应力明显小于顶板中部的纵向应力，这是由于箱梁翼板与顶板边界约

束的不同造成的．
综上所述，箱梁剪力滞翘曲位移函数的选取目前来说尚未形成完整以及系统的理论分析，

并且对剪力滞翘曲位移函数形式的选取仍是不统一的．为此，本文在已有的相关文献的基础上

并结合能量变分法求解剪力滞的基本假设，通过基于抽象的翘曲位移函数建立剪力滞控制微

分方程，从其形式出发构造了剪力滞翘曲位移函数，并对翼板引入了边界约束影响的修正系

数，然后采用能量变分法分析其剪力滞问题．

１　 基于抽象翘曲位移函数的控制微分方程

如图 １ 所示，薄壁箱梁在竖向分布荷载 ｐ（ｘ） 作用下发生竖向挠曲变形，坐标原点 Ｏ 位于

截面形心处，由于受剪力滞效应的影响，其横截面顶、底板的变形不再符合平截面变形的假设，
即横截面顶、底板会产生翘曲位移．此时，横截面顶、底板上任意一点的纵向位移 ｕ（ｘ，ｙ） 由相

应的初等梁的弯曲纵向位移和剪力滞引起的附加纵向翘曲位移两部分组成，可表示为

　 　 ｕ（ｘ，ｙ） ＝ ｈｉ［ｗ′（ｘ） ＋ ｆ（ｘ，ｙ）］， （１）
式中， ｗ（ｘ） 为箱梁的竖向挠度，ｈｉ 为箱梁截面顶、底板中面的 ｚ 坐标，ｆ（ｘ，ｙ） 为剪切变形引起

的附加转角函数．

（ａ） 坐标系及荷载 （ｂ） 横截面

（ａ） Ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ ａｎｄ ｌｏａｄｓ （ｂ） Ｔｈｅ ｃｒｏｓｓ ｓｅｃｔｉｏｎ
图 １　 典型无翼板箱梁截面

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｃｒｏｓｓ ｓｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ａ ｔｙｐｉｃａｌ ｂｏｘ ｇｉｒｄｅｒ ｗｉｔｈｏｕｔ ｆｌａｎｇｅｓ

图 １ 中， ｂ 为箱梁顶板（底板） 的半宽，ｈｕ，ｈｂ 分别为顶、底板中面至箱梁截面水平形心轴

（ｙ 轴） 的距离，ｔｕ，ｔｂ，ｔｗ 分别为箱梁顶、底板及腹板的厚度，Ｌ 为跨度．
采用抽象函数式（１），利用能量变分法推导，由文献［１２］可得控制微分方程及边界条件分

别为
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　 　 Ｅｆｘｘ（ｘ，ｙ） ＋ Ｇｆｙｙ（ｘ，ｙ） ＝
ＥＩｓ
２Ｉｂ ∫

ｂ

－ｂ
ｆｘｘ（ｘ，ｙ）ｄｙ ＋ Ｑ（ｘ）

Ｉ
， （２）

　 　 ｆ（ｘ，ｙ） ｙ ＝ ｂ ＝ ｆ（ｘ，ｙ） ｙ ＝ －ｂ ＝ ０， （３）
其中

　 　 ｆｘｘ ＝
∂２ ｆ
∂ｘ２， ｆｙｙ ＝

∂２ ｆ
∂ｙ２，

式中， Ｅ 为弹性模量，Ｇ 为剪切模量，Ｉ 为截面抗弯惯性矩，Ｉｓ 为顶、底板抗弯惯性矩之和，Ｑ（ｘ）
为截面剪力．

由于
ＥＩｓ
２Ｉｂ ∫

ｂ

－ｂ
ｆｘｘ（ｘ，ｙ）ｄｙ 的结果是关于 ｘ 的函数，所以整理式（２）可得

　 　 Ｅｆｘｘ（ｘ，ｙ） ＋ Ｇｆｙｙ（ｘ，ｙ） ＝
ＥＩｓ
２Ｉｂ ∫

ｂ

－ｂ
ｆｘｘ（ｘ，ｙ）ｄｙ ＋ Ｑ（ｘ）

Ｉ
＝ Φ（ｘ）， （４）

式中， Φ（ｘ） 只是关于 ｘ 的一个函数．

２　 剪力滞翘曲位移函数的定义

分析式（４）可知，由于该式的右端项只是关于 ｘ 的函数，则左端的两项 Ｅｆｘｘ（ｘ，ｙ），Ｇｆｙｙ（ｘ，
ｙ） 关于 ｙ 的项一定是被消掉了，而 Ｅｆｘｘ（ｘ，ｙ） 项只是 ｆ（ｘ，ｙ） 对 ｘ 求了二阶导数，并没有对 ｙ 进

行求导，Ｇｆｙｙ（ｘ，ｙ） 只是 ｆ（ｘ，ｙ） 对 ｙ 求了二阶导数，并没有对 ｘ 进行求导．因此，需要构造的含 ｙ
的项需要满足其二阶导数等于它本身，则 ｆ（ｘ，ｙ） 一定含有 ｅｙ 项，同时，由于需要满足

　 　 ｆ（ｘ，ｙ） ïｙ ＝ ｂ ＝ ｆ（ｘ，ｙ） ïｙ ＝ －ｂ，
即 ｆ（ｘ，ｙ） 为偶函数，所以 ｆ（ｘ，ｙ） 的形式中含有 ｃｏｓｈ ｙ ＝ （ｅｙ ＋ ｅ －ｙ） /２项，即 ｆ（ｘ，ｙ） 的形式可表

示为

　 　 ｆ（ｘ，ｙ） ＝ φ（ｘ）ｃｏｓｈ ｙ， （５）
式中， φ（ｘ） 只是关于 ｘ 的一个函数．

图 ２　 箱形梁横截面图

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｃｒｏｓｓ ｓｅｃｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｂｏｘ ｇｉｒｄｅｒ

根据文献［１２］中式（２６）的形式，在沿桥纵向剪力 Ｑ（ｘ） 的分布作用下，考虑到 ｇ（ｙ） ïｙ ＝ ｂ ＝
ｇ（ｙ） ïｙ ＝ －ｂ ＝ ０，ｇ（ｙ） ïｙ ＝ ０ ＝ １．因此，可以构造出如下的剪力滞翘曲位移函数，即

　 　 ｇ（ｙ） ＝ ｃｏｓｈ ｙ － ｃｏｓｈ ｂ
１ － ｃｏｓｈ ｂ

． （６）

综上分析，同时考虑翼板边界约束的影响，可将如图 ２ 所示带翼板的箱形梁剪力滞翘曲位
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移函数选取如下：

　 　 ｇ（ｙ） ＝

ｃｏｓｈ ｙ － ｃｏｓｈ ｂ
１ － ｃｏｓｈ ｂ

， ｔｏｐ， ｂｏｔｔｏｍ，

ｃｏｓｈ（ｂ ＋ ξｂ － ｙ） － ｃｏｓｈ（ξｂ）
１ － ｃｏｓｈ（ξｂ）

ψ， ｆｌａｎｇｅ，

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（７）

式中， ψ 为考虑翼板边界约束影响的修正系数， 将在后面确定其具体数值， ξｂ 为箱梁的翼板

长度．

３　 基于能量变分的剪力滞公式推导

翘曲位移函数的选取是运用能量变分法求解剪力滞问题的核心，本文将采用式（７）所构

造出的翘曲位移函数，利用能量变分法推导剪力滞控制微分方程及有关公式．首先，引入如下

两个广义位移的概念，即梁的竖向挠度 ｗ（ｘ） 和纵向位移 ｕ（ｘ，ｙ）， 并表达为

　 　 ｗ ＝ ｗ（ｘ）， （８）

　 　 ｕ（ｘ，ｙ） ＝ ｈｉ
ｄｗ
ｄｘ

＋ ｇ（ｙ）Ｕ（ｘ）é

ë
êê

ù

û
úú ， （９）

式中， Ｕ（ｘ） 为顶、底、翼板剪切转角的最大差值．
将式（７）代入式（９）可得纵向位移为

　 　 ｕｕｔ（ｘ，ｙ） ＝ ｈｕ
ｄｗ
ｄｘ

＋ ｃｏｓｈ ｙ － ｃｏｓｈ ｂ
１ － ｃｏｓｈ ｂ

Ｕ（ｘ）é

ë
êê

ù

û
úú ， （１０）

　 　 ｕｕｃ（ｘ，ｙ） ＝ ｈｕ
ｄｗ
ｄｘ

＋ ｃｏｓｈ（ｂ ＋ ξｂ － ｙ） － ｃｏｓｈ（ξｂ）
１ － ｃｏｓｈ（ξｂ）

ψＵ（ｘ）é

ë
êê

ù

û
úú ， （１１）

　 　 ｕｂ（ｘ，ｙ） ＝ － ｈｂ
ｄｗ
ｄｘ

＋ ｃｏｓｈ ｙ － ｃｏｓｈ ｂ
１ － ｃｏｓｈ ｂ

Ｕ（ｘ）é

ë
êê

ù

û
úú ， （１２）

式中， ｕｕｔ（ｘ，ｙ） 为顶板纵向位移，ｕｕｃ（ｘ，ｙ） 为翼板纵向位移，ｕｂ（ｘ，ｙ） 为底板纵向位移．
箱梁截面顶、底、翼板纵向位移的横向分布如图 ３ 所示，图中 ｕｕ（ｘ，ｙ） 为顶、翼板纵向位移．
其次，基于最小势能原理对总势能变分建立控制微分方程．
梁受弯曲时的外力势能为

　 　 Ｗ ＝ ∫Ｍ（ｘ） ｄ２ｗ
ｄｘ２ ｄｘ ． （１３）

梁应变能的各项为如下：
腹板

　 　 Ｖｗ ＝ １
２ ∫ＥＩｗ

ｄ２ｗ
ｄｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ｄｘ； （１４）

顶、底、翼板

　 　 Ｖｓｕ ＝ １
２ ∫∫ｔｕ（Ｅε２

ｘｕ ＋ Ｇγ２
ｕ）ｄｘｄｙ， （１５）

　 　 Ｖｓｂ ＝ １
２ ∫∫ｔｂ（Ｅε２

ｘｂ ＋ Ｇγ２
ｂ）ｄｘｄｙ， （１６）

其中
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εｘｕ ＝

∂ｕｕ（ｘ，ｙ）
∂ｘ

， γｕ ＝
∂ｕｕ（ｘ，ｙ）

∂ｙ
，

εｘｂ ＝
∂ｕｂ（ｘ，ｙ）

∂ｘ
， γｂ ＝

∂ｕｂ（ｘ，ｙ）
∂ｙ

，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（１７）

式中，Ｍ（ｘ） 为箱梁横截面的弯矩，Ｉｗ 为腹板的抗弯惯性矩，εｘｕ 为顶、翼板的正应变，εｘｂ 为底板

的正应变，γｕ 为顶、翼板的剪应变，γｂ 为底板的剪应变．

图 ３　 顶、底、翼板纵向位移的横向分布

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｒａｎｓｖｅｒｓｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｔｏｐ， ｂｏｔｔｏｍ ａｎｄ ｆｌａｎｇｅ ｌｏｎｇｉｔｕｄｉｎａｌ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ

将式（１０） ～ （１２）代入式（１７）中，然后将得到的式子代入式（１５）、（１６）得

　 　
Ｖｓｕｔ ＝

１
２

Ｉｓｕｔ∫
Ｌ
［Ｅ（ｗ″２ ＋ α１ｗ″Ｕ′ ＋ α２Ｕ′２） ＋ α３ＧＵ２］ｄｘ，

Ｖｓｕｃ ＝
１
２

Ｉｓｕｃ∫
Ｌ
［Ｅ（ｗ″２ ＋ β１ｗ″Ｕ′ ＋ β２Ｕ′２） ＋ β３ＧＵ２］ｄｘ，

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１８）

　 　 Ｖｓｂ ＝ １
２

Ｉｓｂ∫
Ｌ
［Ｅ（ｗ″２ ＋ α１ｗ″Ｕ′ ＋ α２Ｕ′２） ＋ α３ＧＵ２］ｄｘ， （１９）

其中

　 　 α１ ＝ ２ ｓｉｎｈ ｂ － ｂｃｏｓｈ ｂ
（１ － ｃｏｓｈ ｂ）ｂ

， α２ ＝
ｂ － ３

４
ｓｉｎｈ（２ｂ） － １

２
ｂｃｏｓｈ（２ｂ）

（１ － ｃｏｓｈ ｂ） ２ｂ
，

　 　 α３ ＝

１
４

ｓｉｎｈ（２ｂ） － １
２

ｂ

（１ － ｃｏｓｈ ｂ） ２ｂ
， β１ ＝ ２ ｓｉｎｈ（ξｂ） － ξｂｃｏｓｈ（ξｂ）

１ － ｃｏｓｈ（ξｂ）[ ] ξｂ
ψ，

　 　 β２ ＝
ｂ － ３

４
ｓｉｎｈ（２ξｂ） － １

２
ξｂｃｏｓｈ（２ξｂ）

（１ － ｃｏｓｈ（ξｂ）） ２ξｂ
ψ２， β３ ＝

１
４

ｓｉｎｈ（２ξｂ） － １
２

ξｂ

（１ － ｃｏｓｈ（ξｂ）） ２ξｂ
ψ２，

　 　 Ｉｓｕｔ ＝ ２ｔｕｈ２
ｕｂ， Ｉｓｕｃ ＝ ２ｔｕｈ２

ｕξｂ， Ｉｓｂ ＝ ２ｔｂｈ２
ｂｂ，

式中， Ｖｓｕｔ 为顶板的应变能，Ｖｓｕｃ 为翼板的应变能，Ｉｓｕｔ 为顶板的抗弯惯性矩，Ｉｓｕｃ 为翼板的抗弯惯

性矩，Ｉｓｂ 为底板的抗弯惯性矩．
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体系的总势能为

　 　 Π ＝ Ｗ ＋ Ｖｗ ＋ Ｖｓｕ ＋ Ｖｓｂ ． （２０）
将式（１３）、（１４）、（１８）、（１９）代入式（２０）（其中 Ｖｓｕ ＝ Ｖｓｕｔ ＋ Ｖｓｕｃ） 得体系总势能为

　 　 Π ＝ ∫
Ｌ
Ｍ（ｘ）ｗ″ｄｘ ＋ １

２ ∫ＬＥＩｗ″２ｄｘ ＋ １
２ ∫ＬＥＩｓ ａ１ｗ″Ｕ′ ＋ ａ２Ｕ′２ ＋ ａ３

Ｇ
Ｅ

Ｕ２æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｘ， （２１）

其中

　 　 Ｉｓ ＝ Ｉｓｕｔ ＋ Ｉｓｕｃ ＋ Ｉｓｂ， Ｉ ＝ Ｉｗ ＋ Ｉｓ，

　 　 ａ１ ＝
（ Ｉｓｕｔ ＋ Ｉｓｂ）α１ ＋ Ｉｓｕｃβ１

Ｉｓ
， ａ２ ＝

（ Ｉｓｕｔ ＋ Ｉｓｂ）α２ ＋ Ｉｓｕｃβ２

Ｉｓ
， ａ３ ＝

（ Ｉｓｕｔ ＋ Ｉｓｂ）α３ ＋ Ｉｓｕｃβ３

Ｉｓ
．

由最小势能原理得 δΠ ＝ ０， 则

　 　 δΠ ＝ ∫
Ｌ
Ｍ（ｘ） ＋ ＥＩｗ″ ＋

ａ１

２
ＥＩｓＵ′

æ

è
ç

ö

ø
÷ δｗ″ｄｘ ＋ ∫ＥＩｓ ａ１

２
ｗ″ ＋ ａ２Ｕ′

æ

è
ç

ö

ø
÷ δＵ

ｘ２

ｘ１

＋

　 　 　 　 ∫
Ｌ
ＥＩｓ －

ａ１

２
ｗ‴－ ａ２Ｕ″ ＋ ａ３

Ｇ
Ｅ

Ｕ
æ

è
ç

ö

ø
÷ δＵｄｘ ＝ ０． （２２）

由式（２２）可得如下微分方程及对应的边界条件：

　 　

Ｍ（ｘ） ＋ ＥＩｗ″ ＋
ａ１

２
ＥＩｓＵ′ ＝ ０，

－
ａ１

２
ｗ‴－ ａ２Ｕ″ ＋ ａ３

Ｇ
Ｅ

Ｕ ＝ ０，

ａ１

２
ｗ″ ＋ ａ２Ｕ′

æ

è
ç

ö

ø
÷ δＵ

ｘ２

ｘ１

＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（２３）

整理式（２３），得到如下控制微分方程：

　 　 Ｕ″ － ｋ２Ｕ ＝
ａ１ｎＱ（ｘ）

２ＥＩ
， （２４）

　 　 ｗ″″ － ｋ２ｗ″ ＝ ｋ２Ｍ（ｘ）
ＥＩ

－
ａ２ｎＭ″（ｘ）

ＥＩ
， （２５）

其中

　 　 ｎ ＝ ４Ｉ
４ａ２Ｉ － ａ２

１Ｉｓ
， ｋ ＝

ａ３Ｇｎ
Ｅ

，

式中， ｎ，ｋ 为修正的 Ｒｅｉｓｓｎｅｒ 参数．
式（２４）解的一般形式为

　 　 Ｕ（ｘ） ＝
ａ１ｎ
２ＥＩ

（ｃ１ｓｉｎｈ（ｋｘ） ＋ ｃ２ｃｏｓｈ（ｋｘ） ＋ Ｕ∗） ． （２６）

式（２６）中 Ｕ∗ 为仅与剪力 Ｑ（ｘ） 分布有关的特解，系数 ｃ１，ｃ２ 由边界条件确定．
边界条件：
固定端

　 　 Ｕ ＝ ０， δＵ ＝ ０；
非固定端

　 　
ａ１

２
ｗ″ ＋ ａ２Ｕ′

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｘ２

ｘ１

＝ ０．
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最后，考虑剪力滞影响的顶、底、翼板弯曲正应力为

　 　 σｘ ＝ Ｅ ∂ｕ（ｘ，ｙ）
∂ｘ

＝ Ｅｈｉ［ｗ″ ＋ ｇ（ｙ）Ｕ′］ ＝ Ｅｈｉ － Ｍ（ｘ）
ＥＩ

＋ ｇ（ｙ） －
ａ１Ｉｓ
２Ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｕ′é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， （２７）

式中， ｈｉ ＝ － ｈｕ 或 ｈｉ ＝ ｈｂ ．

４　 简支箱梁剪力滞效应求解

４．１　 集中荷载作用下的剪力滞求解

如图 ４ 所示，等截面简支箱梁（带翼板）在集中荷载 Ｐ （对称作用于箱梁的腹板上）的作用

下，剪力和弯矩均为分段函数，如下：

　 　
Ｍ１（ｘ） ＝ ξＰｘ，
Ｑ１（ｘ） ＝ ξＰ，{ 　 　 ０ ≤ ｘ ≤ ａ；

　 　
Ｍ２（ｘ） ＝ （ａ － ηｘ）Ｐ，
Ｑ２（ｘ） ＝ － ηＰ，{ 　 　 ａ ＜ ｘ ≤ Ｌ，

式中　 　 ξ ＝ ｂ
Ｌ
，η ＝ ａ

Ｌ
．

图 ４　 简支箱梁受集中荷载作用

Ｆｉｇ． ４　 Ａ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｂｏｘ ｇｉｒｄｅｒ ｓｕｂｊｅｃｔｅｄ ｔｏ ａ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｅｄ ｌｏａｄ

当 ０ ≤ ｘ ≤ ａ 时，

　 　
Ｕ″１ － ｋ２Ｕ１ ＝

ａ１ｎξＰ
２ＥＩ

，

Ｕ１（ｘ） ＝
ａ１ｎＰ
２ＥＩ

ｃ１ｓｉｎｈ（ｋｘ） ＋ ｃ２ｃｏｓｈ（ｋｘ） － ξ
ｋ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ；

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（２８）

当 ａ ＜ ｘ ≤ Ｌ 时，

　 　
Ｕ″２ － ｋ２Ｕ２ ＝ －

ａ１ｎηＰ
２ＥＩ

，

Ｕ２（ｘ） ＝
ａ１ｎＰ
２ＥＩ

ｃ３ｓｉｎｈ（ｋｘ） ＋ ｃ４ｃｏｓｈ（ｋｘ） ＋ η
ｋ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（２９）

边界条件： Ｕ′１ ｘ ＝ ０ ＝ ０， Ｕ′２ ｘ ＝ Ｌ ＝ ０．
在 ｘ ＝ ａ 点的变形连续条件 Ｕ１ ＝ Ｕ２，以及变分要求在 ｘ ＝ ａ 点：

　 　 Ｕ′１ －
ａ１ｎＭ
２ＥＩ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － Ｕ′２ －

ａ１ｎＭ
２ＥＩ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０．

根据上面 ４ 个边界条件，可以求得系数 ｃ１，ｃ２，ｃ３ 及 ｃ４， 从而可得
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　 　 Ｕ１ ＝
ａ１ｎＰ
２ＥＩｋ２

ｓｉｎｈ（ｋ（Ｌ － ａ））
ｓｉｎｈ（ｋＬ）

ｃｏｓｈ（ｋｘ） － ξé

ë
êê

ù

û
úú ， （３０）

　 　 Ｕ２ ＝
ａ１ｎＰ
２ＥＩｋ２［ｓｉｎｈ（ｋａ）ｓｉｎｈ（ｋｘ） － ｓｉｎｈ（ｋａ）ｃｏｔｈ（ｋＬ）ｃｏｓｈ（ｋｘ） ＋ η］ ． （３１）

将式（３０）代入式（２７）得 ＡＣ 段顶、底、翼板的弯曲正应力：

　 　 σｘ ＝
ｈｉ

Ｉ Ｍ（ｘ） －
ａ１ｎＰ
２ｋ ｇ（ｙ） －

ａ１Ｉｓ
２Ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ × ｓｉｎｈ（ｋ（Ｌ － ａ））

ｓｉｎｈ（ｋＬ）
ｓｉｎｈ（ｋｘ）é

ë
êê

ù

û
úú{ } ． （３２）

将式（３１）代入式（２７）得 ＣＢ 段顶、底、翼板的弯曲正应力：

　 　 σｘ ＝
ｈｉ

Ｉ
é

ë

ê
ê
Ｍ（ｘ） －

ａ１ｎＰ
２ｋ ｇ（ｙ） －

ａ１Ｉｓ
２Ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ×

　 　 　 　 （ｓｉｎｈ（ｋａ）ｃｏｓｈ（ｋｘ） － ｓｉｎｈ（ｋａ）ｃｏｔｈ（ｋＬ）ｓｉｎｈ（ｋｘ））
ù

û

ú
ú
． （３３）

当集中力作用在跨中时， ξ ＝ η ＝ １ ／ ２， 则顶、底、翼板的弯曲正应力为

　 　 σｘ ＝∓
ｈｉ

Ｉ Ｍ（ｘ） －
ａ１ｎＰ
４ｋ ｇ（ｙ） －

ａ１Ｉｓ
２Ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ × ｓｉｎｈ（ｋｘ）

ｃｏｓｈ（ｋＬ ／ ２）
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
． （３４）

４．２　 均布荷载作用下的剪力滞求解

如图 ５ 所示，等截面简支箱梁（带翼板）在均布荷载 ｑ 的作用下，剪力和弯矩分别为

　 　 Ｑ（ｘ） ＝ ｑ
２
（Ｌ － ２ｘ）， Ｍ（ｘ） ＝ ｑ

２
（Ｌ － ｘ）ｘ ．

图 ５　 简支箱梁承受均布荷载

Ｆｉｇ． ５　 Ａ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｂｏｘ ｇｉｒｄｅｒ ｓｕｂｊｅｃｔｅｄ ｔｏ ｕｎｉｆｏｒｍ ｌｏａｄ

剪力滞差值函数的微分方程为

　 　 Ｕ″ － ｋ２Ｕ ＝
ａ１ｎｑ
４ＥＩ

（Ｌ － ２ｘ）， （３５）

其解为

　 　 Ｕ（ｘ） ＝
ａ１ｎｑ
２ＥＩ

ｃ１ｓｉｎｈ（ｋｘ） ＋ ｃ２ｃｏｓｈ（ｋｘ） － Ｌ － ２ｘ
２ｋ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （３６）

则

　 　 Ｕ′（ｘ） ＝
ａ１ｎｑ
２ＥＩ

ｃ１ｋｃｏｓｈ（ｋｘ） ＋ ｃ２ｋｓｉｎｈ（ｋｘ） ＋ １
ｋ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （３７）

由边界条件： Ｕ′ ïｘ ＝ ０ ＝ ０，Ｕ′ ïｘ ＝ Ｌ ＝ ０， 得
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　 　 ｃ１ ＝ － １
ｋ３ ， ｃ２ ＝ ｃｏｓｈ（ｋＬ） － １

ｋ３ｓｉｎｈ（ｋＬ）
．

将式（３７）代入式（２７），得顶、底、翼板的弯曲正应力：

　 　 σｘ ＝∓
ｈｉ

Ｉ Ｍ（ｘ） －
ａ１ｎｑ
２ｋ２ ｇ（ｙ） －

ａ１Ｉｓ
２Ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷{ ×

　 　 　 　 １ － ｃｏｓｈ（ｋｘ） ＋ ｃｏｓｈ（ｋＬ） － １
ｓｉｎｈ（ｋＬ）

ｓｉｎｈ（ｋｘ）é

ë
êê

ù

û
úú } ． （３８）

５　 ψ 的确定及算例分析

为确定 ψ 的值以及从数值上验证本文思想及推导结果的正确性，对带有翼板的简支箱梁

分别作用集中荷载和均布荷载的情况进行算例分析．
５．１　 ψ 的确定

选取计算跨径 Ｌ ＝ ４０ ｍ 的简支箱梁，截面尺寸及应力计算点位置如图 ６ 所示，在跨中截面

梁顶腹板位置作用对称集中荷载，总值为 Ｐ ＝ ２ ０００ ｋＮ ．材料的弹性模量为 Ｅ ＝ ３０ ＧＰａ，Ｐｏｉｓｓｏｎ
（泊松）比为 ０．２．

图 ６　 截面尺寸（单位： ｍ）
Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｃｒｏｓｓ ｓｅｃｔｉｏｎ ｓｉｚｅｓ（ｕｎｉｔ： ｍ）

为了确定 ψ的值，采用文献［５］ 的思路，ψ从１．０开始，以０．１为步长，取到１．８．经过计算，当
ψ 为 １．２ 时，本文计算的结果与 ＡＮＳＹＳ 结果及按二次函数、三次函数计算所得结果总体吻合良

好，如表 １ 所示．
表 １　 跨中截面计算点应力比较（单位： ＭＰａ）

Ｔａｂｌｅ１　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｐｏｉｎｔ ｓｔｒｅｓｓｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｐａｎ ｃｅｎｔｅｒ ｃｒｏｓｓ ｓｅｃｔｉｏｎ（ｕｎｉｔ： ＭＰａ）

ｐｏｉｎｔ ｎｕｍｂｅｒ ＡＮＳＹＳ ψ ＝ １．２ ｑｕａｄｒａｔｉｃ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｃｕｂｉｃ ｆｕｎｃｔｉｏｎ
１ ２．０９９ ６ ２．１１０ ８ ２．１５７ ８ ２．２２７ ７
２ ２．１５６ ４ ２．１２９ １ ２．１８７ ５ ２．２３３ ２
３ ２．２２８ ３ ２．１８９ ４ ２．２７６ ８ ２．２７２ １
４ ２．３３１ ０ ２．３１０ ５ ２．４２５ ５ ２．３７７ ５
５ ２．４８４ ５ ２．５３０ ２ ２．６３３ ７ ２．５８２ ９
６ ２．９１７ ７ ２．９１６ ３ ２．９０１ ４ ２．９２１ ４
７ ２．５０１ ５ ２．５９４ ５ ２．６３３ ７ ２．５８２ ９
８ ２．３６６ ５ ２．４１１ ５ ２．４２５ ５ ２．３７７ ５
９ ２．２８６ １ ２．３１０ ５ ２．２７６ ８ ２．２７２ １
１０ ２．２４３ ３ ２．２６０ ２ ２．１８７ ５ ２．２３３ ２
１１ ２．２２９ ８ ２．２４５ ０ ２．１５７ ８ ２．２２７ ７
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　 　 从表 １ 可以看出，本文的应力结果反映出了翼板应力小于顶板应力的现象．按本文方法计

算所得的应力值与 ＡＮＳＹＳ 值相比，在顶板中心处的误差为 ０．６８％，在顶板与腹板交接处的误

差为 ０．０５％．
５．２　 算例分析

１） 将 ５．１ 小节中的集中荷载改为满跨的均布荷载，荷载集度为 ｑ ＝ ２ ０００ Ｎ ／ ｍ（该荷载对

称作用于箱梁的腹板上），其余的参数均不变．
按本文方法计算时， ψ 仍取为 １．２．跨中截面各计算点按本文方法求得的应力值与 ＡＮＳＹＳ

值及翘曲位移函数按二次函数、三次函数求得的应力值列于表 ２．
表 ２　 跨中截面计算点应力比较（单位： ｋＰａ）

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｐｏｉｎｔ ｓｔｒｅｓｓｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｐａｎ ｃｅｎｔｅｒ ｃｒｏｓｓ ｓｅｃｔｉｏｎ（ｕｎｉｔ： ｋＰａ）

ｐｏｉｎｔ ｎｕｍｂｅｒ ＡＮＳＹＳ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ｑｕａｄｒａｔｉｃ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｃｕｂｉｃ ｆｕｎｃｔｉｏｎ

１ ４７．８１７ ４９．５４８ ４８．９０１ ４９．２０１

２ ４８．０３９ ４９．５６６ ４８．９９２ ４９．２１７

３ ４８．４１０ ４９．６２６ ４９．２６３ ４９．３２２

４ ４８．９３１ ４９．７４７ ４９．７１７ ４９．６０９

５ ４９．６０１ ４９．９６７ ５０．３５１ ５０．１６８

６ ５０．６５７ ５０．３５３ ５１．１６７ ５１．０９０

７ ４９．７４９ ５０．０３１ ５０．３５１ ５０．１６８

８ ４９．２２５ ４９．８４８ ４９．７１７ ４９．６０９

９ ４８．８５２ ４９．７４７ ４９．２６３ ４９．３２２

１０ ４８．６２８ ４９．６９７ ４８．９９２ ４９．２１７

１１ ４８．５５３ ４９．６８２ ４８．９０１ ４９．２０１

　 　 由表 ２ 可以看出按本文方法求得的应力值与 ＡＮＳＹＳ 值吻合良好，并且计算结果可以反映

出翼板应力小于顶板应力的分布规律．按本文方法计算的应力值与 ＡＮＳＹＳ 值相比，在顶板中

心处的误差为 ２．３３％，在顶板与腹板交接处的误差为 ０．６０％．
２） 有一跨度 Ｌ ＝ ８００ ｍｍ 的简支箱梁模型，截面尺寸及应力计算点位置如图 ７ 所示，集中

荷载对称作用在跨中截面梁顶腹板位置，总值为 Ｐ ＝ ２７２．２ Ｎ ．材料的弹性模量为 Ｅ ＝ ３ ０００
ＭＰａ，Ｐｏｉｓｓｏｎ 比为 ０．３８５．

图 ７　 截面尺寸（单位： ｍｍ）
Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ｃｒｏｓｓ ｓｅｃｔｉｏｎ ｓｉｚｅｓ（ｕｎｉｔ： ｍｍ）

按本文方法计算该简支箱梁模型的顶、底、翼板应力时， ψ 仍取为 １．２．为了验证本文方法

的可靠性，跨中截面各计算点按本文方法求得的应力值与 ＡＮＳＹＳ 值及翘曲位移函数按二次函

数、三次函数求得的应力值绘制出应力分布曲线，如图 ８ 所示．
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对图 ８ 的应力分布曲线进行对比分析可得，按本文方法求得的跨中截面顶、翼板应力的计

算值与 ＡＮＳＹＳ 结果总体上吻合良好．已有的文献中基本上未考虑翼板边界约束影响的修正系

数，不能正确反映翼板应力的实际分布；而本文考虑了翼板边界约束影响的修正系数，因此，本
文方法的结果很好地反映了翼板的真实应力分布状态．按本文方法计算的应力值与 ＡＮＳＹＳ 值

相比，在顶板中心处的误差为 ４．９７％，在顶板与腹板交接处的误差为 ０．２０％．
对常规截面形式的箱梁而言，按本文的方法分析及求解其剪力滞效应时，经过大量的算例

可得翼板边界约束影响的修正系数可采用 １．２．

图 ８　 箱梁跨中截面计算点应力分布曲线

Ｆｉｇ． ８　 Ｓｔｒｅｓｓ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ ｆｏｒ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｐｏｉｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｐａｎ ｃｅｎｔｅｒ ｃｒｏｓｓ ｓｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｂｏｘ ｇｉｒｄｅｒ

６　 结　 　 论

１） 在求解箱形梁剪力滞问题时，以往文献直接假定剪力滞翘曲位移函数的形式；而本文

从剪力滞控制微分方程的形式出发，通过对微分方程形式的分析，构造出了剪力滞翘曲位移函

数及基本形式，然后利用能量变分法推导出了相应的公式．
２） 以带翼板的箱梁分别作用集中荷载与均布荷载为数值算例，按本文方法计算得到的剪

力滞结果与有限元结果及其他位移函数计算结果进行对比分析，发现按本文方法计算的结果

与有限元结果吻合良好，并且本文结果能够反映出翼板应力小于顶板应力的分布规律，从而验

证了本文方法的合理性．
３） 本文算例表明，采用不同的位移函数进行剪力滞分析时，得到的结果虽然分布趋势接

近，但数值上仍有较大差别，所以说剪力滞问题的分析受翘曲位移函数形式的较大影响，因此，
如何选取翘曲位移函数是分析剪力滞问题的核心．

４） 由本文的算例可知，按本文方法计算的应力值与 ＡＮＳＹＳ 值相比，在顶板中心处和顶板

与腹板交接处的误差均未超过 ５％，在顶板与腹板交接处的误差较小．
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