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摘要：　 在辛力学与非局部 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ（铁木辛柯）梁理论的基础上，针对黏弹性介质中的双功能

梯度纳米梁系统的自由振动问题，提出了一种全新的解析求解方法．在 Ｈａｍｉｌｔｏｎ（哈密顿）体系下，
位移与广义剪力、转角与广义弯矩互为对偶变量．以对偶变量为基本未知量，Ｌａｇｒａｎｇｅ（拉格朗日）
体系下的高阶偏微分控制方程简化为一系列常微分方程．该纳米梁系统的振动问题归结为辛空间

下的本征问题，解析频率方程和振动模态可以通过辛本征解和边界条件直接获得．数值结果验证了

该方法的正确性与有效性，并针对纳米梁系统的小尺度效应、纳米梁间的相互作用以及黏弹性地

基的影响进行了系统的参数分析．
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引　 　 言

自从日本学者 Ｌｉｊｉｍａ 发现碳纳米管以来，纳米材料引起了学术界的广泛重视．由双纳米梁

构成的复杂纳米梁系统作为一类重要的基础结构具有巨大的发展潜力，并已经成功应用于纳

米光机系统（ＮＯＭＳ）中［１⁃２］ ．近年来，为了获得更佳的结构性能，功能梯度型纳米材料被逐渐引

入到纳米装置的研发中，如微纳机电系统（ＭＥＭＳ ／ ＮＡＭＳ） ［３］ 和原子力显微镜（ＡＦＭ） ［４］ ．因此，
研究双功能梯度纳米梁系统的力学性能具有重要的实际意义．

在纳米尺度下，经典连续介质力学理论已经不再适用，分子模拟与实验方法又面临着成本

过高及无法处理大尺寸复杂结构的困难．为解决上述问题，Ｅｒｉｎｇｅｎ 提出了一种可以考虑尺度

效应的非局部场理论模型，该模型已经在纳米结构相关研究中获得广泛应用［５⁃６］ ．目前，国内外

学者在非局部理论框架下对纳米梁的力学行为进行了系统研究［７⁃９］ ．功能梯度纳米梁自由振动

方面也已经积累了大量的研究成果［１０⁃２０］ ．然而，从现有文献可以发现，解析研究工作还比较

少［１１⁃１２， １８］，解析方法受到求解体系限制均为逆法或半逆法，双功能梯度纳米梁系统的振动问

题尚未提及．因此，发展一种能够有效分析双功能梯度纳米梁自由振动问题的解析方法具有重

要的理论意义．
应用力学中的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系理论由钟万勰院士等首次提出［２１］，并已经成功应用于力学中
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的各个领域［２２］ ．本文将 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 力学与非局部 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁理论相结合，提出一种适用于双

功能梯度梁自由振动分析的解析求解方法，求解其自由振动频率及解析振型函数，并研究尺度

效应、材料功能梯度分布以及周围黏弹性介质参数对该类纳米梁系统的影响和作用规律．

１　 非局部场理论

根据 Ｅｒｉｎｇｅｎ 的非局部场理论，应力⁃应变关系可以表示为

　 　 σｉｊ ＝ ∫
Ｖ′
α０（ ｘ － ｘ′ ，ｅ０ａ０）σｉｊ（ｘ′）ｄＶ′（ｘ′），　 　 ∀ｘ ∈ Ｖ， （１）

其中 σ 为应力张量， α０（ ｘ － ｘ′ ，ｅ０ａ０） 为非局部函数， ｅ０ａ０ 为表征尺度效应的长度量纲系数，
上标“ ～ ”表示非局部变量．式（１）中的积分型本构给数学求解带来巨大困难．为解决该问题，
Ｅｒｉｎｇｅｎ 进一步推导出等效的微分型本构，即

　 　 （１ － ξ２ Ñ２）σｉｊ ＝ Ｃ ｉｊｋｌεｋｌ， （２）
其中 ε 为应变张量， ξ ＝ ｅ０ａ０ 为非局部参数， Ñ２ 为 Ｌａｐｌａｃｅ（拉普拉斯）算子．

２　 功能梯度材料

考虑一个放置于黏弹性介质中的双功能梯度纳米梁系统，其坐标如图 １ 所示．黏弹性介质

的刚度和黏弹性系数分别为 Ｋｗ 和 ｃ ．纳米梁之间的 Ｖａｎ ｄｅｒ Ｗａａｌｓ（范德华）力、电场力或弹性

介质引起的力，均由垂直于纳米梁的一组Ｗｉｎｋｌｅｒ 弹性介质表示，其刚度系数为 Ｋ ．两个纳米梁

的几何和物理参数完全相同．记梁长为 ａ，截面宽为 ｂ，高度为 ｈ，截面积为Ａ，密度为 ρ，弹性模量

为 Ｅ，剪切模量为 Ｇ ＝ Ｅ ／ ［２（１ ＋ ν）］，ν 为 Ｐｏｉｓｓｏｎ（泊松）比．对于功能梯度纳米梁，其材料参数

沿厚度方向的变化规律为

　 　 Ｐ（ ｚ） ＝ （Ｐ１ － Ｐ２）
ｚ
ｈ

＋ １
２
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è
ç

ö

ø
÷

ｋ

＋ Ｐ２， （３）

其中 Ｐ１ 和 Ｐ２ 分别为梁上下表面的材料参数，Ｐ 可以表示等效弹性模量 Ｅ、密度 ρ 和剪切模量

Ｇ，ｋ 为功能梯度指数．

图 １　 放置于黏弹性介质中的双功能梯度纳米梁系统

Ｆｉｇ． １　 Ａ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｄｏｕｂｌｅ⁃ｎａｎｏｂｅａｍ ｓｙｓｔｅｍ ｅｍｂｅｄｄｅｄ ｉｎ ｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃ ｍｅｄｉｕｍ

３　 基 本 方 程

对于非局部 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁，其沿 ｘ，ｙ，ｚ轴的位移分量分别表示为 ｕ１ ＝ ｚθ，ｕ２ ＝ ０，ｕ３ ＝ Ｗ（ｘ，
ｔ），Ｗ为横向位移，θ为转角．对于自由振动问题，令Ｗ（ｘ，ｔ） ＝ ｗ（ｘ）ｅｉωｔ，ω 为自振频率，则功能梯

度纳米梁的自由振动方程可以表示为
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∂Ｍｉ

∂ｘ
＝ Ｑｉ － Ｉ２ω２θｉ，

∂Ｑｉ

∂ｘ
＝ ｍ

∂２ｗ ｉ

∂ｔ２
－ ｐｉ， （４）

其中，ｉ 为虚数单位； Ｍ和 Ｑ分别为纳米梁的非局部弯矩和剪力； Ｉ２ ＝ ∫
Ａ
ρ（ ｚ） ｚ２ｄＡ，ｍ ＝ ∫

Ａ
ρ（ ｚ）ｄＡ

为质量； ｐｉ ＝ － Ｋ（ｗ ｉ － ｗ ｉ′） － Ｋｗｗ ｉ － ｃ∂ｗ ｉ ／ ∂ｔ，ｉ ＝ １，２代表纳米梁 １和 ２，ｉ′ ＝ ２，１．由式（２），功能

梯度纳米梁的本构方程可以表示为

　 　 Ｌσ ｘｘ ＝ Ｅε ｘｘ ＝ ｚＥ ∂θ
∂ｘ

， Ｌτ ｘｚ ＝ Ｇγ ｘｚ ＝ Ｇ ∂ｗ
∂ｘ

＋ θæ

è
ç

ö

ø
÷ ， （５）

其中， Ｌ ＝ １ － ξ ２∂２ ／ ∂ｘ２ 为线性算子， Ｇ ＝ Ｅ ／ ［２（１ ＋ ν）］ ．
非局部内力与经典内力之间的关系为

　 　 Ｍｉ ＝ ∫
Ａ
ｚ（σ ｘｘ） ｉｄＡ ＝ Ｊ１

∂θ ｉ

∂ｘ
＝ Ｌ －１Ｍｉ， （６ａ）

　 　 Ｑｉ ＝ ∫
Ａ
Ｋｓ（τ ｘｚ） ｉｄＡ ＝ ＫｓＪ２

∂ｗ ｉ

∂ｘ
＋ θ ｉ

æ

è
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÷ ＝ Ｌ －１Ｑｉ， （６ｂ）

其中， Ｊ１ ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

－ Ｅ（ ｚ） ｚ２ｄＡ，Ｊ２ ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

Ｇ（ ｚ）ｄＡ，Ｋｓ 为剪切修正系数．将式（６）代入式（４），可得

　 　
∂Ｍｉ

∂ｘ
＝ Ｑｉ － ＬＩ２ω ２θ ｉ，

∂Ｑｉ

∂ｘ
＝ － Ｌｍω ２ｗ ｉ － Ｌｐｉ ． （７）

根据双纳米梁系统的振动特点，方程（７）可以分为两类子问题，即同向振动和反向振动．令
ｗＩＰ ＝ ｗ１ ＋ ｗ２，θ ＩＰ ＝ θ １ ＋ θ ２ 和 ｗＯＰ ＝ ｗ１ － ｗ２，θＯＰ ＝ θ １ ＋ θ ２

［２３］， 则方程（７）可以改写为统一形式：

　 　 ∂Ｍ
∂ｘ

＝ Ｑ － ＬＩ２ω ２θ， （８ａ）

　 　 ∂Ｑ
∂ｘ

＝ Ｌ（ － ｍω ２ ＋ ϕＫ ＋ Ｋｗ ＋ ｉｃω）ｗ， （８ｂ）

其中，当 ϕ ＝ ０ 时， ｗ ＝ ｗＩＰ，θ ＝ θ ＩＰ， 为同向振动问题；当 ϕ ＝ ２ 时， ｗ ＝ ｗＯＰ，θ ＝ θＯＰ， 为反向振动

问题．方程（８）即为以经典变量表示的双功能梯度纳米梁系统自由振动的控制方程．
令 Ｓ、Ｃ 和 Ｆ 分别表示简支、固支和自由边界， ｘ ＝ ０，ａ 处的边界条件可以表示为

① Ｓ： ｗ ＝ ０， Ｍ ＝ ０，　 　 ｗｈｅｎ ｘ ＝ ０，ａ； （９ａ）
② Ｃ： ｗ ＝ ０， θ ＝ ０，　 　 ｗｈｅｎ ｘ ＝ ０，ａ； （９ｂ）
③ Ｆ： Ｍ ＝ ０， Ｑ ＝ ０，　 　 ｗｈｅｎ ｘ ＝ ０，ａ ． （９ｃ）

４　 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系

为引入双功能梯度纳米梁系统自由振动问题的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 求解体系，定义变量上一点表示

对 ｘ 方向的微分，即 （）· ＝ ∂（） ／ ∂ｘ， 并记 ｑ ＝ {ｗ，θ } Ｔ， 则 Ｌａｇｒａｎｇｅ 密度函数可以表示为［２１］

　 　 Ｌ（ｑ，ｑ） ＝ １
２

ｑＴＫ２２ｑ ＋ ｑＴＫ２１ｑ ＋ １
２

ｑＴＫ１１ｑ ＝

　 　 　 　 １
２
［ＫｓＪ２ － （ｍω ２ － ϕＫ － Ｋｗ － ｉｃω）ξ ２］ｗ２ ＋ １

２
（Ｊ１ － Ｉ２ω ２ξ ２）θ ２ ＋

　 　 　 　 ＫｓＪ２ｗθ ＋ １
２
（ － ｍω ２ ＋ ϕＫ ＋ Ｋｗ ＋ ｉｃω）ｗ２ ＋ １

２
（ＫｓＪ２ － Ｉ２ω ２）θ ２， （１０）

其中
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　 　 Ｋ１１ ＝
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　 　 Ｋ１２ ＝ ＫＴ
２１， Ｋ２２ ＝

ＫｓＪ２ ＋ （ － ｍω ２ ＋ ϕＫ ＋ Ｋｗ ＋ ｉｃω）ξ ２ ０
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根据 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ（勒让德）变换， ｑ 的对偶变量为

　 　 ｐ ＝ ∂Ｌ
∂ｑ

＝ Ｋ２２ｑ ＋ Ｋ２１ｑ ＝ {Ｑ
－
，Ｍ

－
} Ｔ， （１１）

其中 Ｑ
－
＝ Ｑ － （ｍω ２ － ϕＫ － Ｋｗ － ｉｃω）ξ ２ｗ 为广义剪力， Ｍ

－
＝ Ｍ － Ｉ２ω ２ξ ２θ 为广义弯矩．

由上式可进一步求得

　 　 ｑ ＝ {ｗ，θ } Ｔ ＝ － Ｋ －１
２２ Ｋ２１ｑ ＋ Ｋ －１

２２ ｐ ． （１２）
由式（１０） ～ （１２），Ｈａｍｉｌｔｏｎ 密度函数为

　 　 Ｈ（ｑ，ｐ） ＝ ｐＴｑ － Ｌ（ｑ，ｑ） ＝ ｐＴＡｑ － １
２

ｑＴＢｑ ＋ １
２

ｐＴＤｐ， （１３）

其中

　 　 Ａ ＝ － Ｋ －１
２２ Ｋ２１ ＝

０ Ａ１２
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　 　 Ｄ ＝ Ｋ －１
２２ ＝

Ｄ１１ ０
０ Ｄ２２

é
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　 　 Ａ１２ ＝ － ＫｓＪ２ ／ ［ＫｓＪ２ － （ｍω ２ － ϕＫ － Ｋｗ － ｉｃω）ξ ２］， Ｂ１１ ＝ － ｍω ２ ＋ ϕＫ ＋ Ｋｗ ＋ ｉｃω，
　 　 Ｂ２２ ＝ － ＫｓＪ２（ｍω ２ － ϕＫ － Ｋｗ － ｉｃω）ξ ２ ／ ［ＫｓＪ２ － （ｍω ２ － ϕＫ － Ｋｗ － ｉｃω）ξ ２］ － Ｉ２ω ２，

　 　 　 　 Ｄ１１ ＝ １ ／ ［ＫｓＪ２ － （ｍω ２ － ϕＫ － Ｋｗ － ｉｃω）ξ ２］， Ｄ２２ ＝ １ ／ （Ｊ１ － Ｉ２ω ２ξ ２） ．
由式（１３），Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系下的控制方程可以表示为

　 　 ｑ ＝ ∂Ｈ
∂ｐ

＝ Ａｑ ＋ Ｄｐ， ｐ ＝ － ∂Ｈ
∂ｑ

＝ Ｂｑ － ＡＴｐ ． （１４）

定义全状态向量 Ψ ＝ { ｑＴ，ｐＴ } Ｔ， 则上式可以写为矩阵形式，即
　 　 Ψ ＝ ＨΨ， （１５）

式中 Ｈ ＝
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为 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 矩阵．对应的边界条件可以由式（９）获得

　 　 ｈｇΨ ＝ ０，　 　 ｗｈｅｎ ｘ ＝ ０，ａ， （１６）
其中 ｈ 为边界指示矩阵，ｇ＝Ｓ，Ｃ 和 Ｆ，
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　 　 ｈＦ ＝
０ ０ ０ １
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é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
．

５　 辛本征值和本征解

在辛空间下，Ｈａｍｉｌｔｏｎ 方程（１５）可用分离变量方法求解．令 Ψ（ｘ） ＝ ψ ｊｅμ ｊｘ， 本征方程为

　 　 Ｈψ ｊ ＝ μ ｊψ ｊ， （１７）
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其中， μ ｊ 和 ψ ｊ 分别为 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 矩阵的本征值和本征向量．由方程（１７）可得

　 　 μ ４ － γμ ２ ＋ ζ ＝ ０， （１８）
其中

　 　 γ ＝ Ｄ１１Ｂ１１ ＋ Ｄ２２Ｂ２２， ζ ＝ Ａ２
１２Ｄ２２Ｂ１１ ＋ Ｄ１１Ｄ２２Ｂ１１Ｂ２２ ．

方程（１８）的 ４ 个根为

　 　 μ １，２ ＝∓ γ ＋ γ ２ － ４ζ
２

， μ ３，４ ＝∓ γ － γ ２ － ４ζ
２

． （１９）

可以证明，当且仅当 μ １，２ ≠０， μ ３，４ ≠０， μ １ ≠ μ ３ 时，本征值具有物理意义［２３］ ．此时，辛本征

解向量为

　 　 ψ ｊ ＝ １
μ ２

ｊ － Ｄ１１Ｂ１１

Ａ１２μ ｊ

Ｂ１１

μ ｊ

μ ２
ｊ － Ｄ１１Ｂ１１

Ａ１２Ｄ２２
{ }

Ｔ

　 　 （ ｊ ＝ １，２，３，４） ． （２０）

根据式（２０），方程（１５）的解可以表示为

　 　 Ψ ＝ ∑
４

ｊ ＝ １
ｄ ｊψ ｊｅμ ｊｘ， （２１）

其中 ｄ ｊ 为待定系数．

６　 自 由 振 动

为确定纳米梁的自由振动频率，通解（２１）可以进一步表示为等价形式，即

　 　 Ψｊ（ｘ） ＝

Ａｗ１ Ａｗ２ Ａｗ３ Ａｗ４

Ａθ１ Ａθ２ Ａθ３ Ａθ４

ＡＱ１ ＡＱ２ ＡＱ３ ＡＱ４

ＡＭ１ ＡＭ２ ＡＭ３ ＡＭ４

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

ｓｉｎｈ（μｘ）
ｃｏｓｈ（μｘ）
ｓｉｎｈ（μ－ ｘ）
ｃｏｓｈ（μ－ ｘ）

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïï

， （２２）

这里， μ ＝ μ １， μ－ ＝ μ ３ ． Ａｗｊ，Ａθｊ，ＡＭｊ，ＡＱｊ（ ｊ ＝ １， ２， ３， ４） 为待定系数，它们之间满足

　 　 Ａθｊ ＝ κ １１Ａｗｎ， ＡＭｊ ＝ κ １２Ａｗｊ， ＡＱｊ ＝ κ １３Ａｗｎ 　 　 （ ｊ ＝ １，２； ｎ ＝ ２，１）， （２３ａ）
　 　 Ａθｊ ＝ κ ２１Ａｗｎ， ＡＭｊ ＝ κ ２２Ａｗｊ， ＡＱｊ ＝ κ ２３Ａｗｎ 　 　 （ ｊ ＝ ３，４； ｎ ＝ ４，３）， （２３ｂ）

其中

　 　 κ １１ ＝ Ａ１２Ｄ２２μ ／ ［Ａ２
１２Ｄ２２ ＋ Ｄ１１（Ｄ２２Ｂ２２ － μ ２）］，

　 　 κ １２ ＝ Ａ１２μ ２ ／ ［Ａ２
１２Ｄ２２ ＋ Ｄ１１（Ｄ２２Ｂ２２ － μ ２）］，

　 　 κ １３ ＝ （Ｄ２２Ｂ２２μ － μ ３） ／ ［Ａ２
１２Ｄ２２ ＋ Ｄ１１（Ｄ２２Ｂ２２ － μ ２）］，

　 　 κ ２１ ＝ Ａ１２Ｄ２２μ
－ ／ ［Ａ２

１２Ｄ２２ ＋ Ｄ１１（Ｄ２２Ｂ２２ － μ－ ２）］，
　 　 κ ２２ ＝ Ａ１２μ

－ ／ ［Ａ２
１２Ｄ２２ ＋ Ｄ１１（Ｄ２２Ｂ２２ － μ－ ２）］，

　 　 κ ２３ ＝ （Ｄ２２Ｂ２２μ
－ － μ－ ３） ／ ［Ａ２

１２Ｄ２２ ＋ Ｄ１１（Ｄ２２Ｂ２２ － μ－ ２）］ ．
下面以两端简支边界条件为例，推导该双纳米梁系统自由振动的频率方程．
􀃠 ＳＳ
将通解（２２）代入边界条件（１６）（ｇ＝Ｓ），可得

　 　 ＺＡｗ ＝ ０， （２４）
这里， Ａｗ ＝ { Ａｗ１，Ａｗ２，Ａｗ３，Ａｗ４ } Ｔ，Ｚ 矩阵为自振频率 ω 的函数．根据方程（２４）的非零解条件

ｄｅｔ（Ｚ） ＝ ０， 可得两端简支非局部双功能梯度纳米梁系统的频率方程：
　 　 ｆ１（ω） ＝ ０， （２５）
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其中

　 　 ｆ１（ω） ＝ ｓｉｎｈ（μａ）ｓｉｎｈ（μ－ ａ） ．
同理，其他边界条件下双功能梯度纳米梁系统的频率方程可推导如下：

􀃡 ＣＣ
　 　 ２κ １１κ ２１［ ｆ２（ω） － １］ － （κ ２

１１ ＋ κ ２
２１） ｆ１（ω） ＝ ０； （２６）

􀃢 ＣＳ
　 　 κ １１ ｆ３（ω） － κ ２１ ｆ４（ω） ＝ ０； （２７）
􀃣 ＣＦ
　 　 κ ２１κ １２κ １４ ＋ κ ２２κ １１κ ２４ ＋ （κ １１κ ２２κ １４ ＋ κ ２１κ １２κ ２４） ｆ１（ω） －
　 　 　 　 （κ １１κ １２κ ２４ ＋ κ ２１κ ２２κ １４） ｆ２（ω） ＝ ０； （２８）
􀃤 ＳＦ
　 　 κ １２κ ２４ ｆ４（ω） － κ ２２κ １４ ｆ３（ω） ＝ ０； （２９）
􀃥 ＦＦ
　 　 （κ ２

１２κ ２
２２ ＋ κ ２

１４κ ２
２４） ｆ１（ω） ＋ ２κ １２κ １４κ ２２κ ２４（１ － ｆ２（ω）） ＝ ０， （３０）

其中

　 　 κ １４ ＝ κ １３ ＋ μ（ｍω ２ － ϕＫ － Ｋｗ － ｉｃω）ξ ２，
　 　 κ ２４ ＝ κ ２３ ＋ μ－ （ｍω ２ － ϕＫ － Ｋｗ － ｉｃω）ξ ２，
　 　 ｆ２（ω） ＝ ｃｏｓｈ（μａ）ｃｏｓｈ（μ－ ａ），
　 　 ｆ３（ω） ＝ ｃｏｓｈ（μａ）ｓｉｎｈ（μ－ ａ），
　 　 ｆ４（ω） ＝ ｓｉｎｈ（μａ）ｃｏｓｈ（μ－ ａ） ．

７　 数 值 算 例

为方便分析和计算，数值算例中均采用无量纲参数．ω－ ＝ ωａ２ ρ １Ａ ／ （Ｅ１Ｉ） ，Ｋ
－
＝ Ｊ１Ｋ ／ ａ４，Ｋ

－

ｗ ＝

Ｊ１Ｋｗ ／ ａ４，􀭰ｃ ＝ ｃ Ｊ１ｍ ／ ａ２，Ｉ 为转动惯量．
７．１　 算例 １

为验证本文提出方法的正确性和精确性，本小节将计算结果与现有文献数据进行对比．首
先，考虑一个两端简支的非局部功能梯度 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁，其材料参数为

　 　 Ｅ１ ＝ ３９０ ＧＰａ， Ｅ２ ＝ ２１０ ＧＰａ， ρ １ ＝ ３ ９６０ ｋｇ ／ ｍ３， ρ ２ ＝ ７ ８００ ｋｇ ／ ｍ３，
　 　 ν １ ＝ ０．２４， ν ２ ＝ ０．３０， Ｋｓ ＝ ５ ／ ６．

选用矩形截面，其宽与高均为 ｂ ＝ ｈ ＝ １ ０００ ｎｍ，长为 ａ ＝ １０ ０００ ｎｍ ．表 １ 给出了该纳米梁在不

同非局部参数和长宽比下对应的无量纲基频．从表中数据可以看出，本文的计算结果与文献

［１２］的结果吻合得非常好，最大误差仅为 １．１２％．其次，考虑一个由两端简支的各向同性非局

部 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁组成的双纳米梁系统，其计算参数为

　 　 ｂ ＝ １ ｎｍ， ｈ ＝ １ ｎｍ， ρ ＝ １ ｋｇ ／ ｍ３， Ｅ ＝ ３０ ＭＰａ， Ｋｓ ＝ ５ ／ ６， Ｋ
－
＝ １０．

表 ２ 给出了不同非局部参数下双纳米梁系统的前六阶同向振动频率．从对比结果可以发现，本
文的计算结果不仅与现有的非局理论模型结果一致，还与经典连续介质力学的结果（ＡＮＳＹＳ，
ξ ２ ＝ ０） 吻合较好．上述表 １ 和表 ２ 的数据对比表明，本文提出的辛方法适用于双功能梯度纳米

系统的自由振动分析，并可以得到精度较高的结果．
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表 １　 两端简支功能梯度纳米梁的基频

Ｔａｂｌｅ １　 Ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｏｆ ａｎ ＦＧ ｎａｎｏｂｅａｍ ｗｉｔｈ ２ ｅｎｄｓ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ

ｋ （ξ２ ／ １０－１２） ／ ｍ２

ａ ／ ｈ

２０

ｐｒｅｓｅｎｔ ｒｅｆ． ［１２］

５０

ｐｒｅｓｅｎｔ ｒｅｆ． ［１２］

１００

ｐｒｅｓｅｎｔ ｒｅｆ． ［１２］

０

０ ９．８２８ １ ９．８２９ ６ ９．８６２ ９ ９．８６３ １ ９．８６７ ９ ９．８６８ ０

１ ９．３７６ ４ ９．３７７ ７ ９．４０９ ５ ９．４０９ ７ ９．４１４ ３ ９．４１４ ３

２ ８．９８１ ７ ８．９８２ ９ ９．０１３ ４ ９．０１３ ６ ９．０１８ ０ ９．０１８ ０

３ ８．６３３ １ ８．６３４ １ ８．６６３ ４ ８．６６３ ６ ８．６６７ ８ ８．６６７ ８

０．２

０ ８．６７９ １ ８．６６０ ０ ８．７０８ ７ ８．６８９ ５ ８．７１２ ９ ８．６９３ ８

１ ８．２８０ １ ８．２６２ ０ ８．３０８ ３ ８．２９０ １ ８．３１２ ４ ８．２９４ １

２ ７．９３１ ６ ７．９１４ ０ ７．９５８ ６ ７．９４１ １ ７．９６２ ４ ７．９４４ ９

３ ７．６２３ ８ ７．６０６ ８ ７．６４９ ６ ７．６３２ ７ ７．６５３ ３ ７．６３６ ５

１

０ ７．０７４ ６ ６．９６７ ６ ７．０９９ ０ ６．９９１ ７ ７．１０２ ６ ６．９９５ ２

１ ６．７４９ ４ ６．６４７ ３ ６．７７２ ７ ６．６７０ ３ ６．７７６ ０ ６．６７３ ６

２ ６．４６５ ３ ６．３６７ ４ ６．４８７ ６ ６．３８９ ５ ６．４９０ ８ ６．３９２ ７

３ ６．２１４ ３ ６．１２０ ２ ６．２３５ ７ ６．１４１ ４ ６．２３８ ８ ６．１４４ ４

５

０ ５．９８３ ２ ５．９１７ ２ ６．００５ ２ ５．９３８ ９ ６．００８ ４ ５．９４２ １

１ ５．７０８ １ ５．６４５ ２ ５．７２９ ２ ５．６６５ ９ ５．７３２ ２ ５．６６８ ９

２ ５．４６７ ９ ５．４０７ ５ ５．４８８ ０ ５．４２７ ４ ５．４９０ ９ ５．４３０ ２

３ ５．２５５ ６ ５．１９７ ５ ５．２７４ ９ ５．２１６ ６ ５．２７７ ７ ５．２１９ ４

表 ２　 两端简支双纳米梁系统的前六阶同向振动频率

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｆｉｒｓｔ ６ ｉｎ⁃ｐｈａｓｅ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｏｆ ａ ｄｏｕｂｌｅ⁃ｎａｎｏｂｅａｍ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ ２ ｅｎｄｓ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ

ｌｅｎｇｔｈ⁃ｗｉｄｔｈ ｒａｔｉｏ ξ２ ／ ｎｍ２
ｍｏｄｅ（ｄａｔａ ｉｎ ｒｅｆ． ［２４］ ｇｉｖｅｎ ｉｎ ｐａｒｅｎｔｈｅｓｅｓ； ｄａｔａ ｉｎ ＡＮＳＹＳ ｇｉｖｅｎ ｉｎ ｂｒａｃｋｅｔｓ）

１ ２ ３ ４ ５ ６

ａ ／ ｈ ＝ １０

０

９．７０７ ５ ３７．０９６ ２ ７８．１５４ ７ １２８．６６６ ０ １８５．３１８ ３ ２４５．８３２ ３

（９．７４４ ３） （３６．８４０ ６）

［９．７１２ ２］ ［３７．１６２ ５］ ［７８．４４７ ５］ ［１２９．４５１ ７］ ［１８６．９５７ ０］ ［２４８．７５０ ２］

１
９．２６１ ２ ３１．４１０ ５ ５６．８７５ ３ ８０．１１７ ４ １２７．７９２ ８ １６９．９４７ ８

（９．２９３ １） （３１．２３６ ６）

２
８．８７１ ３ ２７．７３０ ３ ４６．９０３ ４ ６３．０９６ ８ ９４．５０２ ０ １３０．０７８ ６

（８．８９９ ４） （２７．５８７ ０）

３
８．５２６ ９ ２５．０９９ ６ ４０．８２５ ４ ５３．７１６ ３ ８３．５１９ ０ １１５．５２１ ８

（８．５５１ ７） （２４．９７２ ７）

ａ ／ ｈ ＝ ２０

０

９．８２８ １ ３８．８２９ ９ ８５．６６１ ９ １４８．３８４ ６ ２２４．７７９ ４ ３１２．６１８ ９

（９．８３８ １） （３８．９６４ ５） （８５．７４８ ３）

［９．８３２ ７］ ［３８．９００ ７］ ［８６．００６ ５］ ［１４９．４１６ ２］ ［２２７．１４４ ４］ ［３１７．１９１ ５］

１
９．７０９ １ ３７．０４４ ８ ７７．４８９ １ １２５．６４２ ２ １７６．７７５ ３ ２２７．５０１ ３

（９．７１８ ７） （３７．１６１ ４） （７７．５２９ １）

２
９．５９４ ２ ３５．４８５ ３ ７１．２８２ ７ １１０．９２１ ３ １５０．３９８ ７ １８７．６１３ ６

（９．６０３ ６） （３５．５８７ ５） （７１．２９２ ２）

３
９．４８３ ４ ３４．１０７ ４ ６６．３６２ ８ １００．３９８ ６ １３３．１３４ ９ １６３．３０１ ６

（９．４９２ ４） （３４．１９７ ９） （６６．３５１ ５）
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　 　 续表 ２

ｌｅｎｇｔｈ⁃ｗｉｄｔｈ ｒａｔｉｏ ξ２ ／ ｎｍ２
ｍｏｄｅ（ｄａｔａ ｉｎ ｒｅｆ． ［２４］ ｇｉｖｅｎ ｉｎ ｐａｒｅｎｔｈｅｓｅｓ； ｄａｔａ ｉｎ ＡＮＳＹＳ ｇｉｖｅｎ ｉｎ ｂｒａｃｋｅｔｓ）

１ ２ ３ ４ ５ ６

ａ ／ ｈ ＝ ５０

０

９．８６２ ９ ３９．３７１ ９ ８８．２９０ ７ １５６．２３５ ２ ２４２．６８６ ９ ３４７．０１１ １

（９．８６４ ５） （３９．３９７ ６） （８８．４１４ ７）

［９．８６７ ５］ ［３９．４４４ ７］ ［８８．６５６ ３］ ［１５７．３８３ ７］ ［２４５．４５３ ９］ ［３５２．６８７ ８］

１
９．８４３ ５ ３９．０６４ ７ ８６．７６２ ８ １５１．５２２ ９ ２３１．５３０ ２ ３２４．７０３ ５

（９．８４５ １） （３９．０８９ ７） （８６．８８０ ４）

２
９．８２４ ２ ３８．７６４ ５ ８５．３１１ ６ １４７．２１２ ９ ２２１．７８３ ０ ３０６．２１０ １

（９．８２５ ８） （３８．７８９ ０） （８５．４２３ ３）

３
９．８０５ ０ ３８．４７１ ２ ８３．９３０ ８ １４３．２５０ ９ ２１３．１７１ ５ ２９０．５５４ ６

（９．８０６ ６） （３８．４９５ １） （８４．０３７ ２）

７．２　 算例 ２
本小节将针对尺度效应、功能梯度材料指数、介质黏弹性参数进行详细讨论．考虑一个放

置于黏弹性介质中的双功能梯度纳米梁系统，其计算参数为 Ｅ１ ＝ ３９０ ＧＰａ， Ｅ２ ＝ ２１０ ＧＰａ， ρ １ ＝
３ ９６０ ｋｇ ／ ｍ３， ρ ２ ＝ ７ ８００ ｋｇ ／ ｍ３， ν １ ＝ ０．２４，ν ２ ＝ ０．３０，ｈ ＝ ｂ ＝ １ ０００ ｎｍ， Ｌ ＝ １０ ０００ ｎｍ， Ｋｓ ＝ ５ ／ ６，

Ｋ
－
＝ １０， Ｋ

－

ｗ ＝ ２０．
表 ３　 不同端部条件下双纳米梁系统的前四阶同向振动频率

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｆｉｒｓｔ ４ ｉｎ⁃ｐｈａｓｅ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｏｆ ａ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｄｏｕｂｌｅ⁃ｎａｎｏｂｅａｍ
ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ ｖａｒｉｏｕｓ ｅｎｄ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

ｅｎｄ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ （ε２ ／ １０－１２） ／ ｍ２
ｍｏｄｅ

１ ２ ３ ４

ＳＳ

０ ６．８１０ ７＋３．５７０ ８ｉ ２６．６９５ ４＋３．５０３ ０ｉ ５６．３８２ ８＋３．４２５ ９ｉ ９２．９６２ ０＋３．３６０ ８ｉ

１ ６．４８０ ６＋３．５７０ ８ｉ ２２．６０１ ６＋３．５０２ ８ｉ ４１．１２１ ７＋３．４２４ ４ｉ ５８．２１９ ２＋３．３５６ ０ｉ

２ ６．１９１ ６＋３．５７０ ８ｉ １９．９５６ ５＋３．５０２ ５ｉ ３３．９８５ ０＋３．４２２ ８ｉ ４６．０３４ ８＋３．３５２ １ｉ

ＣＳ

０ １０．５７３ ４＋３．５６８ ３ｉ ３２．６４６ ４＋３．５０５ ０ｉ ６３．３５３ ６＋３．４３６ ７ｉ ９９．９９７ ４＋３．３７８ ７ｉ

１ １０．００５ ２＋３．５６５ ８ｉ ２７．３８８ ０＋３．４９４ ９ｉ ４５．８５６ ４＋３．４１８ １ｉ ６２．３３９ ６＋３．３５４ １ｉ

２ ９．５１６ ４＋３．５６３ ７ｉ ２４．０６５ ５＋３．４８９ １ｉ ３７．８１４ ８＋３．４０９ ６ｉ ４９．２７８ ３＋３．３４３ ５ｉ

ＣＣ

０ １５．０３９ ２＋３．５６９ ８ｉ ３８．７８２ ７＋３．５０９ ６ｉ ７０．２３３ ０＋３．４４９ １ｉ １０６．７９０ ６＋３．３９６ ３ｉ

１ １４．１９６ ３＋３．５６２ ２ｉ ３２．２４７ ９＋３．４８６ ９ｉ ５０．４８３ ２＋３．４１３ ０ｉ ６６．２６３ １＋３．３５３ ４ｉ

２ １３．４７６ ４＋３．５５６ ０ｉ ２８．１７６ ９＋３．４７４ ７ｉ ４１．５４２ ８＋３．３９７ ６ｉ ５２．３３６ ８＋３．３３６ ８ｉ

ＣＦ

０ １．９４２ ８＋３．５８５ ２ｉ １４．９９１ ３＋３．５１３ ２ｉ ３９．６４８ ５＋３．４３０ ３ｉ ７２．０４８ ０＋３．３４９ ６ｉ

１ １．９５６ ６＋３．５８４ ９ｉ １４．０５２ １＋３．５１２ ６ｉ ３２．８２４ ８＋３．４３２ ３ｉ ５１．２６９ ３＋３．３５７ ７ｉ

２ １．９７０ ６＋３．５８４ ５ｉ １３．２４７ ０＋３．５１２ ０ｉ ２８．６８２ ３＋３．４３１ ５ｉ ４２．０７５ ３＋３．３５４ ９ｉ

ＦＦ

０ １５．４８２ ８＋３．５４１ ９ｉ ４０．４８６ ２＋３．４６３ ５ｉ ７３．９７９ ０＋３．３９１ ２ｉ １１３．０６５ ５＋３．３３５ ３ｉ

１ １４．０３５ ２＋３．５４１ ６ｉ ３１．８４４ ９＋３．４６２ ８ｉ ４９．９７６ ５＋３．３８８ ４ｉ ６５．８０１ ４＋３．３２８ ３ｉ

２ １２．９４０ ６＋３．５４１ ３ｉ ２７．０９６ ３＋３．４６２ １ｉ ４０．３１９ ０＋３．３８５ ７ｉ ５１．２０６ １＋３．３２３ ０ｉ

ＳＦ

０ １０．７１８ ３＋３．５２２ ７ｉ ３３．３１９ ８＋３．４２８ ４ｉ ６４．９８９ ５＋３．３３７ ４ｉ １０２．８７７ ９ ＋３．２６５ ８ｉ

１ １０．１２９ １＋３．５２５ １ｉ ２７．８０５ ２＋３．４４０ ５ｉ ４６．５９０ ２＋３．３６２ ３ｉ ６３．３３１ ９＋３．３０１ ８ｉ

２ ９．６２５ ３＋３．５２６ ９ｉ ２４．３７９ ２＋３．４４５ ６ｉ ３８．３４１ ３＋３．３６６ ９ｉ ５０．００３ ６＋３．３０２ ９ｉ

　 　 首先，考虑尺度效应对该纳米梁系统自由振动的影响．表 ３ 和表 ４ 分别给出了不同端部条

件和非局部参数对应的同向振动和反向振动对应的自由振动频率．计算过程中，黏弹性介质参

数为 􀭰ｃ ＝ １０，功能梯度指数为 ｋ ＝ １．从表中数据可以发现，除了 ＣＦ 边界以外，所有边界对应的
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各阶频率的实部均随着非局部参数的增加而减小，而非局部参数对所有边界对应的频率的虚

部影响都很小．该现象与单纳米梁自由振动的特点一致［２５］ ．此外，在选取相同非局部参数时，反
向振动的自振频率明显大于同向振动的结果，该现象应为双纳米梁间相互作用力引起的，相当

于改变了纳米梁系统的等效结构刚度．为了直观展示该类双纳米梁系统的自由振动形式，图 ２
和图 ３ 分别给出了两端简支功能梯度双纳米梁系统的前四阶同向振动和反向振动的模态．

表 ４　 不同端部条件下双纳米梁系统的前四阶反向振动频率

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｆｉｒｓｔ ４ ｏｕｔ⁃ｏｆ⁃ｐｈａｓｅ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｏｆ ａ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ

ｄｏｕｂｌｅ⁃ｎａｎｏｂｅａｍ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ ｖａｒｉｏｕｓ ｅｎｄ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

ｅｎｄ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ （ε２ ／ １０－１２） ／ ｍ２
ｍｏｄｅ

１ ２ ３ ４

ＳＳ

０ ７．５２７ ７＋３．５７０ ８ｉ ２６．８８３ ７＋３．５０３ ０ｉ ５６．４７０ ２＋３．４２５ ９ｉ ９３．０１４ ０＋３．３６０ ７ｉ

１ ７．２３０ ４＋３．５７０ ８ｉ ２２．８２３ ６＋３．５０２ ８ｉ ４１．２４１ ４＋３．４２４ ４ｉ ５８．３０２ １＋３．３５６ ０ｉ

２ ６．９７２ ５＋３．５７０ ８ｉ ２０．２０７ ５＋３．５０２ ５ｉ ３４．１２９ ６＋３．４２２ ８ｉ ４６．１３９ ５＋３．３５２ ０ｉ

ＣＳ

０ １１．０４８ ５＋３．５６８ ３ｉ ３２．８００ ６＋３．５０５ ０ｉ ６３．４３１ ６＋３．４３６ ７ｉ １００．０４６ ０＋３．３７８ ７ｉ

１ １０．５０５ ７＋３．５６５ ８ｉ ２７．５７１ １＋３．４９４ ９ｉ ４５．９６３ ６＋３．４１８ １ｉ ６２．４１７ ０＋３．３５４ １ｉ

２ １０．０４１ ０＋３．５６３ ７ｉ ２４．２７３ ３＋３．４８９ １ｉ ３７．９４４ ４＋３．４０９ ５ｉ ４９．３７５ ９＋３．３４３ ５ｉ

ＣＣ

０ １５．３７７ １＋３．５６９ ８ｉ ３８．９１２ ７＋３．５０９ ６ｉ ７０．３０３ ６＋３．４４９ １ｉ １０６．８３６ ４＋３．３９６ ３ｉ

１ １４．５５３ ０＋３．５６２ ２ｉ ３２．４０３ ２＋３．４８６ ９ｉ ５０．５８０ ５＋３．４１３ ０ｉ ６６．３３５ ９＋３．３５３ ４ｉ

２ １３．８５１ ０＋３．５５６ ０ｉ ２８．３５３ ９＋３．４７４ ７ｉ ４１．６６０ ４＋３．３９７ ５ｉ ５２．４２８ ５＋３．３３６ ８ｉ

ＣＦ

０ ３．７５４ ５＋３．５８５ ２ｉ １５．３２４ ９＋３．５１３ ２ｉ ３９．７７２ ９＋３．４３０ ３ｉ ７２．１１４ ９＋３．３４９ ６ｉ

１ ３．７６１ ５＋３．５８４ ８ｉ １４．４０７ ５＋３．５１２ ５ｉ ３２．９７５ ０＋３．４３２ ３ｉ ５１．３６３ ５＋３．３５７ ６ｉ

２ ３．７６８ ７＋３．５８４ ４ｉ １３．６２３ ３＋３．５１２ ０ｉ ２８．８５４ １＋３．４３１ ５ｉ ４２．１８９ ９＋３．３５４ ９ｉ

ＦＦ

０ １５．８０８ ７＋３．５４１ ９ｉ ４０．６０９ １＋３．４６３ ５ｉ ７４．０４５ ０＋３．３９１ ２ｉ １１３．１０８ ０＋３．３３５ ３ｉ

１ １４．３９３ ８＋３．５４１ ６ｉ ３２．００１ ０＋３．４６２ ８ｉ ５０．０７４ ０＋３．３８８ ４ｉ ６５．８７４ ２＋３．３２８ ３ｉ

２ １３．３２８ ７＋３．５４１ ３ｉ ２７．２７９ ６＋３．４６２ ０ｉ ４０．４３９ ７＋３．３８５ ７ｉ ５１．２９９ ４＋３．３２２ ９ｉ

ＳＦ

０ １１．１８１ ４＋３．５２２ ７ｉ ３３．４６７ ６＋３．４２８ ４ｉ ６５．０６３ ３＋３．３３７ ４ｉ １０２．９２３ ６＋３．２６５ ８ｉ

１ １０．６１８ ３＋３．５２５ １ｉ ２７．９８２ ７＋３．４４０ ５ｉ ４６．６９４ ０＋３．３６２ ３ｉ ６３．４０６ ９＋３．３０１ ８ｉ

２ １０．１３９ ０＋３．５２６ ９ｉ ２４．５８１ ８＋３．４４５ ５ｉ ３８．４６７ ５＋３．３６６ ８ｉ ５０．０９８ ６＋３．３０２ ８ｉ

（ａ） 第一阶 （ｂ） 第二阶 （ｃ） 第三阶 （ｄ） 第四阶

（ａ） Ｔｈｅ １ｓｔ ｏｒｄｅｒ （ｂ） Ｔｈｅ ２ｎｄ ｏｒｄｅｒ （ｃ） Ｔｈｅ ３ｒｄ ｏｒｄｅｒ （ｄ） Ｔｈｅ ４ｔｈ ｏｒｄｅｒ

图 ２　 前四阶简支同向振动模态

Ｆｉｇ． ２　 Ｆｉｒｓｔ ４ ｉｎ⁃ｐｈａｓｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｍｏｄｅ ｓｈａｐｅｓ

（ａ） 第一阶 （ｂ） 第二阶 （ｃ） 第三阶 （ｄ） 第四阶

（ａ） Ｔｈｅ １ｓｔ ｏｒｄｅｒ （ｂ） Ｔｈｅ ２ｎｄ ｏｒｄｅｒ （ｃ） Ｔｈｅ ３ｒｄ ｏｒｄｅｒ （ｄ） Ｔｈｅ ４ｔｈ ｏｒｄｅｒ

图 ３　 前四阶简支反向振动模态

Ｆｉｇ． ３　 Ｆｉｒｓｔ ４ ｏｕｔ⁃ｏｆ⁃ｐｈａｓｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｍｏｄｅ ｓｈａｐｅｓ
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　 　 其次，表 ５ 分析了功能梯度指数对双功能梯度纳米梁系统自由振动的影响．这里，计算参

数为 ξ ２ ＝ １０ －１２ ｍ２， 􀭰ｃ ＝ １０，端部条件选取为两端简支．表 ５ 中数据变化趋势与表 ３ 和表 ４ 类似，
各阶振动频率的实部和虚部均随着 ｋ 的增加而减小．该现象说明，功能梯度指数对该类功能梯

度双纳米梁系统具有显著影响，是该类纳米结构设计中不可忽略的关键因素．
最后，表 ６ 分析了地基黏弹性参数对双功能梯度纳米梁系统的作用规律．计算参数为 ξ ２ ＝

１０ －１２ ｍ２， ｋ ＝ １．从计算结果可以看出，地基黏弹性参数对各阶频率的虚部影响较大，虚部数值

均随着 􀭰ｃ 的增大表现出明显的上升趋势，这与其表征阻尼的物理意义相符．地基黏弹性参数对

基频的实部影响较大，对高阶频率的实部影响较小．这说明黏弹性地基系数仅对基频造成影响．
表 ５　 不同功能梯度指数对应两端简支功能梯度双纳米梁系统的前四阶振动频率

Ｔａｂｌｅ ５　 Ｆｉｒｓｔ ４ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｏｆ ａｎ ＳＳ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｄｏｕｂｌｅ⁃ｎａｎｏｂｅａｍ ｓｙｓｔｅｍ
ｗｉｔｈ ｖａｒｉｏｕｓ ｐｏｗｅｒ⁃ｌａｗ ｉｎｄｅｘｅｓ

　 ｋ
ｍｏｄｅ

１ ２ ３ ４

ｉｎ⁃ｐｈａｓｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ

０ ９．００５ ７＋４．９６１ １ｉ ３１．４２３ ３＋４．８６６ ３ｉ ５７．２０８ ０＋４．７５６ ４ｉ ８１．０４６ １＋４．６５９ ９ｉ

０．５ ７．１２６ ７＋３．９２４ ９ｉ ２４．８６８ １＋３．８４７ ６ｉ ４５．２７９ ０＋３．７５７ ９ｉ ６４．１５７ ０＋３．６７８ ６ｉ

１ ６．４８０ ６＋３．５７０ ８ｉ ２２．６０１ ６＋３．５０２ ８ｉ ４１．１２１ ７＋３．４２４ ４ｉ ５８．２１９ ２＋３．３５６ ０ｉ

５ ５．４７５ ７＋３．０２２ ４ｉ １９．０４７ ０＋２．９６９ ７ｉ ３４．５３２ ８＋２．９１１ ０ｉ ４８．７０８ ４＋２．８６２ ２ｉ

ｏｕｔ⁃ｏｆ⁃ｐｈａｓｅ

ｖｉｂｒａｔｉｏｎ

０ １０．０４７ ２＋４．９６１ １ｉ ３１．７３１ ５＋４．８６６ ２ｉ ５７．３７４ ０＋４．７５６ ４ｉ ８１．１６１ ０＋４．６５９ ９ｉ

０．５ ７．９５０ ７＋３．９２４ ９ｉ ２５．１１１ ８＋３．８４７ ６ｉ ４５．４１０ ２＋３．７５７ ８ｉ ６４．２４７ ７＋３．６７８ ６ｉ

１ ７．２３０ ４＋３．５７０ ８ｉ ２２．８２３ ６＋３．５０２ ８ｉ ４１．２４１ ４＋３．４２４ ４ｉ ５８．３０２ １＋３．３５６ ０ｉ

５ ６．１１１ ０＋３．０２２ ４ｉ １９．２３５ ９＋２．９６９ ７ｉ ３４．６３５ ３＋２．９１０ ９ｉ ４８．７７９ ９＋２．８６２ １ｉ

表 ６　 不同黏性弹性系数对应两端简支功能梯度双纳米梁系统的前四阶振动频率

Ｔａｂｌｅ ６　 Ｆｉｒｓｔ ４ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｏｆ ａｎ ＳＳ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ
ｄｏｕｂｌｅ⁃ｎａｎｏｂｅａｍ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ ｖａｒｉｏｕｓ ｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ

　 ｃ－
ｍｏｄｅ

１ ２ ３ ４

ｉｎ⁃ｐｈａｓｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ

０ ７．３９９ ２ ２２．８７１ ３ ４１．２６３ ８ ５８．３１５ １

１ ７．３９０ ６＋０．３５７ １ｉ ２２．８６８ ７＋０．３５０ ３ｉ ４１．２６２ ４＋０．３４２ ４ｉ ５８．３１４ ２＋０．３３５ ６ｉ

５ ７．１８０ ６＋１．７８５ ４ｉ ２２．８０４ ２＋１．７５１ ４ｉ ４１．２２８ ３＋１．７１２ ２ｉ ５８．２９１ ２＋１．６７８ ０ｉ

１０ ６．４８０ ６＋３．５７０ ８ｉ ２２．６０１ ６＋３．５０２ ８ｉ ４１．１２１ ７＋３．４２４ ４ｉ ５８．２１９ ２＋３．３５６ ０ｉ

ｏｕｔ⁃ｏｆ⁃ｐｈａｓｅ

ｖｉｂｒａｔｉｏｎ

０ ８．０６４ １ ２３．０９０ ８ ４１．３８３ １ ５８．３９７ ９

１ ８．０５６ ２＋０．３５７ １ｉ ２３．０８８ １＋０．３５０ ３ｉ ４１．３８１ ６＋０．３４２ ４ｉ ５８．３９７ ０＋０．３３５ ６ｉ

５ ７．８６３ ９＋１．７８５ ４ｉ ２３．０２４ ３＋１．７５１ ４ｉ ４１．３４７ ７＋１．７１２ ２ｉ ５８．３７４ ０＋１．６７８ ０ｉ

１０ ７．２３０ ４＋３．５７０ ８ｉ ２２．８２３ ６＋３．５０２ ８ｉ ４１．２４１ ４＋３．４２４ ４ｉ ５８．３０２ １＋３．３５６ ０ｉ

８　 结　 　 论

本文针对一类双功能梯度纳米梁系统的自由振动问题提出一种全新的解析求解方法．利
用 Ｅｒｉｎｇｅｎ 提出的非局部 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁理论，以经典变量表示该类双纳米梁系统振动控制微

分方程．通过变量代换，将原问题分解为同向振动和反向振动，从而进一步获得统一形式的控

制方程．在 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系下，基本未知量为原变量及其对偶变量组成的全状态向量．传统 Ｌａ⁃
ｇｒａｎｇｅ 体系下的高阶偏微分振动控制方程转化为一组常微分方程组．因此，分离变量法得以应

用，原自由振动问题归结为 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 矩阵的本征值和本征解求解问题，并可以直接获得 ６ 种端
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部条件下的解析频率方程和振动模态．对比算例验证了本文提出方法的正确性与精确性，并针

对关键影响参数进行了系统分析．研究结果表明，功能梯度指数对双功能梯度纳米梁系统自振

频率的实部和虚部影响效果显著，而尺度效应仅对自振频率实部影响较大，介质黏弹性参数仅

对自振频率虚部作用效果明显．上述结论可以为该类纳米梁系统的设计提供科学指导，并为其

安全评估提供可靠依据．此外，本文提出的辛方法可以推广至其他纳米结构的动力分析中，为
相关领域提供解析求解方法．
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