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插值型无单元 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 比例边界法
与有限元法的耦合在压电材料

断裂分析中的应用
∗
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摘要：　 插值型无单元 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 比例边界法是一种只需在边界上采用插值型无单元 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 法离

散且无需基本解的半解析方法，能有效求解压电材料的断裂问题．为进一歩提高这种方法的适用

性，该文提出了一种用于压电材料断裂分析的插值型无单元 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 比例边界法耦合有限元法（ｆｉ⁃
ｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ， ＦＥＭ）的分析方法．裂纹周边一定范围的计算域采用插值型无单元 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 比

例边界法离散，其余区域采用 ＦＥＭ 离散．插值型无单元 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 比例边界法方程和 ＦＥＭ 方程的耦

合可利用界面两侧广义位移的连续条件方便地实现．最后，给出了两个数值算例验证了该文所提方

法的有效性．
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引　 　 言

作为一种新型的智能材料，压电材料可以实现机械能与电能之间的相互转换．正是由于这

种机电耦合特性，压电材料已被广泛应用于电子、机械等领域．但压电材料本身呈脆性，在制备

和服役的过程中常常会导致内部裂纹的出现．众所周知，压电材料除施加荷载会导致裂纹扩展

之外，还应考虑电场以及电、力场的耦合影响．因此，解析法显然已不再适用压电材料的断裂问

题，开展相关的数值方法研究［１⁃２］非常必要．
插值型无单元 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 比例边界法 （ ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｎｇ ｅｌｅｍｅｎｔ⁃ｆｒｅｅ Ｇａｌｅｒｋｉｎ ｓｃａｌｅｄ ｂｏｕｎｄａｒｙ

ｍｅｔｈｏｄ， ＩＥＦＧ⁃ＳＢＭ） ［３⁃５］是一种综合了无网格法［６⁃８］与比例边界有限元法［９⁃１０］优点的新方法．该
方法采用插值型无单元 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 法对计算域的边界进行离散，不仅降低了前处理工作量，而且

无需基本解．改进的插值型移动最小二乘（ ｉｍｐｒｏｖｅｄ ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｎｇ ｍｏｖｉｎｇ ｌｅａｓｔ ｓｑｕａｒｅｓ， ＩＩＭＬＳ）
法［１１⁃１２］构造的环向形函数满足 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ ｄｅｌｔａ 函数性质，从而可以直接准确地施加本质边界

条件．此外，ＩＩＭＬＳ 法不仅克服了插值型移动最小二乘法［１３］ 因权函数奇异导致的计算困难，而
且计算形函数时待定系数比传统的移动最小二乘法少一个．

然而，ＩＥＦＧ⁃ＳＢＭ 要求所有边界均从相似中心可见，否则需将求解域划分成多个子域．为了
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充分发挥 ＩＥＦＧ⁃ＳＢＭ 能有效处理压电材料断裂问题的优势，并提高其通用性和解决问题的广

泛性，借鉴文献［１４⁃１５］的思路，提出了压电材料断裂问题的 ＩＥＦＧ⁃ＳＢＭ 与 ＦＥＭ 的耦合方法．其
思想是在含裂纹和不含裂纹的两个区域分别采用 ＩＥＦＧ⁃ＳＢＭ 与 ＦＥＭ 建立离散方程，再通过界

面两侧广义位移的连续条件将其耦合，这种思想类似于 ＦＥＭ 中常用的子结构法［１６］ ．最后，通
过数值算例的计算和对比分析验证了本文所提的 ＩＥＦＧ⁃ＳＢＭ 和 ＦＥＭ 耦合方法进行压电材料

断裂分析的有效性与合理性．

１　 压电材料断裂问题的控制方程

当 ｙ 轴是极化方向时，横观各向同性压电材料的广义平面应变本构方程可以表示为［２］

　 　 σ－ ＝ Ｈε－， （１）
式中， σ－ 为广义应力， ε－ 为广义应变， Ｈ 为材料常数矩阵，

　 　 σ－ ＝ （σ ｘ， σ ｙ， τ ｘｙ， Ｄｘ， Ｄｙ） Ｔ， （２）

　 　 ε－ ＝ （ε ｘ， ε ｙ， γ ｘｙ， － Ｅｘ， － Ｅｙ） Ｔ， （３）

　 　 Ｈ ＝

ｃ１１ ｃ１３ ０ ０ ｅ３１
ｃ１３ ｃ３３ ０ ０ ｅ３３
０ ０ ｃ４４ ｅ１５ ０
０ ０ ｅ１５ － ｈ１１ ０
ｅ３１ ｅ３３ ０ ０ － ｈ３３

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

， （４）

其中， σ ｘ，σ ｙ，τ ｘｙ 是应力分量； Ｄｘ，Ｄｙ 是电位移分量； ε ｘ，ε ｙ 和 γ ｘｙ 是应变分量； Ｅｘ，Ｅｙ 是电场强

度分量； ｃ１１，ｃ１３，ｃ３３ 和 ｃ４４ 是弹性常数； ｅ３１，ｅ３３ 和 ｅ１５ 是压电常数； ｈ１１ 和 ｈ３３ 是介电常数．广义应

变 ε－ 与广义位移 ｕ－ 之间的关系可表示为

　 　 ε－ ＝ Ｌｕ－ ＝ Ｌ（ｕｘ， ｕｙ， ϕ） Ｔ， （５）
式中， ｕｘ，ｕｙ 是位移分量， ϕ 是电势，梯度算子 Ｌ 可表示为

　 　 Ｌ ＝
∂ ／ ∂ｘ ０ ∂ ／ ∂ｙ ０ ０
０ ∂ ／ ∂ｙ ∂ ／ ∂ｘ ０ ０
０ ０ ０ ∂ ／ ∂ｘ ∂ ／ ∂ｙ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

Ｔ

． （６）

２　 ＩＥＦＧ⁃ＳＢＭ
２．１　 ＩＩＭＬＳ法

设在某一光滑边界段 Ｓｉ 上有 Ｎ 个节点 ｓ１，ｓ２，…，ｓＮ， 这里 ｓ 代表 Ｓｉ 上从起点开始的弧长．
令 ｐ１（ ｓ），ｐ２（ ｓ），…，ｐｍ（ ｓ） 表示给定用来构造逼近函数的一组基函数，其中 ｐ１（ ｓ） ≡１．为了使权

函数非奇异，并且逼近函数满足插值性质，对给定的基函数和函数 ｕ（ ｓ） 作相同的变换．令

　 　 ｐｉ（ ｓ
－） ｓ ＝ ｐｉ（ ｓ

－） － ∑
ｎ

Ｉ ＝ １
ｖ（ ｓ，ｓＩ）ｐｉ（ ｓＩ），　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｍ， （７）

　 　 ｕ（ ｓ－） ｓ ＝ ｕ（ ｓ－） － ∑
ｎ

Ｉ ＝ １
ｖ（ ｓ，ｓＩ）ｕ（ ｓＩ）， （８）

式中， ｓ－ 表示点 ｓ 局部影响域内的点， ｎ 为点 ｓ 局部影响域内的节点数， ｓＩ 为边界上影响域覆盖

ｓ 的节点，并且
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　 　 ｖ（ ｓ，ｓＩ） ＝ ∏
Ｊ≠Ｉ

ｓ － ｓＪ
ｓＩ － ｓＪ

． （９）

基于新的基函数，由移动最小二乘法可获得局部函数 ｕ（ ｓ－） ｓ 的逼近函数 ｕｈ（ ｓ－） ｓ 如下［１１⁃１２］：
　 　 ｕｈ（ ｓ－） ｓ ＝ ｐＴ （ ｓ） ｓ Ａ

－１（ ｓ）Ｈ（ ｓ）ｕ， （１０）
式中

　 　 ｐＴ（ ｓ－） ｓ ＝ （ｐ２（ ｓ
－） ｓ，ｐ３（ ｓ

－） ｓ，…，ｐｍ（ ｓ
－） ｓ）， （１１）

　 　 ｕ ＝ （ｕ（ ｓ１），ｕ（ ｓ２），…，ｕ（ ｓｎ）） Ｔ， （１２）

　 　 Ａ（ ｓ） ＝ ∑
ｎ

Ｉ ＝ １
ｗＩ（ ｓ）ｐ（ ｓＩ） ｓ ｐＴ（ ｓＩ） ｓ， （１３）

　 　 Ｈ（ ｓ） ＝ ∑
ｎ

Ｉ ＝ １
ｗＩ（ ｓ）ｐ（ ｓＩ） ｓ（ｅＩ － ｖ（ ｓ））， （１４）

其中， ｅＩ 为 ｎ 维单位行向量，其第 Ｉ 列元素为 １， ｗＩ（ ｓ） 是节点 ｓＩ 对应的权函数，且
　 　 ｐＴ（ ｓＩ） ｓ ＝ （ｐ２（ ｓＩ） ｓ， ｐ３（ ｓＩ） ｓ， …， ｐｍ（ ｓＩ） ｓ）， （１５）
　 　 ｖ（ ｓ） ＝ （ｖ（ ｓ，ｓ１）， ｖ（ ｓ，ｓ２）， …， ｖ（ ｓ，ｓｎ）） ． （１６）
本文采用四次样条权函数，即
　 　 ｗＩ（ ｒ

－） ＝ １ － ６ｒ－ ２ ＋ ８ｒ－ ３ － ３ｒ－ ４，　 　 ｒ－ ≤ １， （１７）
式中， ｒ－ ＝ ｓ － ｓＩ ／ ｒＩ，ｒＩ 为权函数支撑域半径．各节点的支撑域半径取为 ｒＩ ＝ α·Δｓ， 其中 Δｓ 为
相邻节点之间的距离，系数 α 取为 ２．５．根据式（８）和（１０），可将函数 ｕ（ ｓ） 的逼近函数写为

　 　 ｕｈ（ ｓ） ＝ Φ（ ｓ）ｕ ＝ ∑
ｎ

Ｉ ＝ １
ϕＩ（ ｓ）ｕ（ ｓＩ）， （１８）

其中，形函数矩阵为

　 　 Φ（ ｓ） ＝ （ϕ１（ ｓ）， ϕ２（ ｓ）， …， ϕｎ（ ｓ）） ＝ ｖ（ ｓ） ＋ ｇＴ（ ｓ）Ａ －１（ ｓ）Ｈ（ ｓ）， （１９）
　 　 ｇＴ（ ｓ） ＝ （ｇ２（ ｓ）， ｇ３（ ｓ）， …， ｇｍ（ ｓ））， （２０）

　 　 ｇｉ（ ｓ） ＝ ｐｉ（ ｓ） － ∑
ｎ

Ｉ ＝ １
ｖ（ ｓ，ｓＩ）ｐｉ（ ｓＩ） ． （２１）

２．２　 控制方程的导出与求解

引入包含径向坐标 ξ 和环向坐标 ｓ 的比例边界坐标系，如图 １ 所示．选取一点 Ｏ（ｘ０，ｙ０） 作

为相似中心，并要求所有边界均从相似中心可见．径向坐标 ξ 从相似中心指向外边界，在相似

中心取值为 ０ 而在边界上取值为 １，环向坐标 ｓ 沿着外边界逆时针方向．域内任意点的直角坐

标 （ｘ，ｙ） 与比例边界坐标 （ξ，ｓ） 的关系为

　 　 ｘ ＝ ｘ０ ＋ ξｘ（ ｓ）， ｙ ＝ ｙ０ ＋ ξｙ（ ｓ） ． （２２）
基于式（１８），广义位移 ｕ－（ξ，ｓ） 可近似地表示为

　 　 ｕ－（ξ，ｓ） ＝ Φ（ ｓ）ｕ－（ξ） ＝ ∑
ｎ

Ｉ ＝ １
ϕＩ（ ｓ） ｕ－ Ｉ（ξ）， （２３）

式中， ｕ－ Ｉ（ξ） 为节点 Ｉ 的径向广义位移向量．若不考虑体力和体电荷作用，将式（２３）代入虚功

原理，可推导出压电材料断裂分析的 ＩＥＦＧ⁃ＳＢＭ 控制方程为［５］

　 　 Ｅ０ξ ２ｕ－（ξ） ，ξξ ＋ （Ｅ０ ＋ ＥＴ
１ － Ｅ１）ξｕ

－（ξ） ，ξ － Ｅ２ｕ
－（ξ） ＝ ０， （２４）

　 　 Ｐｍ ＝ （Ｅ０ｕ
－（ξ） ，ξ ＋ ＥＴ

１ｕ
－（ξ）） ξ ＝ １， （２５）

式中， Ｐｍ 为等效广义节点力向量，系数矩阵 Ｅ０，Ｅ１ 和 Ｅ２ 的具体形式为

　 　 Ｅ０ ＝ ∫
Ｓ
Ｂ１（ ｓ） ＴＨＢ１（ ｓ） Ｊ ｄｓ， （２６）
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　 　 Ｅ１ ＝ ∫
Ｓ
Ｂ２（ ｓ） ＴＨＢ１（ ｓ） Ｊ ｄｓ， （２７）

　 　 Ｅ２ ＝ ∫
Ｓ
Ｂ２（ ｓ） ＴＨＢ２（ ｓ） Ｊ ｄｓ， （２８）

其中

　 　 Ｊ ＝ ｘ（ ｓ）ｙ（ ｓ） ，ｓ － ｙ（ ｓ）ｘ（ ｓ） ，ｓ， （２９）

　 　 Ｂ１（ ｓ） ＝ １
Ｊ

ｙ（ ｓ） ，ｓ ０ ０
０ － ｘ（ ｓ） ，ｓ ０

－ ｘ（ ｓ） ，ｓ ｙ（ ｓ） ，ｓ ０
０ ０ ｙ（ ｓ） ，ｓ

０ ０ － ｘ（ ｓ） ，ｓ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

Φ（ ｓ）， （３０）

　 　 Ｂ２（ ｓ） ＝ １
Ｊ

－ ｙ（ ｓ） ０ ０
０ ｘ（ ｓ） ０

ｘ（ ｓ） － ｙ（ ｓ） ０
０ ０ － ｙ（ ｓ）
０ ０ ｘ（ ｓ）

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

Φ（ ｓ） ，ｓ ． （３１）

图 １　 比例边界坐标系

Ｆｉｇ． １　 Ｓｃａｌｅｄ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ

引入 ｕ－（ξ） 的对偶变量 ｑ－（ξ）， 将式（２４）转化为一阶常微分方程，即
　 　 ｑ－（ξ） ＝ Ｅ０ξｕ

－（ξ） ，ξ ＋ ＥＴ
１ｕ
－（ξ）， （３２）

　 　 ξ
ｕ－（ξ）
ｑ－（ξ）

æ

è
ç

ö

ø
÷

，ξ

＝ － Ｚ
ｕ－（ξ）
ｑ－（ξ）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （３３）

式中

　 　 Ｚ ＝
Ｅ －１

０ ＥＴ
１ － Ｅ －１

０

Ｅ１Ｅ
－１
０ ＥＴ

１ － Ｅ２ － Ｅ１Ｅ
－１
０

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ． （３４）

对矩阵 Ｚ 进行分块对角 Ｓｃｈｕｒ 分解［９］，可得

　 　 Ｚ ＝ ψＳψ －１， （３５）
式中

　 　 Ｓ ＝ ｄｉａｇ Ｓ１ 　 …　 ＳＮ－１ 　
０ Ｉ
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ 　 ＳＮ＋２ 　 …　 Ｓ２Ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （３６）
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　 　 ψ ＝
ψｕ

１ 　 …　 ψｕ
Ｎ－１ ψｕ

Ｎ ψｕ
Ｎ＋１ 　 …　 ψｕ

２Ｎ

ψｑ
１ 　 …　 ψｑ

Ｎ－１ ψｑ
Ｎ ψｑ

Ｎ＋１ 　 …　 ψｑ
２Ｎ

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ， （３７）

　 　 λ（Ｓ１） ≤ λ（Ｓ２） ≤ … ≤ λ（Ｓ２Ｎ）， （３８）
式中， Ｉ 为 ３×３ 的单位矩阵， λ（Ｓｉ） 为分块矩阵 Ｓｉ 的特征值实部．对于有限域问题 （０ ≤ ξ ≤
１）， ＩＥＦＧ⁃ＳＢＭ 计算域的刚度矩阵 Ｋｍ 可写为

　 　 Ｋｍ ＝ （ψｑ
１ 　 …　 ψｑ

Ｎ－１ 　 ψｑ
Ｎ）（ψｕ

１ 　 …　 ψｕ
Ｎ－１ 　 ψｕ

Ｎ）
－１ ． （３９）

边界广义节点位移 ｕ－ ｍ（ξ ＝ １） 可通过如下的平衡方程式进行求解：
　 　 Ｋｍｕ

－
ｍ（ξ ＝ １） ＝ Ｐｍ ． （４０）

域内任一点的广义应力 σ－ （ξ，ｓ） 可由下式计算得到

　 　 σ－ （ξ，ｓ） ＝ ∑
Ｎ－１

ｉ ＝ １
ψσｉ（ ｓ）ξ

－Ｓｉ－Ｉｃｉ， （４１）

式中

　 　 ｃ ＝ （ψｕ
１ 　 …　 ψｕ

Ｎ－１ 　 ψｕ
Ｎ）

－１ ｕ－ ｍ（ξ ＝ １）， （４２）
　 　 ψσｉ（ ｓ） ＝ Ｈ（ － Ｂ１（ ｓ）ψｕ

ｉ Ｓｉ ＋ Ｂ２（ ｓ）ψｕ
ｉ ） ． （４３）

３　 ＩＥＦＧ⁃ＳＢＭ 与 ＦＥＭ 的耦合

如图 ２ 所示，计算域 Ω 内含一条裂纹，任取裂纹周边一定范围 （ＡＢＣＤ 与外边界围成的计

算域）并定义为 Ω２， 其余区域则定义为 Ω１ ．将 Ω１ 和 Ω２ 分别采用 ＦＥＭ 和 ＩＥＦＧ⁃ＳＢＭ 离散，并且

两者相互独立．在计算域 Ω１ 中，ＦＥＭ 广义节点位移 ｕ－ ｆ 的求解方程为

图 ２　 结构示意图

Ｆｉｇ． ２　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｏｆ ｔｈｅ ｍｏｄｅｌ

　 　 Ｋｆｕ
－
ｆ ＝ Ｐ ｆ， （４４）

式中， Ｋｆ 和 Ｐ ｆ 分别为 ＦＥＭ 的刚度矩阵和等效广

义节点力向量．
ＦＥＭ 计算域 Ω１ 与 ＩＥＦＧ⁃ＳＢＭ 计算域 Ω２ 的界

面 Ｓ′ 上必须满足广义位移连续条件，即
　 　 ｕ－ １

Ｓ′（ ｓ） ＝ ｕ－ ２
Ｓ′（ ｓ）， （４５）

式中， ｕ－ １
Ｓ′（ ｓ） 和ｕ－ ２

Ｓ′（ ｓ） 分别为计算域 Ω１ 和计算域

Ω２ 在界面 Ｓ′ 上的广义位移向量．
为便于施加条件（４５），引入界面 Ｓ′ 上的势能

泛函 Π：

　 　 Π ＝ α
２ ∫Ｓ′（ｕ－ １

Ｓ′（ ｓ） － ｕ－ ２
Ｓ′（ ｓ）） Ｔ（ｕ－ １

Ｓ′（ ｓ） － ｕ－ ２
Ｓ′（ ｓ））ｄｓ， （４６）

式中， α 为罚因子，一般取弹性常数 ｃ１１ 的１０２ ～１０４ 倍可获得理想的结果，且

　 　 ｕ－ １
Ｓ′（ ｓ） ＝ ∑

ｎｅ

Ｉ ＝ １
ＮＩ（ ｓ） ｕ－ ｆＩ， （４７）

　 　 ｕ－ ２
Ｓ′（ ｓ） ＝ ∑

ｎ

Ｉ ＝ １
ϕＩ（ ｓ） ｕ－ ｍＩ， （４８）

式中， ｕ－ ｆＩ 和ｕ－ ｍＩ 分别为 ＦＥＭ 和 ＩＥＦＧ⁃ＳＢＭ 的广义位移， ＮＩ（ ｓ） 和ϕＩ（ ｓ） 分别为 ＦＥＭ 和 ＩＩＭＬＳ 的

形函数， ｎｅ 为 ＦＥＭ 单元节点个数．
将式（４７）和（４８）代入式（４６），由泛函的变分为零可以得到
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　 　 Ｋｃｕ
－ ＝ ０， （４９）

式中， ｕ－ ＝ （ｕ－ Ｔ
ｆ ，ｕ

－ Ｔ
ｍ） Ｔ 为整体节点（包含 ＦＥＭ 节点和 ＩＥＦＧ⁃ＳＢＭ 节点）的广义位移列向量，且

　 　 （Ｋｃ） ＩＪ ＝ ∫
Ｓ′
（ＮＩ － ϕＩ）Ｄｃ（ＮＪ － ϕＪ）ｄｓ， （５０）

式中

　 　 Ｄｃ ＝
α ０ ０
０ α ０
０ ０ α

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
． （５１）

最终 ＩＥＦＧ⁃ＳＢＭ 和 ＦＥＭ 耦合后的离散求解方程可写为

　 　 Ｋｕ－ ＝ Ｐ， （５２）
式中

　 　 Ｋ ＝ Ｋｃ ＋
Ｋｆ ０
０ Ｋｍ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ， （５３）

　 　 Ｐ ＝ （ＰＴ
ｆ ，ＰＴ

ｍ） Ｔ ． （５４）

４　 数 值 算 例

为了验证所提方法的有效性，对两个典型算例进行了计算，并与已有的数值解进行了比

较．计算中，选用了二次基函数和 ８ 节点四边形等参单元，且材料参数均取为

　 　 ｃ１１ ＝ １２６ ＧＰａ， ｃ１３ ＝ ８４．１ ＧＰａ， ｃ３３ ＝ １１７ ＧＰａ， ｃ４４ ＝ ２３ ＧＰａ，
　 　 ｅ３１ ＝ － ６．５ Ｃ ／ ｍ２， ｅ３３ ＝ ２３．３ Ｃ ／ ｍ２， ｅ１５ ＝ １７．４４ Ｃ ／ ｍ２，
　 　 ｈ１１ ＝ １．５０３ × １０ －８ Ｃ ／ （Ｖ·ｍ）， ｈ３３ ＝ １．３０ × １０ －８ Ｃ ／ （Ｖ·ｍ） ．

图 ３　 含边界裂纹压电板 图 ４　 含边界裂纹压电板的离散模型

Ｆｉｇ． ３　 Ａ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｓｔｒｉｐ ｗｉｔｈ ａｎ Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｄｉｓｃｒｅｔｉｚａｔｉｏｎ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｔｈｅ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ
ｅｄｇｅ ｃｒａｃｋ ｓｔｒｉｐ ｗｉｔｈ ａｎ ｅｄｇｅ ｃｒａｃｋ

４．１　 边界水平裂纹

图 ３ 为一宽为 ｂ， 高为 ｈ 的压电板，内含一长为 ａ 的边界水平裂纹．极化方向为 ｙ 轴，受到
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远端拉伸载荷 σ ０ 与电位移载荷 Ｄ０ 作用，并令加载参数 Ｒ ＝ Ｄ０ｃ３３ ／ （ｅ３３σ ０） ．计算中，取 ｈ ＝ ５．０
ｍ，ｂ ＝ １．０ ｍ， 并且 ＩＥＦＧ⁃ＳＢＭ 计算域的大小为 ０．８ ｍ×０．８ ｍ ．图 ４ 给出了 ＦＥＭ 单元尺度为 ０．１
ｍ，ＩＥＦＧ⁃ＳＢＭ 计算域边界节点总数为 ４１ 的离散模型．图 ５ 和图 ６ 分别给出了 Ｒ ＝ ０，１，２，３ 时裂

尖的正则化应力强度因子 ＫＩ 与电位移强度因子 ＫＤ ．显然，本文耦合方法与文献［１７］的计算结

果几乎一致，从而可知本文方法具有较高的计算精度．

图 ５　 正则化应力强度因子 ＫＩ 与裂纹长度的关系 图 ６　 正则化电位移强度因子 ＫＤ 与裂纹长度的关系

Ｆｉｇ． ５　 Ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ ｓｔｒｅｓｓ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ ｆａｃｔｏｒ ＫＩ Ｆｉｇ． ６　 Ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ ｅｌｅｃｔｒｉｃ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ ｆａｃｔｏｒ

ｖｓ． ｔｈｅ ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ ｃｒａｃｋ ｌｅｎｇｔｈ ＫＤ ｖｓ． ｔｈｅ ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ ｃｒａｃｋ ｌｅｎｇｔｈ

图 ７　 含中心水平裂纹压电板 图 ８　 含中心水平裂纹压电板的离散模型

Ｆｉｇ． ７　 Ａ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｓｔｒｉｐ ｗｉｔｈ ａ ｈｏｒｉｚｏｎｔａｌ Ｆｉｇ． ８　 Ｔｈｅ ｄｉｓｃｒｅｔｉｚａｔｉｏｎ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｔｈｅ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ
ｃｅｎｔｒａｌ ｃｒａｃｋ ｓｔｒｉｐ ｗｉｔｈ ａ ｈｏｒｉｚｏｎｔａｌ ｃｅｎｔｒａｌ ｃｒａｃｋ

４．２　 中心水平裂纹

图 ７ 为一尺寸为 ２ｂ × ２ｈ的压电板，内含一长度为 ２ａ的中心水平裂纹．极化方向为 ｙ轴，受
到拉伸载荷 σ ０ 和电位移荷载 Ｄ０ 作用，并令加载参数 Ｒ ＝ Ｄ０ｃ３３ ／ （ｅ３３σ ０） ．计算中， 取 ｂ ＝ １ ｍ，
ｈ ＝ ５ ｍ ．图 ８ 给出了 ＦＥＭ 单元尺度为 ０．２ ｍ， ＩＥＦＧ⁃ＳＢＭ 计算域边界节点总数为 １００ 的离散模

型．图 ９ 和图 １０ 分别给出了 Ｒ ＝ ０，１，２，３ 时的正则化应力强度因子 ＫＩ 和电位移强度因子 ＫＤ 与

裂纹长度的关系，并与文献［１７］的计算结果进行了比较．显然，本文计算结果仍具有较高的计

算精度，这进一步证明了本文所提方法的有效性．
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图 ９　 正则化应力强度因子 ＫＩ 与裂纹长度的关系 图 １０　 正则化电位移强度因子 ＫＤ 与裂纹长度的关系

Ｆｉｇ． ９　 Ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ ｓｔｒｅｓｓ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ ｆａｃｔｏｒ ＫＩ Ｆｉｇ． １０　 Ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ ｅｌｅｃｔｒｉｃ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ ｆａｃｔｏｒ

ｖｓ． ｔｈｅ ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ ｃｒａｃｋ ｌｅｎｇｔｈ ＫＤ ｖｓ． ｔｈｅ ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ ｃｒａｃｋ ｌｅｎｔｈ

５　 结　 　 论

为了充分发挥 ＩＥＦＧ⁃ＳＢＭ 处理压电材料断裂问题十分有效的独特优势，并提高算法的通

用性和解决问题的广泛性，本文提出了压电材料断裂分析的 ＩＥＦＧ⁃ＳＢＭ 与 ＦＥＭ 耦合方法．该耦

合方法将计算域划分为含裂纹和不含裂纹的两个区域，并分别独立地采用 ＩＥＦＧ⁃ＳＢＭ 与 ＦＥＭ
模拟．ＩＥＦＧ⁃ＳＢＭ 计算域仅需对其边界布置一系列的离散节点，前处理简单，并且可以充分利用

其半解析特性，从而可直接根据定义得到较高精度的应力强度因子和电位移强度因子．此外，
ＦＥＭ 网格可以不必考虑裂纹，因此其划分过程几乎没有难度，从而大幅度降低了前处理的难

度．数值算例表明，本文所提方法能有效用于压电材料断裂问题的求解．
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