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摘要：　 在非线性科学中，寻求微分方程的近似解析解一直是重要的研究课题和研究热点．利用人

工神经网络原理，结合最优化方法，研究了几类微分⁃代数方程的近似解析解，包括指标 １，２，３ 型

Ｈｅｓｓｅｎｂｅｒｇ 方程及指标 ３ 型 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程，得到了方程近似解析解的表达式．通过与精确解

或 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ（龙格⁃库塔）数值计算结果对比，表明神经网络方法的结果有很高的精度．
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引　 　 言

在科学与工程中常常会碰到微分⁃代数方程（ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ⁃ａｌｇｅｂｒａｉｃ ｅｑｕａｔｉｏｎ， ＤＡＥ）．例如，在
线性或非线性电路、化学工程、电力工程、机械工程、多体动力学、社会经济系统等领域中，微
分⁃代数方程均有广泛的应用．随着科学的发展，对微分⁃代数方程的研究也越来越多．目前，对
微分⁃代数方程的研究大多集中于数值计算方面，即如何用数值计算方法求解微分⁃代数方

程［１⁃４］，而定性的理论分析方面的研究还不是很多［５⁃７］ ．众所周知，对常微分方程（ＯＤＥ）的求解，
已经发展了许多非常成熟及有效的数值计算方法．对于微分⁃代数方程，成熟的数值计算方法

相对较少．１９７１ 年，Ｇｅａｒ 提出微分⁃代数方程的概念及 ＢＤＦ（ｂａｃｋｗａｒｄ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｔｉｏｎ ｆｏｒｍｕｌａｅ）求
解法［８］；之后，Ｃａｓｈ 进一步发展了这种方法，提出了修正扩展 ＢＤＦ（ｍｏｄｉｆｉｅｄ ｅｘｔｅｎｄｅｄ ｂａｃｋｗａｒｄ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｔｉｏｎ ｆｏｒｍｕｌａｅ）法［９］ ．１９８２ 年，Ｐｅｔｚｏｌｄ 指出微分⁃代数方程不同于常微分方程［１０］；之后，
Ｈａｉｒｅｒ 等提出了隐式 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法［１１］ ．２００６ 年，Ｇｕｚｅｌ 等应用 Ｐａｄé 近似方法求解指标 ２ 的微

分⁃代数方程，将精度进一步提高［１２］ ．在文献［１３］中，Ｋａｒｔａ 和 Çｅｌｉｋ 应用变分迭代法求解指标

１、指标 ２ 和高指标的微分代数方程，表现出很好的优化、拟合能力．新近发展的求解微分⁃代数

方程的方法还有伪谱法（ｐｓｅｕｄｏ⁃ｓｐｅｃｔｒａｌ ｍｅｔｈｏｄ） ［１４］、Ａｄｏｍｉａｎ 分解法（Ａｄｏｍｉａｎ ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ
ｍｅｔｈｏｄ） ［１５］、指数积分法（ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌ ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ） ［１６］、李群法（Ｌｉｅ⁃ｇｒｏｕｐ ｍｅｔｈｏｄ） ［１７］等．

微分⁃代数方程的一个重要应用领域是非完整力学，例如多体动力学［２，１８］ ．对多体动力学

中的微分⁃代数方程已有丰富的研究．在文献［１９］中，潘振宽等对多体系统动力学微分⁃代数方
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程的数值积分方法和新的理论做了综述和介绍．２００２ 年，赵维加、潘振宽［２０］讨论了存在相关约

束 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程解的存在唯一性条件，给出了解的存在唯一性定理．２００４ 年，吴永［２１］ 利

用辛算法并结合 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法，求解了 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程．２００８ 年，王加霞［２２］利用谱积分和

Ｎｅｗｔｏｎ⁃Ｋｒｙｌｏｖ 方法提出了对 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程的高精度计算方法，可以达到任意精度并具

有 Ａ⁃稳定性．２０１０ 年，刘颖、马建敏［２３］将 ε嵌入处理方式与隐式 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法相结合，提出了

直接满足位移约束条件的多体系统动力学方程的无违约算法，避免了约束违约问题．２０１７ 年，
马秀腾等［２４］采用 ＨＨＴ 直接积分方法求解降指标后的指标 ２ 运动方程，针对违约问题，采用基

于 Ｍｏｏｒｅ⁃Ｐｅｎｒｏｓｅ 广义逆理论的违约校正方法，消除位置约束方程的违约，在规模小时具有更

快的运算速度．
以上介绍的求解代数⁃微分方程的方法属于传统数值方法．近年来，受自然界启发（ｎａｔｕｒｅ

ｉｎｓｐｉｒｅｄ），基于神经网络、生物进化、生物遗传等模型的智能计算方法迅速发展［２５⁃２８］ ．利用智能

计算方法，可以求解常（偏）微分方程［２６⁃２８］ ．其最大的优点是能获得微分方程的近似精确解的

显式表达式，为后续分析带来便利．
本文将求解常微分方程的人工神经网络法加以推广，用以研究几类典型的微分⁃代数方程

的近似解析解，包括 Ｈｅｓｓｅｎｂｅｒｇ 型、Ｅｕｌｅｒ⁃Ｌａｇｒａｎｇｅ 型，为微分⁃代数系统的进一步理论分析提

供支持．

１　 人工神经网络法的求解步骤

这里用一个一般形式的微分方程来描述该方法：
　 　 Ｆ（ｘ，Ψ（ｘ），ÑΨ（ｘ），Ñ２Ψ（ｘ）） ＝ ０， （１）
　 　 ｆ（ｘ０，Ψ（ｘ０）） ＝ ０， （２）

其中 ｘ ＝ （ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ） Ｔ ∈ Ｒｎ 表示定义域为 Ｄ的系统自变量．Ψ（ｘ） 是待求值， ｘ０ 是初始或边

界值．方程（２）表示微分方程满足的初始或边界条件．
为了获得上述微分方程的解，假设近似解Ψａ（ｘ，ｐ） 满足上述方程，其中 ｐ为一组可调节的

待定参数，那么所求问题可以转换为

　 　 Ｅ（ｐ） ＝ ｍｉｎ
ｐ
∑
ｘ∈Ｄｉ

［Ｆ（ｘｉ，Ψａ（ｘｉ，ｐ），ÑΨａ（ｘｉ，ｐ），Ñ２Ψａ（ｘｉ，ｐ））］ ２ ≈ ０， （３）

Ｅ（ｐ） 被称为损失函数．注意到在方程（３）中，定义域 Ｄ 被离散为多个子域．为求 Ψａ（ｘ，ｐ）， 假

设其表达式由一个前馈神经网络（见图 １）得到，激活函数取为如下形式：

　 　 ｓ ＝ １
１ ＋ ｅ －ｘ ． （４）

对于满足方程初始或边界条件的近似解，假设近似解由两部分组成：
　 　 Ψａ（ｘ，ｐ） ＝ Ａ（ｘ） ＋ Ｇ（ｘ，Ｎ（ｘ，ｐ））， （５）

　 　 Ｎｉ（ｘ，ｐ） ＝ ∑
Ｈ

ｋ ＝ １
ｖｉｋｓ（ｗ ｉｋｘ ＋ ｂｉｋ） ＝ ∑

Ｈ

ｋ ＝ １
ｖｉｋ

１
１ ＋ ｅ －ｗｉｋｘ－ｂｉｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （６）

此处 ｐ 为一组待定的参数 ｖｉｋ， ｗ ｉｋ 及 ｂｉｋ，表示神经网络结构中的权值和偏值．Ｎｉ（ｘ，ｐ） 是参数为

ｐ，输入为 ｘ 的前馈神经网络的输出值．Ａ（ｘ） 部分不包含可调节参数，且满足方程（２） ．Ｈ 是隐

藏层的隐藏单元数．
这样就建立了微分方程的神经网络近似解表达式，可以通过训练神经网络的权值和偏值
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来得到满足微分⁃代数方程组的近似解析解．由于针对此模型的梯度优化方法的不足［２９］，在求

解最优化问题时本文运用单纯形方法进行训练［３０］ ．

图 １　 前馈人工神经网络结构图

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｏｆ ａ ｆｅｅｄｆｏｒｗａｒｄ ａｒｔｉｆｉｃｉａｌ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋ

２　 Ｈｅｓｓｅｎｂｅｒｇ 型微分⁃代数方程的求解

一般形式的微分⁃代数方程 Ｆ（ ｔ，ｙ，ｙ′） ＝ ０， 有时不能很好地表达某些数学模型，不便于直

接数值求解．不过实际中的大多数高指标的微分⁃代数方程可以表示成耦合的常微分方程组与

几何约束组的组合．在这样的系统中，高指标的微分⁃代数方程由代数变量和微分变量明确确

定．原则上，代数变量可以由微分代数方程经过多次（与指标次数相同）微分后消除．这样的微

分⁃代数方程形式称为 Ｈｅｓｓｅｎｂｅｒｇ 型微分⁃代数方程［１２⁃１３］ ．下面给出 ３ 种形式的 Ｈｅｓｓｅｎｂｅｒｇ 微

分⁃代数方程，并用神经网络方法计算近似解析解．
２．１　 Ｈｅｓｓｅｎｂｅｒｇ指标 １型

考虑如下形式的微分⁃代数方程：

　 　
ｘ′ ＝ ｆ（ ｔ，ｘ，ｚ），
０ ＝ ｇ（ ｔ，ｘ，ｚ），{ （７）

这里的 Ｊａｃｏｂｉ（雅可比）矩阵 ｇｚ 在任何时候都是非奇异的．方程（７）为指标 １ 的半显性微分⁃代
数方程的一般形式．具体地，考虑如下指标 １ 的微分⁃代数方程：

　 　
２ ３ ２
１ ０ － ２
０ ０ ０

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

ｘ′１
ｘ′２
ｘ′３

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

＋
１８ １４ １０
０ １ ２

－ ２７ － ２１ － １５

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

ｘ１

ｘ２

ｘ３

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

＝ ０， （８）

初始条件为 ｘ（０） ＝ ［１ ／ ３　 １　 － ２］ Ｔ， 方程的精确解析解为

　 　

ｘ１（ ｔ）

ｘ２（ ｔ）

ｘ３（ ｔ）

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

＝
１ ／ ６ ＋ １ ／ ６·ｅ２ｔ ／ ３

－ １ ／ ３ ＋ ４ ／ ３·ｅ２ｔ ／ ３

１ ／ ６ － １３ ／ ６·ｅ２ｔ ／ ３

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

． （９）

由初始条件建立神经网络假设解的表达形式：
　 　 ｘｉ（ ｔ） ＝ ｘｉ（０） ＋ Ｎｉ（ ｔ，ｐ） ｔ ． （１０）
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损失函数为

　 　 Ｅ（ｐ） ＝ Ｅ（ｗ，ｖ，ｂ） ＝ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ＫＴ

ｊ Ｋ ｊ， （１１）

　 　 Ｋ ｊ ＝
２ ３ ２
１ ０ － ２
０ ０ ０

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

ｘ′１（ ｔ ｊ）

ｘ′２（ ｔ ｊ）

ｘ′３（ ｔ ｊ）

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

＋
１８ １４ １０
０ １ ２

－ ２７ － ２１ － １５

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

ｘ１（ ｔ ｊ）

ｘ２（ ｔ ｊ）

ｘ３（ ｔ ｊ）

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

， （１２）

ｎ 为样本数．
将神经网络的隐含层数设为 １，单元数设为 １０，并在［０，１］ ｓ 时间区域内随机取 ２０ 个样本

点来训练神经网络，得到近似解及误差．限于篇幅，３ 组参数 ｖｉｋ， ｗ ｉｋ 及 ｂｉｋ 此处未给出．图 ２ 给出

了一组结果，表 １～３ 定量地比较了精确解与近似解析解的相对误差．可以看到，应用前馈人工

神经网络的方法所得的结果与精确解相当吻合．可见把前馈人工神经网络应用在 Ｈｅｓｓｅｎｂｅｒｇ
指标 １ 型微分⁃代数系统的求解上是可行的．

图 ２　 方程（８）的近似解析解与精确解比较

Ｆｉｇ． ２　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｔｏ ｅｑ． （８）

表 １　 方程（８）的近似解析解与精确解比较： ｘ１（ ｔ）

Ｔａｂｌｅ １　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｔｏ ｅｑ． （８）： ｘ１（ ｔ）

ｔ ／ ｓ
ｘ１（ ｔ）

ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ （δ × １０ －３） ／ ％

０．１ ０．３４４ ８２３ ４９６ ２３５ ３１１ ０．３４４ ８２３ １８４ ２９１ ２０８ ０．０９０ ４６４ ９４４ ８６４ ２４６

０．２ ０．３５７ ０９４ ９２７ ０７６ ２６９ ０．３５７ １０５ １３５ ２９９ ２８７ ２．８５８ ６０４ ３７４ ０６３ ６８

０．３ ０．３７０ ２２２ １１６ ５７３ ５９８ ０．３７０ ２３３ ７９３ ０２６ ６９５ ３．１５３ ８０５ ３２９ ７６７ ３９

０．４ ０．３８４ ２５９ ８３６ ８５３ ４１２ ０．３８４ ２６７ ５２８ ６７７ ４９２ ２．００１ ６８４ ６３５ ４２０ ３６

０．５ ０．３９９ ２６４ ６３６ ６６０ ４９９ ０．３９９ ２６８ ７３７ ５１４ ３４８ １．０２７ ０９１ １４５ ４２０ ６０

０．６ ０．４１５ ２９９ ６４９ ２００ ３２１ ０．４１５ ３０４ １１６ ２７３ ５４５ １．０７５ ６１４ ９６４ ８２１ ２７

０．７ ０．４３２ ４３６ １５２ １５２ ０６５ ０．４３２ ４４４ ９５９ ７０４ ７１９ ２．０３６ ６８７ ５４９ ９３８ ７９

０．８ ０．４５０ ７５３ ６８２ ９６４ ５０２ ０．４５０ ７６７ ４７７ ５５３ ７９２ ３．０６０ ２４５ ０２１ ４９３ １５

０．９ ０．４７０ ３３８ ５０２ ４７０ ６３９ ０．４７０ ３５３ １３３ ３９８ ４１８ ３．１１０ ６２６ １９５ ６２２ ９０

１ ０．４９１ ２８０ ８３５ ９５３ ７８４ ０．４９１ ２８９ ００６ ８４２ ４４６ １．６６３ １５３ １６４ ０３１ ７６

８１１ 杨　 　 钊　 　 　 兰　 　 钧　 　 　 吴　 勇　 军



表 ２　 方程（８）的近似解析解与精确解比较： ｘ２（ ｔ）
Ｔａｂｌｅ ２　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｔｏ ｅｑ． （８）： ｘ２（ ｔ）

ｔ ／ ｓ
ｘ２（ ｔ）

ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ （δ × １０ －３） ／ ％
０．１ １．０９１ ９２１ ４９３ ５５０ ５３ １．０９１ ９１８ ８０７ ６６３ ００ ０．２４５ ９７８ ６８６ １０１ ０７８
０．２ １．１９０ １９０ ３６３ ５５１ ５９ １．１９０ １７４ ４１５ ７２７ ６３ １．３３９ ９５６ ８７９ ２２４ ０２０
０．３ １．２９５ ２１９ ４９６ ３０７ ９６ １．２９５ ２０３ ６７７ ５４６ ８９ １．２２１ ３３３ ８５９ ８６９ ３９０
０．４ １．４０７ ４８４ ８８２ ６７２ ６０ １．４０７ ４７３ ５６２ ７５３ ２７ ０．８０４ ２７２ ２５３ １０４ ５５３
０．５ １．５２７ ４９２ ７００ ９４１ ７３ １．５２７ ４８３ ２３３ ４４８ １２ ０．６１９ ８０９ ９８５ ６３０ ９１４
０．６ １．６５５ ７７７ ９３１ １４０ ９３ １．６５５ ７６６ ２６３ ５２１ ６９ ０．７０４ ６６５ ８３９ ４０５ ０３３
０．７ １．７９２ ９０９ ５０４ ０９３ ２３ １．７９２ ８９３ ０１０ ９７１ ０９ ０．９１９ ９１６ ６９５ ５７９ ６０９
０．８ １．９３９ ４９４ ５９２ ６９６ ７８ １．９３９ ４７３ １５３ ７６３ ６７ １．１０５ ３９９ ８３８ ４４３ ２１０
０．９ ２．０９６ １８１ ４４１ ２１０ ６５ ２．０９６ １５８ ４００ ５２０ ６８ １．０９９ １８６ ４９０ ９１０ ７２０
１ ２．２６３ ６６１ ８５４ ５８２ ８８ ２．２６３ ６４５ ３８８ ０７２ ９０ ０．７２７ ４３３ ２８３ ７１９ ２９５

表 ３　 方程（８）的近似解析解与精确解比较： ｘ３（ ｔ）
Ｔａｂｌｅ ３　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｔｏ ｅｑ． （８）： ｘ３（ ｔ）

ｔ ／ ｓ
ｘ３（ ｔ）

ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ （δ × １０ －３） ／ ％
０．１ －２．１４９ ３７１ ５８７ ６９８ １４ －２．１４９ ３６８ ０６２ ４５２ ３７ ０．１６４ ０１３ １２７ １８５ ８００
０．２ －２．３０９ ０４２ ００２ ４２３ １４ －２．３０９ ０３３ ４２５ ５５７ ４０ ０．３７１ ４４８ ３１４ ５６９ １６０
０．３ －２．４７９ ７１１ ６０８ ７０１ ５９ －２．４７９ ７０５ ９７６ ０１３ ７０ ０．２２７ １５１ ４４２ ２１５ ７３２
０．４ －２．６６２ １４７ ８３２ ２５４ ８２ －２．６６２ １４４ ５３９ ４７４ ０６ ０．１２３ ６８９ ０３０ ０２４ ４２０
０．５ －２．８５７ １６４ ５８８ ０２０ １６ －２．８５７ １６０ ２５４ ３５３ １９ ０．１５１ ６７７ ４２０ ３５７ ４２７
０．６ －３．０６５ ６２６ ４３１ ２０８ １３ －３．０６５ ６２０ １７８ ２２２ ７５ ０．２０３ ９７１ ３０１ ４１４ ０７７
０．７ －３．２８８ ４５８ １０２ ６７７ ４８ －３．２８８ ４５１ １４２ ８２８ ０２ ０．２１１ ６４５ ２１４ １６２ ３０７
０．８ －３．５２６ ６５０ ９６１ １０９ ５２ －３．５２６ ６４３ ８７４ ８６５ ９７ ０．２００ ９３４ ４８０ ５３１ ８３０
０．９ －３．７８１ ２６５ １５１ ２０６ ２４ －３．７８１ ２５７ ４００ ８４６ １０ ０．２０４ ９６７ ８００ ８８５ ５１５
１ －４．０５３ ４２９ ７０２ ５４３ ２１ －４．０５３ ４２３ ７５５ ６１８ ４６ ０．１４６ ７１３ ６２０ ４８６ ７２５

２．２　 Ｈｅｓｓｅｎｂｅｒｇ指标 ２型
考虑如下形式的微分⁃代数方程：

　 　
ｘ′ ＝ ｆ（ ｔ，ｘ，ｚ），
０ ＝ ｇ（ ｔ，ｘ），{ （１３）

这里的 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵乘积 ｇｘ ｆｚ 在任何时刻都是非奇异的，通过两次微分变换可将其化成 ＯＤＥｓ ．
方程（１３）为指标 ２ 型微分⁃代数方程的一般形式．具体地，考虑一个如下形式的 Ｈｅｓｓｅｎｂｅｒｇ 指

标 ２ 型微分⁃代数方程：

　 　
１ ｘ３ － ｘ２ － １

ｘ３ ＋ １ ｘ１ ０
０ ０ ０

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

ｘ′１
ｘ′２
ｘ′３

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

＝
ｓｉｎ ｔ － ｘ１ ＋ １

－ ｅ －ｔ

ｘ１ｘ２ｘ３ － ｅ －ｔｓｉｎ ｔｃｏｓ ｔ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

， （１４）

初始条件为 ｘ（０） ＝ ［１　 ０　 １］ Ｔ ．通过微分变换得到 ｘ′ 的初始值 ｘ′（０） ＝ ［ － １　 １　 ０］ Ｔ ．
建立如下神经网络近似解的表达形式：

　 　

ｘ１（ ｔ）
ｘ２（ ｔ）
ｘ３（ ｔ）

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

＝
１ － ｔ
ｔ
１

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

＋ ｔ２
Ｎ１（ ｔ，ｐ）
Ｎ２（ ｔ，ｐ）
Ｎ３（ ｔ，ｐ）

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

． （１５）

９１１几类微分⁃代数方程的神经网络求解法



这里的损失函数为

　 　 Ｅ（ｐ） ＝ Ｅ（ｗ，ｖ，ｂ） ＝ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ＫＴ

ｊ Ｋ ｊ， （１６）

　 　 Ｋ ｊ ＝
１ ｘ３（ ｔ ｊ） － ｘ２（ ｔ ｊ） － １

ｘ３（ ｔ ｊ） ＋ １ ｘ１（ ｔ ｊ） ０
０ ０ ０

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

ｘ′１（ ｔ ｊ）
ｘ′２（ ｔ ｊ）
ｘ′３（ ｔ ｊ）

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

＋

　 　 　 　

ｓｉｎ ｔ ｊ － ｘ１（ ｔ ｊ） ＋ １
－ ｅ －ｔ ｊ

ｘ１（ ｔ ｊ）ｘ２（ ｔ ｊ）ｘ３（ ｔ ｊ） － ｅ －ｔ ｊｓｉｎ ｔ ｊｃｏｓ ｔ ｊ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

． （１７）

原方程的精确解析解为

　 　 ｘ（ ｔ） ＝ ［ｅ －ｔ 　 ｓｉｎ ｔ　 ｃｏｓ ｔ］ Ｔ ． （１８）
以下是与上例相同的隐藏层的训练结果，图 ３ 给出了精确解与近似精确解的比较图，表 ４

给出了相对误差．根据对比可以得出结论，应用前馈人工神经网络的方法，结合微分得到的初

始条件求出的解与精确解吻合．可见，把前馈人工神经网络应用在 Ｈｅｓｓｅｎｂｅｒｇ 指标 ２ 型微分⁃
代数系统的求解上是可行的．

图 ３　 方程（１４）的近似解析解与精确解对比

Ｆｉｇ． ３　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｔｏ ｅｑ． （１４）

表 ４　 方程（１４）近似解析解与精确解的相对误差

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｔｏ ｅｑ． （１４）

ｔ ／ ｓ
ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ （δ × １０ －２） ／ ％

ｘ１（ ｔ） ｘ２（ ｔ） ｘ３（ ｔ）

０．１ ０．１２６ ８３２ ８６１ ５４０ ００７ １．４２８ ８２６ ０９０ ３２７ ６５ ０．０００ ５７５ ８９４ ４６４ ８７８ １５４
０．２ ０．３０２ ８４９ ５０１ ３３３ ７５４ １．５５７ ２４９ ０７８ ９１３ ５２ ０．０１５ ８４９ ２８７ ９７３ ９７９ ８
０．３ ０．３３８ ３２９ ９２７ ７１６ ９８７ ０．８８４ １８３ ８８３ ８８９ ３２２ ０．０８６ ８８２ ４７９ ９５５ ３６３ ８
０．４ ０．１６６ ８４４ ６１４ ６４４ ３６８ ０．１８９ ２８１ ８０４ ７５３ ０５５ ０．２５４ ０２７ ２０７ １０９ ６９３
０．５ ０．１８８ ６２２ ８１３ ７９６ ５７１ １．３４３ ５０６ ５０９ ３５１ １５ ０．５３６ ０３３ ６０７ １１４ ４４７
０．６ ０．６４０ ６１１ ９６６ ０２０ １２０ ２．３２３ ６９０ ７５２ ２７４ ５６ ０．９２１ ４４３ ４３０ ９８７ ６８７
０．７ １．０５４ ２７１ ３８５ ６６０ ２４ ２．９２３ ２６６ ６５７ ０５５ ２７ １．３６７ ６９３ ２３２ ６７５ ０９
０．８ １．２５８ ４８１ ３１７ ７１１ ５５ ２．９６７ ５７４ ５８６ ０４９ ４３ １．８０４ ４３１ ８１３ ３６９ ００
０．９ １．０５２ ３４９ ６１９ ２００ ９３ ２．２９８ １１５ ５８８ ７０６ ８５ ２．１３８ ００８ １０２ ７１１ ９１
１ ０．２０６ ７４９ ５００ ２２６ ２０２ ０．７５７ ６２６ ０４７ ０９７ ９７３ ２．２５３ ６５５ ４５３ ４５４ ５０
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２．３　 Ｈｅｓｓｅｎｂｅｒｇ指标 ３型
考虑如下一般形式的微分⁃代数方程：

　 　
ｘ′ ＝ ｆ（ ｔ，ｘ，ｙ，ｚ），
ｙ′ ＝ ｇ（ ｔ，ｘ，ｙ），
０ ＝ ｈ（ ｔ，ｙ），

ì

î

í

ïï

ïï

（１９）

此处的 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵乘积 ｈｙｇｘ ｆｚ 在任何时候都是非奇异的．对该方程需做 ３ 次微分变换才能完

全化为 ＯＤＥｓ，即方程（１９）为指标 ３ 型微分⁃代数方程．具体地，考虑一个如下形式的微分⁃代数

方程：

　 　
ｘ′２ ＋ ｘ１ － １ ＝ ０，
ｔｘ′２ ＋ ｘ′３ ＋ ２ｘ２ － ２ｔ ＝ ０，

ｔｘ２ ＋ ｘ３ － ｅｔ ＝ ０，

ì

î

í

ï
ï

ïï

（２０）

ｘ（０） ＝ ［０　 － １　 １］ Ｔ，ｘ′（０） ＝ ［１　 １　 ２］ Ｔ 为给定的初始条件．
建立如下神经网络近似解的表达形式：

　 　

ｘ１（ ｔ）
ｘ２（ ｔ）
ｘ３（ ｔ）

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

＝
ｔ

ｔ － １
１ ＋ ２ｔ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

＋ ｔ２
Ｎ１（ ｔ，ｐ）
Ｎ２（ ｔ，ｐ）
Ｎ３（ ｔ，ｐ）

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

． （２１）

损失函数为

　 　 Ｅ（ｐ） ＝ Ｅ（ｗ，ｖ，ｂ） ＝ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ＫＴ

ｊ Ｋ ｊ， （２２）

　 　 Ｋ ｊ ＝

ｘ′２（ ｔ ｊ） ＋ ｘ１（ ｔ ｊ） － １
ｔ ｊｘ′２（ ｔ ｊ） ＋ ｘ′３（ ｔ ｊ） ＋ ２ｘ２（ ｔ ｊ） － ２ｔ ｊ

ｔ ｊｘ２（ ｔ ｊ） ＋ ｘ３（ ｔ ｊ） － ｅｔ ｊ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

ｍ ． （２３）

原方程的精确解析解为

　 　 ｘ（ ｔ） ＝ ［ｅｔ － １　 ２ｔ － ｅｔ 　 （１ ＋ ｔ）ｅｔ － ２ｔ２］ Ｔ ． （２４）
以下是与上例相同的隐藏层的训练结果，将求得的近似解析解与精确解对比如下，表 ５ 及

图 ４ 给出了精确解与近似精确解的比较．
表 ５　 方程（２０）近似解析解与精确解的相对误差

Ｔａｂｌｅ ５　 Ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｔｏ ｅｑ． （２０）

ｔ ／ ｓ
ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ δ ／ ％

ｘ１（ ｔ） ｘ２（ ｔ） ｘ３（ ｔ）

０．１ ０．７５５ ６４９ ７５０ ４７１ ４６５ ０．００３ ００８ ２７２ ６６３ ０５５ ４１ ０．０１６ ９３６ ２８１ ９５０ ２２８ １

０．２ １．２２７ ５０８ ０６６ ６２５ ０７ ０．００４ ２７３ ９０５ ４８３ ３６７ ９９ ０．０３８ ３５３ ８７５ ６２２ ２２７ ９

０．３ １．４４７ ７０７ ７２１ ６５２ ９１ ０．０４３ ９０７ ７６６ ６２８ ７１０ ９ ０．０４１ ８９９ １０８ ６９７ ４０８ ０

０．４ １．４５１ ２９１ ２３１ ２８８ ２４ ０．１２９ ８７１ ３９０ ３６０ ８２３ ０．０２２ １７０ ４７３ ９０６ ０２２ ９

０．５ １．２７６ ２３７ ２２９ ０４１ １０ ０．２６０ ７３５ ４２２ ８２３ ９７０ ０．０１６ ６３０ ４３７ ４２１ ３１９ ６

０．６ ０．９６３ ４２８ ４０５ ６２９ ２０９ ０．４１３ ６３３ ４６９ ７５６ ３４５ ０．０６４ ６１０ ０４０ ７６８ ７２８ ９

０．７ ０．５５６ ５３１ ５７６ ５４９ ８８２ ０．５４４ ９６１ ８２４ ２００ ９０６ ０．１０９ １８０ ３９０ ９４４ ６９４

０．８ ０．１０１ ７５６ ６３７ ６６６ ０１２ ０．６０２ ６０６ ３８９ ３０４ ６５７ ０．１３７ ８５２ ６２７ ３５０ ０２８

０．９ ０．３５２ ５３９ ９４６ ４６６ ４８８ ０．５４７ ４９２ ７７４ ８０５ ８２２ ０．１４０ ８３５ ６８４ ６５２ ４４０

１ ０．７５６ ４３９ ２５６ ３５８ ３２２ ０．３７２ ９２０ ４４０ ５０２ ５１０ ０．１１３ １６６ １３６ １１６ ７７１

１２１几类微分⁃代数方程的神经网络求解法



图 ４　 方程（２０）的近似解析解与精确解对比

Ｆｉｇ． ４　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｔｏ ｅｑ． （２０）

３　 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程

这里以平面运动的单摆为例，如图 ５ 所示，建立直角坐标系 ｘＯｙ 下的动力学方程，几何约

束方程为 ｘ２ ＋ ｙ２ ＝ ｌ２ ．引入未定乘子，得到如下含 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子 λ 的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数：

图 ５　 单摆模型图

Ｆｉｇ． ５　 Ａ ｓｉｍｐｌｅ ｐｅｎｄｕｌｕｍ ｍｏｄｅｌ

　 　 Ｌ ＝ １
２

ｍ（ｘ２ ＋ ｙ２） －

　 　 　 　 ｍｇｙ － λ（ｘ２ ＋ ｙ２ － ｌ２） ． （２５）
代入第二类 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程

　 　 ｄ
ｄｔ

∂Ｌ
∂ｑ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ∂Ｌ

∂ｑ
＝ ０， （２６）

得到如下的动力学方程：

　 　
ｍｘ ＋ ２λｘ ＝ ０，
ｍｙ ＋ ２λｙ ＋ ｍｇ ＝ ０，
ｘ２ ＋ ｙ２ － ｌ２ ＝ ０，

ì

î

í

ïï

ïï

（２７）

这是指标 ３ 的微分⁃代数系统．引入变量 ｕ，ｖ， 将其

转化为一阶微分⁃代数方程组：

　 　

ｘ ＝ ｕ，
ｙ ＝ ｖ，
ｍｕ ＝－ ２λｘ，
ｍｖ ＝ － ２λｙ － ｍｇ，
ｘ２ ＋ ｙ２ － ｌ２ ＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（２８）

其损失函数可以表示为

　 　 Ｅ（ｐ） ＝ Ｅ（ｗ，ｖ，ｂ） ＝ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
（ＫＴ

ｊ Ｋ ｊ ＋ μｆ２）， （２９）

式中 μ 为惩罚因子，此处取 ２０，

２２１ 杨　 　 钊　 　 　 兰　 　 钧　 　 　 吴　 勇　 军



　 　 Ｋ ｊ ＝

ｘ′（ ｔ ｊ） － ｕ（ ｔ ｊ） － １
ｙ′（ ｔ ｊ） － ｖ（ ｔ ｊ）

ｍｕ′（ ｔ ｊ） ＋ ２λｘ（ ｔ ｊ）
ｍｖ′（ ｔ ｊ） ＋ ２λｘ（ ｔ ｊ） ＋ ｍｇ

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

， （３０）

　 　 ｆ ＝ ｘ２ ＋ ｙ２ － ｌ２ ． （３１）
取摆杆水平向右的静止状态为初始状态，质量 ｍ ＝ １ ｋｇ，杆长 ｌ ＝ ２ ｍ ．初始状态设为

　 　
［ｘ（０）　 ｙ（０）　 ｕ（０）　 ｖ（０）］ Ｔ ＝ ［２　 ０　 ０　 ０］ Ｔ，
［ｘ（０）　 ｙ（０）　 ｕ（０）　 ｖ（０）］ Ｔ ＝ ［０　 ０　 ０　 － １　 ０］ Ｔ ．{ （３２）

对约束方程微分，求得加速度初始条件．建立如下神经网络近似解的表达形式：

　 　

ｘ（ ｔ）
ｙ（ ｔ）
ｕ（ ｔ）
ｖ（ ｔ）

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

＝

２
１０（ｃｏｓ ｔ － １）

０
－ １０ｓｉｎ ｔ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

＋ ｔ２

Ｎ１（ ｔ，ｐ）
Ｎ２（ ｔ，ｐ）
Ｎ３（ ｔ，ｐ）
Ｎ４（ ｔ，ｐ）

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

， （３３）

　 　 λ ＝ ∑
Ｈ

ｋ ＝ １
ｖ５ｋｓ（ｗ５ｋｘ ＋ ｂ５ｋ） ＝ ∑

Ｈ

ｋ ＝ １
ｖ５ｋ

１
１ ＋ ｅ －ｗ５ｋｘ－ｂ５ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （３４）

代入方程（３０）得到损失函数．
神经网络的隐含层数设为 ３，单元数设为 １０．在时间区域［０， ２］ ｓ 内随机取 ２０ 个样本点来

训练神经网络，得到如下结果．将求得的近似解析解与 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法数值解对比，如图 ６ 所示．
根据对比可以得出结论，应用前馈人工神经网络的方法，可以求出指标 ３ 的 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｌａｇｒａｎｇｅ 方

程的解．算例数值分析还表明，前馈神经网络可以在不违约的情况下求得 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程

近似解析解．这对于多体系统动力学方程的数值求解和稳定性分析具有一定的参考价值．

图 ６　 方程（２７）的近似解析解与数值解对比

Ｆｉｇ． ６　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｔｏ ｅｑ． （２７）

４　 结论与讨论

本文研究了一种求解微分⁃代数方程的智能算法：人工神经网络法．该方法用神经网络建

立模型并应用数值最优化方法对方程进行求解．应用该方法，求解了 ３ 类 Ｈｅｓｓｅｎｂｅｒｇ 型微分⁃

３２１几类微分⁃代数方程的神经网络求解法



代数方程（指标 １， ２， ３ 型）和 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程，得到了近似解析解．将所得的近似解析解与

原方程精确解或 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法数值解结果进行比较，可以看到神经网络方法所得的结果有较

高的精度．该方法的一个显著特点是可直接得到近似解析解的显式表达式，为后续研究提供了

便利．
注意到本文选取的激活函数为 Ｓｉｇｍｏｉｄ 型，即方程（４）的形式．在神经网络分析中还有其

他形式的激活函数，如三角函数型、双曲正切型（ｔａｎｈ）、整流线性单元型等．对于本文 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｌａ⁃
ｇｒａｎｇｅ 型微分⁃代数方程的求解，计算表明：Ｓｉｇｍｏｉｄ 型精度最高，三角函数型、双曲正切型精度

较低；对于 Ｈｅｓｓｅｎｂｅｒｇ 指标 ２ 型微分⁃代数方程的求解，Ｓｉｇｍｏｉｄ 型、三角函数型、双曲正切型精

度都很高．而整流线性单元模型均不宜用于上述两类微分⁃代数方程的求解．可见，Ｓｉｇｍｏｉｄ 型激

活函数能最大程度地保证求解精度，但采用 Ｓｉｇｍｏｉｄ 型激活函数的计算时间最长，三角函数型

激活函数的计算时间最短．
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