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摘要：　 气液两相漂移模型显式 ＡＵＳＭＶ（ａｄｖｅｃｔｉｏｎ ｕｐｓｔｒｅａｍ ｓｐｌｉｔｔｉｎｇ ｍｅｔｈｏｄ ｃｏｍｂｉｎｅｄ ｗｉｔｈ ｆｌｕｘ ｖｅｃｔｏｒ
ｓｐｌｉｔｔｉｎｇ ｍｅｔｈｏｄ）算法的时间步长受限于 ＣＦＬ（Ｃｏｕｒａｎｔ⁃Ｆｒｉｅｄｒｉｃｈｓ⁃Ｌｅｗｙ）条件，为了提高计算效率，建
立了一种全隐式 ＡＵＳＭＶ 算法求解气液两相漂移模型．采用 ＡＵＳＭ 格式结合 ＦＶＳ（ ｆｌｕｘ ｖｅｃｔｏｒ ｓｐｌｉｔ⁃
ｔｉｎｇ）格式构造连续方程和运动方程的对流项数值通量，ＡＵＳＭ 格式构造压力项数值通量．离散控制

方程是非线性方程组，采用六阶 Ｎｅｗｔｏｎ（牛顿）法结合数值 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵求解．计算经典算例 Ｚｕｂｅｒ⁃
Ｆｉｎｄｌａｙ 激波管问题和复杂漂移关系变质量流动问题，结果分析表明：全隐式 ＡＵＳＭＶ 算法，色散效

应小，无数值震荡，计算精度高．在压力波波速高的条件下，可以显著提高计算效率，耗散效应小．
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引　 　 言

气液两相漂移模型（ｄｒｉｆｔ ｆｌｕｘ ｍｏｄｅｌ，ＤＦＭ）最初由 Ｚｕｂｅｒ 和 Ｆｉｎｄｌａｙ 提出［１］ ．该模型忽略气、
液间的相互作用，基于经验参数构建气液相流速间的本构关系，具有结构简单的特点．当两相

流动强耦合时，该模型可以避免双流体模型（ ｔｗｏ ｆｌｕｉｄ ｍｏｄｅｌ，ＴＦＭ）计算中容易中出现的双曲

性退化和非守恒项需要数学修正等难题［２⁃４］ ．而且，气液相流速间本构关系中的经验参数容易

通过实验获取，可以方便应用于各类工程问题．所以，ＤＦＭ 在油气井井筒气液两相流动研究中

应用广泛，其数值求解方法也是重要的研究课题．
ＡＵＳＭ 系列格式（ＡＵＳＭＶ、ＡＵＳＭＤ、ＡＵＳＭＤＶ、ＡＵＳＭ＋、ＡＵＳＭＰＷ、ＡＵＳＭ＋ ⁃ｕｐ 等）不依赖 Ｒｉ⁃

ｅｍａｎｎ 求解器或 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵构建数值通量，最初由 Ｌｉｏｕ 和 Ｓｔｅｆｆｅｎ 提出，具有结构简单、高计算

效率、高间断分辨率、高稳健性的特点［５⁃６］ ．ＡＵＳＭ 系列格式最初用于计算单相可压缩流体，Ｅｖｊｅ
等成功将 ＡＵＳＭＶ、ＡＵＳＭＤ、ＡＵＳＭＤＶ、ＡＵＳＭ＋ 格式扩展至计算气液两相流动模型（ ＴＦＭ 和

ＤＦＭ），研究发现计算 ＴＦＭ 强激波问题时稳健性弱于近似 Ｒｉｅｍａｎｎ 求解器，计算 ＤＦＭ 的瞬变
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流和缓变流问题时精度高，结果基本与近似 Ｒｉｅｍａｎｎ 求解器相同［３，７⁃９］ ．Ｎｉｕ 等先期研究 ＡＵＳ⁃
ＭＤＶ、ＡＵＳＭ＋ ⁃ｕｐ 格式计算 ７ 方程 ＴＦＭ，随后发展出结合混合原始变量 Ｒｉｅｍａｎｎ 求解器的 ＡＵＳ⁃
ＭＤ 格式，提高了计算精度，但是该方法需要采用 Ｒｅｏ 平均法处理变量，推导过程比较复

杂［１０⁃１１］ ．Ｋｉｔａｍｕｒａ 和 Ｎｏｎｏｍｕｒａ 成功将 ＡＵＳＭ＋ ⁃ｕｐ 通量函数耦合 Ｇｏｄｕｎｏｖ 精确 Ｒｉｅｍａｎｎ 求解器

的方法拓展至耦合 ＨＬＬＣ（Ｈａｒｔｅｎ⁃Ｌａｘ⁃Ｖａｎ Ｌｅｅｒ⁃ｃｏｎｔａｃｔ） Ｒｉｅｍａｎｎ 求解器，应用于计算 ＴＦＭ，研
究表明新方法计算效率高于原耦合方法，计算精度高于原始 ＡＵＳＭ＋ ⁃ｕｐ 格式［１２］ ．

上述研究中 ＡＵＳＭ 类格式都是被用于建立显式算法，虽然显式格式的离散方程结构简

单，易于求解，但是时间步长取值受 ＣＦＬ 条件限制，限制了计算效率．Ｅｖｊｅ 等提出半隐式 ＷＩＭＦ
（ｗｅａｋｌｙ ｉｍｐｌｉｃｉｔ ｍｉｘｔｕｒｅ ｆｌｕｘ）格式计算 ＴＦＭ 和 ＤＦＭ，时间步长小幅增大，满足 ＣＦＬ 数等于 １，但
是该方法引入了 １ 个压力演化方程（偏微分方程），使模型复杂化［１３］ ．随后，他们提出了全隐式

的 ＳＩＭＦ（ｓｔｒｏｎｇｌｙ ｉｍｐｌｉｃｉｔ ｍｉｘｔｕｒｅ ｆｌｕｘ）格式，可以进一步突破 ＣＦＬ 条件的限制，增大时间步长，
但是该方法仍然需压力演化方程［１４］ ． Ｃｏｌｏｎｉａ 等采用隐式 ＡＵＳＭ＋ 和 ＡＵＳＭ＋ ⁃ｕｐ 格式计算高

Ｍａｃｈ（马赫）数可压缩流体，计算高效、结果可靠，但是在离散方程组求解中采用解析 Ｊａｃｏｂｉ 矩
阵，推导过程极为复杂［１５］ ．Ｏｎｕｒ 和 Ｅｙｉ 研究了 Ｅｕｌｅｒ 方程 Ｎｅｗｔｏｎ 法求解中数值 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵和

解析 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵的影响， 表明解析 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵的推导过程复杂， 尤其是高阶空间精度格式离

散方程的解析 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵推导将更为复杂， 而采用数值方法可以大幅简化 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵的推导

过程， 同时计算精度没有明显降低［１６］ ．Ｚｅｎｇ 等研究了隐式和显式 ＡＵＳＭ＋、 ＡＵＳＭＤＶ、 ＡＵＳＭ＋ ⁃
ｕｐ 格式计算 ＴＦＭ， 离散方程组求解过程采用数值 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵， 简化了模型推导， 研究中比较

了交错网格和同位网格离散方程的影响， 结果表明隐式算法可以大幅提高计算效率， 隐式算

法的间断捕捉精度与显式方法相同， 相比同位网格离散方程， 交错网格计算结果稳定性微弱

提高［１７⁃１８］ ．
上述研究主要关注隐式 ＡＵＳＭ 类格式求解 ＴＦＭ，隐式 ＡＵＳＭ 类格式求解 ＤＦＭ 的研究较

少，国内讨论也较少．本文是文献［１９］的进一步研究，提出了一种基于 ＡＵＳＭＶ 格式的 ＤＦＭ 全

隐式算法．该算法采用全隐式 ＡＵＳＭＶ 格式构建 ＤＦＭ 的数值通量，同位网格离散控制方程组，
采用六阶 Ｎｅｗｔｏｎ 法结合数值 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵求解离散方程组［１７⁃１８，２０］ ．通过经典数值算例验证了全

隐式 ＡＵＳＭＶ 算法的计算精度、稳定性和计算效率［８，２１］ ．

１　 气液两相 ＤＦＭ
ＤＦＭ 是一种 ＴＦＭ 的退化模型，两者的主要区别在于 ＴＦＭ 有 ２ 个运动方程（气相运动方程

和液相运动方程），考虑了气相与液相之间的相互作用，而 ＤＦＭ 有 １ 个运动方程，考虑气液混

相流，通过引入经验性的气液速度之间的漂移关系，补充了缺少的两相之间相互作用关系．相
比 ＴＦＭ，ＤＦＭ 的双曲性更强，形式更为简单，计算量小．
１．１　 控制方程组

一维等温气液两相 ＤＦＭ 由各相连续方程和混相运动方程 ３ 个方程组成：
液相连续方程

　 　 ∂
∂ｔ

ρｌαｌ ＋
∂
∂ｘ

ρｌαｌｖｌ ＝ ０； （１）

气相连续方程

　 　 ∂
∂ｔ

ρｇαｇ ＋ ∂
∂ｘ

ρｇαｇｖｇ ＝ ０； （２）
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混相运动方程

　 　 ∂
∂ｔ

（ρｌαｌｖｌ ＋ ρｇαｇｖｇ） ＋ ∂
∂ｘ

（ρｌαｌｖ２ｌ ＋ ρｇαｇｖ２ｇ） ＋ ∂
∂ｘ

ｐ ＝ － ｑｇ － ｑｆ， （３）

式中， ρｇ 为气相密度，ｋｇ ／ ｍ３； ρｌ 为液相密度，ｋｇ ／ ｍ３； αｇ 为气相体积系数，无量纲； αｌ 为液相体

积系数，无量纲； ｖｇ 为气相流速，ｍ ／ ｓ； ｖｌ 为液相流速，ｍ ／ ｓ； ｔ为时间，ｓ； ｘ 为空间长度，ｍ； ｐ 为压

力，Ｐａ； ｑｇ 为重力分量，Ｐａ ／ ｍ； ｑｆ 为流动阻力分量，Ｐａ ／ ｍ ．
１．２　 辅助方程

为了封闭方程，需要引入以下辅助方程：
气液相流速间本构关系为

　 　 ｖｇ ＝ Ｃ０ｖｍ ＋ ｖｔ， （４）
其中

　 　 ｖｍ ＝ αｌｖｌ ＋ αｇｖｇ， （５）
式中， Ｃ０ 为气体分布系数，无量纲；ｖｍ 为气液混相平均流速，ｍ ／ ｓ； ｖｔ 为气体漂移速度，ｍ ／ ｓ ．根
据不同工程问题， Ｃ０ 和 ｖｔ 可采用相应的经验公式或半经验公式求得．

液相、气相体积系数的归一化关系为

　 　 αｌ ＋ αｇ ＝ １． （６）
根据不同工程问题，液相和气相的状态方程不同，为了验证算法，采用简化线性热力学关

系状态方程．
液相状态方程：

　 　 ρｌ ＝ ρｌ，ＳＴＰ ＋
ｐ － ｐＳＴＰ

ｃ２ｌ
， （７）

式中， ρｌ，ＳＴＰ 为标况下液相密度，１×１０３ ｋｇ ／ ｍ３； ｐＳＴＰ 为标况压力，１×１０５ Ｐａ； ｃｌ 为液相压力波波

速，１×１０３ ｍ ／ ｓ ．
气相状态方程：

　 　 ρｇ ＝
ｐ
ｃ２ｇ

， （８）

式中， ｃｇ 为气相压力波波速，３１６ ｍ ／ ｓ ．

２　 全隐式 ＡＵＳＭＶ 格式及数值算法

２．１　 全隐式 ＡＵＳＭＶ格式

ＡＵＳＭ 类格式基于控制方程的守恒形式离散，ＤＦＭ 矢量形式：

　 　 ∂
∂ｔ

Ｕ（ｗ） ＋ ∂
∂ｘ

Ｆ（ｗ） ＝ Ｓ， （９）

其中， Ｕ，ｗ 分别为守恒变量和原始变量，

　 　 Ｕ（ｗ） ＝
ρ ｌα ｌ

ρ ｇα ｇ

ρ ｌα ｌｖｌ ＋ ρ ｇα ｇｖｇ

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
， ｗ ＝

ｐ
α ｇ

ｖｌ

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
， Ｓ ＝

０
０

－ ｑｇ － ｑｆ

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
． （１０）

分别处理控制方程各相流体的对流项和混相压力项［５⁃６］：
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　 　 Ｆ（ｗ） ＝ Ｆｌ（ｗ） ＋ Ｆｇ（ｗ） ＋ Ｆｐ（ｗ） ＝
ρ ｌα ｌｖｌ

０
ρ ｌα ｌｖ２ｌ

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
＋

０
ρ ｇα ｇｖｇ
ρ ｇα ｇｖ２ｇ

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
＋

０
０
ｐ

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
， （１１）

式中， Ｆｌ（ｗ） 表示液相对流项，Ｆｇ（ｗ） 表示气相对流项，Ｆｐ（ｗ） 表示气液混相的压力项．
那么，离散单元界面的数值通量为

　 　 Ｆ（ｗ） ｊ ＋１
ｉ ＋１ ／ ２ ＝ Ｆ（ｗ） ｊ ＋１

ｌ，ｉ ＋１ ／ ２ ＋ Ｆ（ｗ） ｊ ＋１
ｇ，ｉ ＋１ ／ ２ ＋ Ｆ（ｗ） ｊ ＋１

ｐ，ｉ ＋１ ／ ２ ． （１２）
结合 ＦＶＳ 方法处理连续方程和运动方程的对流项［８］，压力项采用 ＡＵＳＭ 方法处理［５］，同

位网格离散，可以表示如下：
连续方程对流项数值通量

　 　 （ραｖ） ｊ ＋１
ｐｈ，ｉ ＋１ ／ ２ ＝ （ρα） ｊ ＋１

ｐｈ，Ｌ（Ｖ
＋） ｊ ＋１

ｐｈ，Ｌ ＋ （ρα） ｊ ＋１
ｐｈ，Ｒ（Ｖ

－） ｊ ＋１
ｐｈ，Ｒ； （１３）

运动方程对流项数值通量

　 　 （ραｖ２） ｊ ＋１
ｐｈ，ｉ ＋１ ／ ２ ＝ （ραｖ） ｊ ＋１

ｐｈ，Ｌ（Ｖ
＋） ｊ ＋１

ｐｈ，Ｌ ＋ （ραｖ） ｊ ＋１
ｐｈ，Ｒ（Ｖ

－） ｊ ＋１
ｐｈ，Ｒ； （１４）

运动方程压力项数值通量

　 　 ｐ ｊ ＋１
ｉ ＋１ ／ ２ ＝ ｐ ｊ ＋１

Ｌ （Ｐ ＋） ｊ ＋１
Ｌ ＋ ｐ ｊ ＋１

Ｒ （Ｐ －） ｊ ＋１
Ｒ ． （１５）

式（１３）、（１４）中 ｐｈ 表示气液各相流体，Ｌ 和 Ｒ 分别表示离散单元界面的左侧与右侧， ｊ 表示时

间步，ｉ 表示空间步，见图 １．一阶空间精度格式，Ｌ 和 Ｒ 分别为 ｉ 和 ｉ ＋ １．全隐式 ＡＵＳＭＶ 格式中

数值通量所用原始变量均为 ｊ ＋ １ 时间步．

图 １　 离散单元示意图

Ｆｉｇ． １　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｃｅｌｌｓ

对式（１３）、（１４）中速度分裂函数 Ｖ ＋，Ｖ － 和式（１５） 中压力分裂函数 Ｐ ＋，Ｐ －， Ｅｖｊｅ 等推荐采

用下面的表达式：
速度分裂函数

　 　 Ｖ ± （ｖ，ｃ， χ） ＝
χＶ ± （ｖ，ｃ） ＋ （１ － χ） ｖ ± ｖ

２
， ｉｆ　 ｖ ≤ ｃ，

ｖ ± ｖ
２

， ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ；

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１６）

压力分裂函数

　 　 Ｐ ± （ｖ，ｃ） ＝ Ｖ ± （ｖ，ｃ）

１
ｃ

± ２ － ｖ
ｃ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， ｉｆ　 ｖ ≤ ｃ，

１
ｖ
， ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ，

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１７）

其中

　 　 Ｖ ± （ｖ，ｃ） ＝ ± １
４ｃ

（ｖ ± ｃ） ２ ． （１８）

式（１６）的系数满足

　 　 χ
Ｌ ＝ αＲ， χ

Ｒ ＝ αＬ，　 　 χ ∈ ［０，１］ ． （１９）
混相压力波波速为
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　 　 ｃ ＝
ｃｇ， ｉｆ　 α ｇ ≤ ０．００１，
ｃｍ， ｉｆ　 ０．００１ ＜ α ｇ ＜ ０．９９９，
ｃｌ， ｉｆ　 α ｇ ≥ ０．９９９ ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（２０）

那么，根据上述 ＡＵＳＭＶ 格式构建控制方程组的数值通量，ＤＦＭ 的全隐式矢量离散形式为

　 　 Ｕ（ｗ） ｊ ＋１
ｉ － Ｕ（ｗ） ｊ

ｉ ＋
Δｔ
Δｘ

［Ｆ（ｗ） ｊ ＋１
ｉ ＋１ ／ ２ － Ｆ（ｗ） ｊ ＋１

ｉ －１ ／ ２］ ＝ ΔｔＳ（ｗ） ｊ ＋１
ｉ ． （２１）

根据上述方法，也可以采用显式 ＡＵＳＭＶ 格式得到离散方程，但其数值通量中原始变量均

为 ｊ 时间步，见式（２２），用于算例结果对比：

　 　 Ｕ（ｗ） ｊ ＋１
ｉ ＝ Ｕ（ｗ） ｊ

ｉ －
Δｔ
Δｘ

［Ｆ（ｗ） ｊ
ｉ ＋１ ／ ２ － Ｆ（ｗ） ｊ

ｉ －１ ／ ２］ ＋ ΔｔＳ（ｗ） ｊ
ｉ ． （２２）

２．２　 隐式离散方程数值计算方法

守恒变量 Ｕ、数值通量Ｆ和源项 Ｓ均是关于原始变量ｗ的函数，式（２１） 离散方程组是关于

原始变量 ｗ 的非线性方程组．Ｒ 是离散方程组的残差矢量，又可以表示为

　 　 Ｒ（ｗ） ｊ ＋１ ＝ Ｕ（ｗ） ｊ ＋１
ｉ － Ｕ（ｗ） ｊ

ｉ ＋
Δｔ
Δｘ

［Ｆ（ｗ） ｊ ＋１
ｉ ＋１ ／ ２ － Ｆ（ｗ） ｊ ＋１

ｉ －１ ／ ２］ － ΔｔＳ（ｗ） ｊ ＋１
ｉ ． （２３）

Ｎｅｗｔｏｎ⁃Ｒａｐｈｓｏｎ（牛顿⁃拉夫逊）法是计算非线性方程组的经典方法，具有局域二阶收敛性．
采用改进的六阶 Ｎｅｗｔｏｎ 法求解离散方程组，提高收敛效率［２０］ ．每一时间步的计算结果为下一

时间步的初始预测值，直至达到计算时间为止．
六阶 Ｎｅｗｔｏｎ 法：
　 　 ｙ（ｗｋ） ＝ ｗｋ － ［Ｊ（ｗｋ）］ －１Ｒ（ｗｋ）， （２４）
　 　 ｚ（ｗｋ） ＝ ｙ（ｗｋ） － τ［Ｊ（ｗｋ）］ －１Ｒ（ｙ（ｗｋ））， （２５）
　 　 ｗｋ＋１ ＝ ｚ（ｗｋ） － τ［Ｊ（ｗｋ）］ －１Ｒ（ｚ（ｗｋ））， （２６）

其中

　 　 τ ＝ ２Ｉ － ［Ｊ（ｗｋ）］ －１Ｊ（ｙ（ｗｋ））， （２７）
式中， ｋ表示每个时间步中的迭代步．当ｗｋ＋１ － ｗｋ 的差的 ２⁃范数满足如下条件时，则计算收敛，
ｗｋ＋１ 就为当前时间步的解：

　 　 ‖ｗｋ＋１ － ｗｋ‖ ＜ ε ｔｏｌ， （２８）
式中， ε ｔｏｌ 为绝对误差限，无量纲．

Ｉ 为单位矩阵．Ｊ（ｗ） 为 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵，是 Ｒ（ｗ） 关于原始变量 ｗ 的一阶偏微分，即

　 　 Ｊ（ｗ） ＝ ∂
∂ｗ

Ｒ（ｗ） ． （２９）

ＡＵＳＭＶ 格式数值通量的完整表达式复杂，因此解析偏微分推导过程很复杂，通过数值微

分可以大幅简化推导工作．Ｒ（ｗ） 关于原始变量 ｗ 的数值一阶偏微分可以表示为

　 　
∂Ｒ ｉ（ｗ）
∂ｗｎ

＝
Ｒ ｉ（ｗ ＋ εｅｎ） － Ｒ ｉ（ｗ）

ε
， （３０）

其中， ｅｎ 是含有 ３ × Ｎ 元素的单位向量，Ｎ 是计算域划分的单元数．ｅ中第 ｎ 个元素为 １，其他都

为 ０．Ｒ ｉ 指第 ｉ 个残差方程，ｉ 为从 １ 至 ３ × Ｎ ．ε 是摄动值，取正值为前向差分，取负值为后向差

分．ε 的取值大小非常关键， 直接关系到数值 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵的计算精度．Ｏｎｕｒ 和 Ｅｙｉ 提出 ε 的取

值为［１６］

　 　 ε ＝ ２ ΣＭ ． （３１）
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ΣＭ 是计算机精度，为计算机能够识别的最小数，简单估算方法为

　 　 ΣＭ ＝ １
２ｍ， （３２）

其中， ｍ 是尾数二进制表示的最高位数．

３　 数 值 实 验

数值算例为 Ｅｖｊｅ 和 Ｆｊｅｌｄｅ 提出的经典算例：Ｚｕｂｅｒ⁃Ｆｉｎｄｌａｙ 激波管问题和复杂漂移关系质

量传输问题［８，２１］，可以代表井筒中的典型流动状态．隐式计算结果与可靠参考值、显式计算结

果对比，因为 ＤＦＭ 的原始变量为 ｐ，α ｇ，ｖｌ， 所以只对比压力剖面、气相体积系数剖面和液相流

速剖面．数值实验的目的在于检验全隐式 ＡＵＳＭＶ 算法的计算精度、稳定性和效率．为了便于分

析，下文中采用缩写形式 ＥＭ（ｅｘｐｌｉｃｉｔ ｍｅｔｈｏｄ）和 ＩＭ（ｉｍｐｌｉｃｉｔ ｍｅｔｈｏｄ）分别表示显式 ＡＵＳＭＶ 算

法和全隐式 ＡＵＳＭＶ 算法．
３．１　 Ｚｕｂｅｒ⁃Ｆｉｎｄｌａｙ 激波管问题

１） 问题描述

水平管长 １００ ｍ，管径 ０．１ ｍ，初始管内压力和各相流速在 ５０ ｍ 处存在间断，初始条件见

表 １，属于无黏可压缩气液两相瞬变流．
表 １　 Ｚｕｂｅｒ⁃Ｆｉｎｄｌａｙ 激波管问题初始条件

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ Ｚｕｂｅｒ⁃Ｆｉｎｄｌａｙ ｓｈｏｃｋ ｔｕｂｅ ｐｒｏｂｌｅｍ’ｓ ｉｎｉｔｉａｌ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

ｐ ／ Ｐａ α ｇ ｖｌ ／ （ｍ ／ ｓ） ｖｇ ／ （ｍ ／ ｓ）

ｌｅｆｔ ５０ ｍ ８０ ４５０ ０．５５ １０．３７０ １２．６５９

ｒｉｇｈｔ ５０ ｍ ２４ ２８２ ０．５５ ０．５６１ １．１８１

　 　 算例中，Ｚｕｂｅｒ⁃Ｆｉｎｄｌａｙ 漂移关系参数 Ｃ０ ＝ １．０７，ｖｔ ＝ ０．２１６ ｍ ／ ｓ ．计算中忽略摩阻，计算结束

时间为 １ ｓ， ε ｔｏｌ ＝ １ × １０ －６ ．参考值为文献［２１］采用 ＭＣ 限制器的显式 Ｒｏｅ 算法的计算结果．
２） 结果分析

空间离散 Δｘ ＝ １ ｍ，最大压力波波速 ｃｍａｘ ＝ ２５ ｍ ／ ｓ，ＥＭ 计算中 ＣＦＬ 数等于 ０．２５，０．５，即 Δｔ
＝ ０．０１，０．０２ ｓ；ＩＭ 计算中 ＣＦＬ 数等于 ０．２５，０．５，１，５，即 Δｔ ＝ ０．０１，０．０２，０．０４，０．２ ｓ，计算结果如

图 ２ 所示（全隐式 ＡＵＳＭＶ 算法 １００ 个单元与显式 ＡＵＳＭＶ 算法 １００ 个单元，结合 ＭＣ 限制器

的显式 Ｒｏｅ 算法 ３ ２００ 个单元［２１］的对比）．
Δｔ ＝ ０．０１，０．０２，０．０４ ｓ 时，在压力剖面、气相体积系数剖面和液相流速剖面中，在左、右间

断的两侧之外的非间断处，ＥＭ 和 ＩＭ 的计算结果与参考值非常吻合，计算精度高．压力剖面的

左、右间断， Δｔ ＝ ０．０１，０．０２ ｓ 时，ＥＭ 分别需要 ６ 个网格捕捉间断，计算精度高； Δｔ ＝ ０．０１，０．０２
ｓ 时，ＩＭ 分别需要 ８ 个网格捕捉间断，计算精度较高； Δｔ ＝ ０．０４ ｓ 时，ＩＭ 分别需要 １６ 个网格捕

捉间断，间断捕捉能力较好； Δｔ ＝ ０．２ ｓ 时，ＩＭ 不能完全捕捉间断，间断捕捉效果较差．气相体积

系数剖面和液相流速剖面的间断处，ＥＭ 和 ＩＭ 的间断捕捉能力与压力剖面的结果相对应，具
有一致的现象．

ＥＭ 采用 Δｔ ＝ ０．０２ ｓ 时，压力剖面、气相体积系数剖面和液相流速剖面的左侧间断处，有轻

微的数值震荡，压力剖面比较明显（线框内）， Δｔ ＝ ０．０１ ｓ 时数值震荡减弱．不同时间步长条件

下，ＩＭ 计算结果均无数值震荡存在，色散效应极微弱，稳定性更强．相同 ＣＦＬ 条件下，在间断

处，ＩＭ 的计算精度略微低于 ＥＭ ．随着时间步长的增大，在间断处，ＩＭ 的计算精度降低，间断处

被拉宽．当 Δｔ ＝ ０．２ ｓ，即 ＣＦＬ 数等于 ５ 时，气相体积系数剖面中两个间断面处明显拉宽（线框
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内），尤其是液相流速剖面的小幅间断完全抹平（线框内），表明 ＩＭ 的耗散效应随着时间步长

的增大而增大．所以，计算最大压力波波速很小的瞬变流问题时，若对计算精度要求比较高，ＩＭ
计算时，ＣＦＬ 数不宜过大．

（ａ） 压力剖面 （ｂ） 气相体积系数剖面

（ａ） Ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｐｒｏｆｉｌｅｓ （ｂ） Ｇａｓ ｖｏｌｕｍｅ ｆｒａｃｔｉｏｎ ｐｒｏｆｉｌｅｓ

（ｃ） 液相流速剖面 （ｄ） 迭代计算残差值记录

（ ｃ） Ｌｉｑｕｉｄ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｐｒｏｆｉｌｅｓ （ｄ） Ｒｅｓｉｄｕａｌ ｖａｌｕｅ ｒｅｃｏｒｄｓ ｄｕｒｉｎｇ ｉｔｅｒａｔｉｖｅ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ
图 ２　 Ｚｕｂｅｒ⁃Ｆｉｎｄｌａｙ 激波管问题计算结果剖面

Ｆｉｇ． ２　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔ ｐｒｏｆｉｌｅｓ ｆｏｒ ｔｈｅ Ｚｕｂｅｒ⁃Ｆｉｎｄｌａｙ ｓｈｏｃｋ ｔｕｂｅ ｐｒｏｂｌｅｍ

迭代计算残差值记录表明 ＩＭ 迭代计算收敛速度快，收敛残差值小．表 ２ 所示，当 ＣＦＬ 数小

于 １ 时，ＩＭ 总迭代步数是 ＥＭ 方法的 ２ 倍；提高 ＣＦＬ 数，ＣＦＬ 数等于 １，ＩＭ 的总迭代步数是 ＥＭ
在 ＣＦＬ 数等于 ０．２５ 的约 １ ／ ２，与 ＥＭ 方法在 ＣＦＬ 数等于 ０．２５ 时基本相同．ＩＭ 方法 ＣＦＬ 数等于

５ 的总迭代步数是 ＥＭ 在 ＣＦＬ 数等于 ０．２５ 的约 １ ／ ５，是 ＥＭ 在 ＣＦＬ 数等于 ０．５ 的 ９ ／ ２５．ＩＭ 方法

的迭代总步数减少明显．
ＣＰＵ 时间方面，ＣＦＬ 数等于 ０．２５，ＩＭ 的 ＣＰＵ 时间约是 ＥＭ 的 ２８ 倍；ＣＦＬ 数等于 ０．５，ＩＭ 的

ＣＰＵ 时间约是 ＥＭ 的 １９ 倍．因此，当 ＣＦＬ 数小于 １ 时，ＩＭ 的计算效率远低于 ＥＭ 方法． ＩＭ 在

ＣＦＬ 数等于 １ 的 ＣＰＵ 时间是 ＥＭ 在 ＣＦＬ 数等于 ０．２５ 的约 ５ 倍，是 ＥＭ 在 ＣＦＬ 数等于 ０．５ 的约

７．６ 倍；ＩＭ 在 ＣＦＬ 数等于 ５ 的 ＣＰＵ 时间是 ＥＭ 在 ＣＦＬ 数等于 ０．２５ 的约 １．６ 倍，是 ＥＭ 在 ＣＦＬ
数等于 ０．５ 的约 ２．５ 倍．Ｚｕｂｅｒ⁃Ｆｉｎｄｌａｙ 激波管问题中，ＣＦＬ 数等于 ５，ＩＭ 的计算效率仍低于 ＥＭ ．

上述分析表明，Ｚｕｂｅｒ⁃Ｆｉｎｄｌａｙ 激波管问题中，相比 ＥＭ，ＩＭ 并未明显提高计算效率．原因在

于本算例中，气相体积系数大，最大压力波波速 ｃｍａｘ ＝ ２５ ｍ ／ ｓ，计算时间短，仅为 １ ｓ，ＥＭ 中时间
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步长取值较大，而 ＩＭ 时间步长的增大幅度有限．虽然，ＩＭ 的总迭代步数减少，但是每一迭代步

的计算量大（计算数值 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵），小幅增大时间步长取值，不能体现 ＩＭ 的优势．
表 ２　 Ｚｕｂｅｒ⁃Ｆｉｎｄｌａｙ 激波管问题 ＥＭ 和 ＩＭ 计算效率对比

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ ｂｅｔｗｅｅｎ ＥＭ ａｎｄ ＩＭ ｆｏｒ ｔｈｅ Ｚｕｂｅｒ⁃Ｆｉｎｄｌａｙ ｓｈｏｃｋ ｔｕｂｅ ｐｒｏｂｌｅｍ

ＣＦＬ Δｔ ／ ｓ ｓｃｈｅｍｅ ｉｔｅｒａｔｉｏｎ ｓｔｅｐ ｔｏｔａｌ ｍＴ ＣＰＵ ｔｉｍｅ ＴＣＰＵ ／ ｓ

０．２５ ０．０１
ＥＭ １００ ０．１６３ ０３３

ＩＭ ２００ ４．６８０ ５２５

０．２５ ０．０２
ＥＭ ５０ ０．１０６ ８３６

ＩＭ １００ ２．０７５ ７２６

１ ０．０４ ＩＭ ５１ ０．８１２ ３８５

５ ０．２ ＩＭ １８ ０．２６５ ９５２

３．２　 复杂漂移关系变质量流动问题

１） 问题描述

水平管长 １ ０００ ｍ，管径 ０．１ ｍ，管内初始为纯液相（初始 α ｇ ＝ １ × １０ －７） ．出口压力保持为

１×１０５ Ｐａ，入口质量流量均为线性变化，见表 ３．
表 ３　 各相入口质量流量变化

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｃｈａｎｇｅ ｏｆ ｉｎｌｅｔ ｍａｓｓ ｆｌｏｗ ｆｏｒ ｅａｃｈ ｐｈａｓｅ

ｔｉｍｅ Ｔ ／ ｓ ｌｉｑｕｉｄ ｍａｓｓ ｆｌｏｗ ｒａｔｅ Ｑｌｍ ／ （ｋｇ ／ ｓ） ｇａｓ ｍａｓｓ ｆｌｏｗ ｒａｔｅ Ｑｇｍ ／ （ｋｇ ／ ｓ）

０ ０ ０

１０ １２ ０．０８

５０ １２ ０．０８

７０ １２ ０

１７５ １２ ０

　 　 漂移速度是关于气体体积系数的函数，为非线性速度滑移关系，气体分布系数仍是常数．

　 　 Ｃ０ ＝ １， ｖｔ ＝ ０．５ × １ － α ｇ ． （３３）
该算例属于黏性可压缩气液两相变质量流动问题，液、气相黏度分别为 μ ｌ ＝ ５ × １０ －２ Ｐａ·ｓ， μ ｇ ＝
５ × １０ －６ Ｐａ·ｓ，运动方程中重力分量和动阻力分量分别表示为

　 　 ｑｇ ＝ （ρ ｌα ｌ ＋ ρ ｇα ｇ）ｇｓｉｎ（θ）， （３４）

　 　 ｑｆ ＝
３２ｖｍ（μ ｌα ｌ ＋ μ ｇα ｇ）

ｄ２ ， （３５）

式中， ｄ 为管道内径，ｍ ．
计算结束时间为 １７５ ｓ，参考值为文献［２１］采用 ＭＣ 限制器的显式 Ｒｏｅ 算法的计算结果．
２） 结果分析

空间离散 Δｘ ＝ １０ ｍ，最大压力波波速 ｃｍａｘ ＝ １ ０００ ｍ ／ ｓ，ＥＭ 计算中 ＣＦＬ 数等于 ０．２５，０．５，即
Δｔ ＝ ０．００２ ５，０．００５ ｓ；ＩＭ 计算中 ＣＦＬ 数等于 １０，１００，即 Δｔ ＝ ０．１，１ ｓ，计算结果如图 ３ 所示（全
隐式 ＡＵＳＭＶ 算法 １００ 个单元与显式 ＡＵＳＭＶ 算法 １００ 个单元，结合 ＭＣ 限制器的显式 Ｒｏｅ 算

法 ３ ２００ 个单元［２１］的对比）．
压力剖面中，没有间断，ＥＭ 在 ＣＦＬ 数等于 ０．２５，０．５ 的计算结果，以及 ＩＭ 在 ＣＦＬ 数等于

１０ 的计算结果，都与参考值非常吻合，计算精度高；ＣＦＬ 数等于 １００ 时，ＩＭ 在 ５５０ ｍ 之后的计

算结果与参考值非常吻合，在 ５５０ ｍ 之前的计算结果与参考值吻合较好，略小于其他计算结

果，计算精度较高．气相体积系数剖面中，参考值显示，管道中部有强物理间断，即中部气相体
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积系数较大，而管道两侧气相体积系数基本为零，为纯液相．在 ５５０ ｍ 之前，ＥＭ 和 ＩＭ 的计算结

果几乎一致，与参考值吻合良好，没有数值震荡；在 ５５０ ｍ 之后，ＩＭ 在 ＣＦＬ 数等于 １００ 的计算

结果略大于其他计算结果，所有计算结果与参考值吻合良好．气相体积系数剖面的左、右间断，
ＥＭ 和 ＩＭ 均分别需要 １８ 个网格捕捉间断，间断捕捉精度良好．液相流速剖面中，在 ５５０ ｍ 之

前，ＥＭ 和 ＩＭ 的计算结果都与参考值吻合良好；在 ５５０ ｍ 之后 ＥＭ 和 ＩＭ 的计算结果都稍大于

参考值．本算例中，ＥＭ 和 ＩＭ 的计算结果都与参考值吻合良好，尤其是压力剖面，计算精度高．
计算结果表明：黏性流动变质量流动问题，ＩＭ 计算精度高，即使 ＣＦＬ 数等于 １００ 时仍可以

准确捕捉间断，耗散效应随着时间步长的增大而增长微弱．

（ａ） 压力剖面 （ｂ） 气相体积系数剖面

（ａ） Ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｐｒｏｆｉｌｅｓ （ｂ） Ｇａｓ ｖｏｌｕｍｅ ｆｒａｃｔｉｏｎ ｐｒｏｆｉｌｅｓ

（ｃ） 液相流速剖面 （ｄ） 迭代计算残差值记录

（ｃ） Ｌｉｑｕｉｄ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｐｒｏｆｉｌｅｓ （ｄ） Ｒｅｓｉｄｕａｌ ｖａｌｕｅ ｒｅｃｏｒｄｓ ｄｕｒｉｎｇ ｉｔｅｒａｔｉｖｅ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ
图 ３　 复杂漂移关系变质量流动问题计算结果剖面

Ｆｉｇ． ３　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔ ｐｒｏｆｉｌｅｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｖａｒｉａｂｌｅ ｍａｓｓ ｆｌｏｗ ｐｒｏｂｌｅｍ ｉｎ ｃｏｍｐｌｅｘ ｄｒｉｆｔ ｒｅｌａｔｉｏｎ

迭代计算残差值记录表明 ＩＭ 迭代计算收敛速度快，收敛残差值小．表 ４ 显示，ＩＭ 在 ＣＦＬ
数等于 １０ 时，总迭代步数是 ＥＭ 在 ＣＦＬ 数等于 ０．２５ 的约 １ ／ ４０，是 ＥＭ 在 ＣＦＬ 数等于 ０．５ 的约

１ ／ ２０；ＩＭ 在 ＣＦＬ 数等于 １００ 时，总迭代步数是 ＥＭ 在 ＣＦＬ 数等于 ０．２５ 的约 １ ／ ２５０，是 ＥＭ 在

ＣＦＬ 数等于 ０．５ 的约 １ ／ １２５．显然，ＩＭ 可以大幅降低总迭代计算步．ＣＰＵ 时间方面，ＣＦＬ 数等于

１００ 时，ＩＭ 是 ＥＭ 在 ＣＦＬ 数等于 ０．２５ 的约 １ ／ １０，是 ＥＭ 在 ＣＦＬ 数等于 ０．５ 的约 １ ／ ５，大幅提高

了计算效率．
上述分析表明， 复杂漂移关系变质量流动问题， 通过大幅增大时间步长， ＩＭ 的计算效率
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显著提高， 且 ＣＦＬ 数等于 １００ 时计算精度仍然较高．原因在于本算例中，最大压力波波速 ｃｍａｘ

＝ １ ０００ ｍ ／ ｓ，ＥＭ 的时间步长取值很小，ＩＭ 在 ＣＦＬ 数等于 １００ 的时间步长是 ＥＭ 在 ＣＦＬ 数等于

０．２５ 的 ４００ 倍，体现了 ＩＭ 通过大幅增大时间步长而提高计算效率的优势．
表 ４　 复杂漂移关系变质量流动问题 ＥＭ 和 ＩＭ 计算效率对比

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ ｂｅｔｗｅｅｎ ＥＭ ａｎｄ ＩＭ ｆｏｒ ｔｈｅ
ｖａｒｉａｂｌｅ ｍａｓｓ ｆｌｏｗ ｐｒｏｂｌｅｍ ｉｎ ｃｏｍｐｌｅｘ ｄｒｉｆｔ ｒｅｌａｔｉｏｎ

ＣＦＬ Δｔ ／ ｓ ｓｃｈｅｍｅ ｉｔｅｒａｔｉｏｎ ｓｔｅｐ ｔｏｔａｌ ｍＴ ＣＰＵ ｔｉｍｅ ＴＣＰＵ ／ ｓ

０．２５ ０．００２ ５ ＥＭ ７０ ０００ ６２．６６９ ６２９

０．５ ０．００５ ＥＭ ３５ ０００ ３１．１３１ ５５１

１０ ０．１ ＩＭ １ ７７２ ６８．７０８ ９３５

１００ １ ＩＭ ２９１ ６．０８７ ００７

４　 结　 　 论

本文建立了一种一维 ＤＦＭ 的一阶全隐式 ＡＵＳＭＶ 算法，该算法采用全隐式 ＡＵＳＭＶ 格式

构建控制方程组的数值通量，同位网格离散，并采用六阶 Ｎｅｗｔｏｎ 法结合数值 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵求解

离散方程组．通过经典算例验证，该全隐式 ＡＵＳＭＶ 算法具有以下特点：
１） 色散效应小，没有数值振荡；
２） 非黏性激波流动中，ＣＦＬ 数较小时，计算精度较高，随着 ＣＦＬ 数的增大，耗散效应明显

增大，若时间步长取值过大，间断会被拉宽或抹平，降低间断捕捉精度；
３） 黏性流体变质量流量流动中，耗散效应随着 ＣＦＬ 数的增大而微弱增大，时间步长取值

较大，间断没有被拉宽或抹平，能够精确地描述间断，计算精度高；
４） 压力波波速较大的问题中，通过大幅增大时间步长，可以显著增大计算效率．
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