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基于 ４ 变量精确平板理论的剪切效应分析
∗
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摘要：　 由于中厚板壳结构或者复合材料板壳结构中横向剪切模量与面内伸缩模量之比较低，剪
切效应对其结构力学行为的影响较为严重．该文基于 ４ 变量精确平板理论（ ｒｅｆｉｎｅｄ ｐｌａｔｅ ｔｈｅｏｒｙ，
ＲＰＴ），对平板弯曲过程中的剪切效应进行了分析和讨论．首先对 ＲＰＴ 进行了简要的介绍，然后以

受横向均布载荷的四边简支矩形板为例，进行了无量纲的数值计算，着重讨论了平板的几何尺寸

和性质对其剪切效应的影响：剪切效应随着厚度增加而加强，尤其是当宽厚比小于 １０ 以后，剪切

效应会迅速加强；剪切效应随横向剪切模量与面内伸缩模量的比值减小而增强；在同种条件下，
“剪切”挠度在正交各向异性板中的比重始终大于其在各向同性板中的比重，并且平板越厚或者长

宽比越大，两种板的剪切效应差异性越大；各向同性板中的剪切效应受长宽比的变化表现得更加

敏感，其“剪切”挠度比重随长宽比的增大而持续减小，而正交各向异性板中的“剪切”挠度比重则

呈现出先减小后增大的趋势．研究结果可为提高板壳结构弯曲分析的准确性提供参考．
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引　 　 言

对于薄板小挠度弯曲问题，我们可以忽略横向剪切效应，进而采用经典平板理论（ｃｌａｓｓｉｃａｌ
ｐｌａｔｅ ｔｈｅｏｒｙ，ＣＰＴ）就可以得到合理的结果．但是对于中厚板结构，横向剪切效应对其结果的精

确性影响很大．另外，随着复合材料等新材料的不断出现，横向剪切应力和应变对其力学行为

影响很大［１］ ．因此，在对中厚板尤其是复合材料组成的中厚板结构的弯曲分析中，横向剪切效

应是需要被慎重考虑的一个因素．
到目前为止，已经出现了多种不同形式的考虑横向剪切变形的板壳理论． Ｒｅｉｓｓｎｅｒ［２］ 和

Ｍｉｎｄｌｉｎ［３］假设横向剪切应力是沿厚度方向的一个常量，从而考虑横向剪切效应，提出了一阶

剪切变形理论（ｆｉｒｓｔ⁃ｏｒｄｅｒ ｓｈｅａｒ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｔｈｅｏｒｙ，ＦＳＤＴ）；一部分学者将位移函数展开成高阶

项的 Ｔａｙｌｏｒ（泰勒）级数，提出高阶剪切变形理论（ｈｉｇｈｅｒ⁃ｏｒｄｅｒ ｓｈｅａｒ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｔｈｅｏｒｙ，ＨＳＤＴ），
这其中包括 Ｌｉｂｒｅｓｃｕ［４］、 Ｌｅｗｉｓ⁃Ｄｕａｒｔｅ 等［５］、Ｒｅｄｄｙ［６⁃７］等；还有一部分学者将平板沿厚度方向的

位移分解成两部分，一部分是由弯曲变形引起的位移，另一部分是由剪切变形引起的位移，并
且将这两种变形引起的位移视为两个独立的物理量（本文将这种观点的理论统称为精确平板

理论，ＲＰＴ）．这种方法最早是由 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ［８］ 提出来的，随后相继由 Ｄｏｎｎｅｌｌ［９］、Ｄａｖｉｄｓｏｎ 和
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Ｍｅｉｅｒ［１０］、Ａｎｄｅｒｓｏｎ［１１］、 Ｊａｃｏｂｓｅｎ［１２］、Ｈｕｆｆｉｎｇｔｏｎ［１３］、Ａｌｌｅｎ 等［１４］、Ｍｕｒｔｙ［１５］、 Ｓｅｎｔｈｉｌｎａｔｈａｎ 等［１６］、
Ｚｅｎｋｅｒｔ［１７］、Ｈａｎ 等［１８］采用．近十几年来又有 Ｓｈｉｍｐｉ［１９］、Ｓｅｎｊａｎｏｖｉｃ􀲅等［２０⁃２１］、Ｖｏ 和 Ｔｈａｉ［２２⁃２３］ 分别

采用．Ｅｎｄｏ 和 Ｋｉｍｕｒａ ［２４］、Ｓｈｉｍｐｉ 等［２５］、Ｔｈａｉ 和 Ｃｈｏｉ ［２６⁃２７］、Ｋｏłａｋｏｗｓｋｉ 和 Ｋｒóｌａｋ［２８］ 基于这种观

点提出新的一阶剪切变形理论．Ｅｎｄｏ［２９⁃３１］ 对 ＲＰＴ 和 ＦＳＤＴ 做了详尽的对比分析和讨论．例如

Ｅｎｄｏ 在文献［２９］中给出了由两种理论计算得到的固有频率，ＲＰＴ 的计算值始终大于 ＦＳＤＴ 的

计算值，并且其差异性会随着平板厚度的增加而变大，并且最后解释了其差异性的出现是因为

ＲＰＴ 相对于 ＦＳＤＴ 具有更严格的变形自由度．Ｅｎｄｏ［３１］ 还给出这样的结论：ＦＳＤＴ 可以完整地考

虑横向弯曲和面内弯曲效应，而 ＲＰＴ 能考虑完整的横向剪切和部分的面内剪切．换句话说，不
同的剪切变形理论对于剪切效应的考虑程度是不同的，这势必会导致最终结果的差异，而且这

种差异性在剪切效应严重的平板中（例如中厚板或者复合材料板）将变得尤为明显．因此，对平

板弯曲过程中的剪切效应进行系统的分析和讨论，不仅可以为工程中板壳结构分析准确性的

提高提供必要的理论支持和帮助，而且也能为剪切变形板壳理论的完善提供一定的帮助．
本文采用 ４ 变量 ＲＰＴ［３２］，对平板弯曲过程中的剪切效应进行了分析和讨论．同 ＦＳＤＴ 相

比，ＲＰＴ 在计算过程中不需要引入剪切修正因子，且用于建立有限元板单元时不会出现剪切

自锁现象［３０］；同 ＨＳＤＴ 相比，ＲＰＴ 的未知变量较少；更主要的是 ＲＰＴ 将挠度分解成“弯曲挠

度”和“剪切挠度”独立的两部分，因此可以很容易地对剪切变形效应的大小进行分析和讨论．
这也是本文采用 ＲＰＴ 来进行平板剪切效应讨论的依据和原因．本文首先对 ＲＰＴ 进行了简要的

介绍，呈现了其控制方程的推导．然后， 以受横向均布载荷的四边简支矩形板为例， 采用 Ｎａｖｉ⁃
ｅｒ 解析解．最后， 进行了无量纲的数值计算， 着重讨论了平板的几何尺寸和性质对其剪切效应

的影响．

１　 ４ 变量 ＲＰＴ
图 １ 为矩形板示意图，长度为 ｂ，宽度为 ａ，厚度为 ｈ，三边满足关系 ｈ ＜ ａ≤ ｂ，以中面 ｘＯｙ

为坐标面建立直角坐标系．

图 １　 矩形板结构示意图

Ｆｉｇ． １　 Ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎ ｏｆ ａ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｐｌａｔｅ

１．１　 基本方程

本文采用的 ４ 变量 ＲＰＴ［３２⁃３３］是在 Ｓｈｉｍｐｉ［１９］的 ２ 变量 ＲＰＴ 基础上推广而来，Ｓｈｉｍｐｉ 的 ２ 变

量 ＲＰＴ 有如下假设：① 平板中各点的位移相对于板厚很小，因此所涉及的应变是无穷小的；
② 面内和横向位移都包括弯曲和剪切部分；③ 面内位移的弯曲部分与经典平板理论相似；④
由面内位移的剪切部分导出的剪切变形表现为抛物线形．基于以上假设，４ 变量 ＲＰＴ 给出的位

移场为
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其中 ｆ（ ｚ） ＝ － ｚ ／ ４ ＋ ５ｚ３ ／ （３ｈ２），Ｕ，Ｖ，Ｗ 分别为平板内任意一点沿坐标轴 ｘ，ｙ，ｚ 方向的位移；ｕ，ｖ
为平板中面内一点沿坐标轴 ｘ，ｙ 方向的位移；ｗｂ 和 ｗｓ 分别为横向位移的弯曲部分和剪切部

分；ｈ 是平板厚度．很显然，ＲＰＴ 同样认为横向位移沿厚度方向不变，即同样不考虑厚度的变化．
可以清楚地发现，ＲＰＴ 的位移场和 ＣＰＴ 的位移场根本区别就是 ＲＰＴ 多了 ｗｓ 部分，如果把 ｗｓ

去掉，则二者将完全一样．
应用小变形理论，可以得到位移几何关系：
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本文将对各向同性板和正交各向异性板进行讨论，采用线弹性本构关系：
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对于各向同性板：

０７２１ 基于 ４ 变量精确平板理论的剪切效应分析
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其中， Ｅ 和 μ 分别为各向同性板的弹性模量和 Ｐｏｉｓｓｏｎ（泊松）比．
对于正交各向异性板，其弹性对称面平行于 ｘＯｙ 平面：
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其中， Ｅ１１，Ｅ２２ 是弹性模量，Ｇ１２，Ｇ１３，Ｇ２３ 是剪切模量，μ１２，μ２１ 是 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比．本文中假设 Ｇ１２ ＝ Ｇ１３

＝ Ｇ２３ ．
由虚功原理可以推导出由位移变量表示的控制方程［３４］
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２２

∂４ｗｓ

∂ｘ４
＋ ｑ ＝ ０， （１１）

　 　 Ｂｓ
１１

∂３ｕ
∂ｘ３

＋ （Ｂｓ
１２ ＋ ２Ｂｓ

６６）
∂３ｕ

∂ｘ∂ｙ２
＋ （Ｂｓ

１２ ＋ ２Ｂｓ
６６）

∂３ｖ
∂ｘ２∂ｙ

＋ Ｂｓ
２２

∂３ｖ
∂ｙ３

－

　 　 　 　 Ｄｓ
１１

∂４ｗｂ

∂ｘ４
－ ２（Ｄｓ

１２ ＋ ２Ｄｓ
６６）

∂４ｗｂ

∂ｘ２∂ｙ２
－ Ｄｓ

２２

∂４ｗｂ

∂ｙ４
－ Ｈｓ

１１

∂４ｗｓ

∂ｘ４
－

　 　 　 　 ２（Ｈｓ
１２ ＋ ２Ｈｓ

６６）
∂４ｗｓ

∂ｘ２∂ｙ２
－ Ｈｓ

２２

∂４ｗｓ

∂ｘ４
＋ Ａｓ

５５

∂２ｗｓ

∂ｘ２
＋ Ａｓ

４４

∂２ｗｓ

∂ｙ２
＋ ｑ ＝ ０， （１２）

其中， Ａｉｊ，Ｂ ｉｊ 等为平板的刚度系数，定义如下：

　 　 （Ａｉｊ，Ａｓ
ｉｊ，Ｂ ｉｊ，Ｂｓ

ｉｊ，Ｄｉｊ，Ｄｓ
ｉｊ，Ｈｓ

ｉｊ） ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

（１，ｇ２，ｚ， ｆ，ｚ２， ｆｚ， ｆ２）Ｑｉｊｄｚ， （１３）

控制方程的详细推导可以参考文献［３４］．
１．２　 ＲＰＴ 理论的 Ｎａｖｉｅｒ 解

本文中，矩形板的四边均为简支，则有

　 　 ｖ（０，ｙ） ＝ ｗｂ（０，ｙ） ＝ ｗｓ（０，ｙ） ＝
∂ｗｂ

∂ｙ
（０，ｙ） ＝

∂ｗｓ

∂ｙ
（０，ｙ） ＝ ０， （１４）

　 　 ｖ（ａ，ｙ） ＝ ｗｂ（ａ，ｙ） ＝ ｗｓ（ａ，ｙ） ＝
∂ｗｂ

∂ｙ
（ａ，ｙ） ＝

∂ｗｓ

∂ｙ
（ａ，ｙ） ＝ ０， （１５）
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　 　 Ｎｘ（０，ｙ） ＝ Ｍｂ
ｘ（０，ｙ） ＝ Ｍｓ

ｘ（０，ｙ） ＝ Ｎｘ（ａ，ｙ） ＝ Ｍｂ
ｘ（ａ，ｙ） ＝ Ｍｓ

ｘ（ａ，ｙ） ＝ ０， （１６）

　 　 ｕ（ｘ，０） ＝ ｗｂ（ｘ，０） ＝ ｗｓ（ｘ，０） ＝
∂ｗｂ

∂ｘ
（ｘ，０） ＝

∂ｗｓ

∂ｘ
（ｘ，０） ＝ ０， （１７）

　 　 ｕ（ｘ，ｂ） ＝ ｗｂ（ｘ，ｂ） ＝ ｗｓ（ｘ，ｂ） ＝
∂ｗｂ

∂ｘ
（ｘ，ｂ） ＝

∂ｗｓ

∂ｘ
（ｘ，ｂ） ＝ ０， （１８）

　 　 Ｎｙ（ｘ，０） ＝ Ｍｂ
ｙ（ｘ，０） ＝ Ｍｓ

ｙ（ｘ，０） ＝ Ｎｙ（ｘ，ｂ） ＝ Ｍｂ
ｙ（ｘ，ｂ） ＝ Ｍｓ

ｙ（ｘ，ｂ） ＝ ０． （１９）
将位移 ｕ，ｖ，ｗｂ，ｗｓ 展开成三角级数：

　 　

ｕ
ｖ
ｗｂ

ｗｓ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïï

＝ ∑
¥

ｍ ＝ １
∑

¥

ｎ ＝ １

Ｕｍｎｃｏｓ（λｘ）ｓｉｎ（μｙ）
Ｖｍｎｓｉｎ（λｘ）ｃｏｓ（μｙ）
Ｗｂｍｎｓｉｎ（λｘ）ｓｉｎ（μｙ）
Ｗｓｍｎｓｉｎ（λｘ）ｓｉｎ（μｙ）

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïï

， （２０）

其中 Ｕｍｎ，Ｖｍｎ，Ｗｂｍｎ 和 Ｗｓｍｎ 为待求系数，λ ＝ ｍπ ／ ａ，μ ＝ ｎπ ／ ｂ ．
同样外力可以展开成三角级数：

　 　 ｑ（ｘ，ｙ） ＝ ∑
¥

ｍ ＝ １
∑

¥

ｎ ＝ １
ｑｍｎｓｉｎ（λｘ）ｓｉｎ（μｙ）， （２１）

对于正弦分布力：
　 　 ｍ ＝ ｎ ＝ １， ｑ１１ ＝ ｑ０， （２２）

其中 ｑ０ 为作用在板中心的载荷集度．
对于载荷集度 ｑ０ 为均布力：

　 　 ｑｍｎ ＝
１６ｑ０

π２ｍｎ
， ｍ，ｎ ＝ １，３，…，

０， ｍ，ｎ ＝ ２，４，… ．

ì

î

í

ïï

ïï

（２３）

将式（１４） ～ （２３）中的对应项代入式（６） ～ （１２）中，得到

　 　

ａ１１ ａ１２ ａ１３ ａ１４

ａ１２ ａ２２ ａ２３ ａ２４

ａ１３ ａ３２ ａ３３ ａ３４

ａ１４ ａ２４ ａ４３ ａ４４

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

Ｕｍｎ

Ｖｍｎ

Ｗｂｍｎ

Ｗｓｍｎ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïï

＝

０
０
ｑｍｎ

ｑｍｎ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïï

， （２４）

其中

　 　

ａ１１ ＝ Ａ１１λ２ ＋ Ａ６６μ２， ａ１２ ＝ λμ（Ａ１２ ＋ Ａ６６），

ａ１３ ＝ － λ［Ｂ１１λ２ ＋ （Ｂ１２ ＋ ２Ｂ６６）μ２］，

ａ１４ ＝ － λ［Ｂｓ
１１λ２ ＋ （Ｂｓ

１２ ＋ ２Ｂｓ
６６）μ２］，

ａ２２ ＝ Ａ６６λ２ ＋ Ａ２２μ２，

ａ２３ ＝ － μ［（Ｂ１２ ＋ ２Ｂ６６）λ２ ＋ Ｂ２２μ２］，

ａ２４ ＝ － μ［（Ｂｓ
１２ ＋ ２Ｂｓ

６６）λ２ ＋ Ｂｓ
２２μ２］，

ａ３３ ＝ Ｄ１１λ４ ＋ ２（Ｄ１２ ＋ ２Ｄ６６）λ２μ２ ＋ Ｄ２２μ４，

ａ３４ ＝ Ｄｓ
１１λ４ ＋ ２（Ｄｓ

１２ ＋ ２Ｄｓ
６６）λ２μ２ ＋ Ｄｓ

２２μ４，

ａ４４ ＝ Ｈｓ
１１λ４ ＋ ２（Ｈｓ

１２ ＋ ２Ｈｓ
６６）λ２μ２ ＋ Ｈｓ

２２μ４ ＋ Ａｓ
５５λ２ ＋ Ａｓ

４４μ２ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

（２５）
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２　 数值结果及其讨论

２．１　 ＲＰＴ 理论合理性的验证

本小节首先对 ＲＰＴ 的合理性进行简要的讨论，以各向同性矩形板 （μ ＝ ０．３） 为例，其四边

为简支约束，所受外力为垂直于板面的均布载荷 ｑ０， 将所得挠度和应力结果与经典理论 ＣＰＴ、
剪切变形理论 ＦＳＤＴ 和 ＨＳＤＴ 以及有限元（ＡＢＡＱＵＳ）计算结果进行比较．其中 ＣＰＴ、ＦＳＤＴ、ＨＳ⁃
ＤＴ 的结果均采用 Ｒｅｄｄｙ［６］的计算结果，有限元结果参考 Ｔｈａｉ 等［３５］的计算结果，见表 １．为了便

于分析和讨论，所有结果均采用无量纲化，定义如下：

　 　
Ｗ
－
＝
Ｅ１１ｈ３

ｑ０ａ４ Ｗ ａ
２
， ｂ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， σ－ ｉ ＝

ｈ２

ｑ０ａ２ σｉ
ａ
２
， ｂ
２
， ｈ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 　 ｉ ＝ ｘ，ｙ，

σ－ ｘｙ ＝
ｈ２

ｑ０ａ２ σｘｙ ０，０， ｈ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， σ－ ｙｚ ＝

ｈ
ｑ０ａ

σｙｚ
ａ
２
，０，０æ

è
ç

ö

ø
÷ ， σ－ ｘｚ ＝

ｈ
ｑ０ａ

σｘｚ ０， ｂ
２
，０æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（２６）

若给定长宽比 ｂ ／ ａ， 采用式（２６）的无量纲形式，则由 ＣＰＴ 得到的挠度和应力将为一常数．
当 ｂ ／ ａ ＝ １ 时，由 ＣＰＴ 计算得到的无量纲挠度恒为 ０．０４４ ４，当 ｂ ／ ａ ＝ ２ 时，则恒为 ０．１１０ ６．而在

中厚板情况下，如 ａ ／ ｈ ＝ ５或 ａ ／ ｈ ＝ １０，由剪切变形理论 ＦＳＤＴ、ＨＳＤＴ 以及 ＲＰＴ 计算得到的挠度

值都大于 ＣＰＴ 的理论值，这充分说明了这 ３ 种剪切变形理论都考虑了板在弯曲过程的剪切变

形．并且 ＲＰＴ 的计算值与另外两种剪切平板理论 ＦＳＤＴ、ＨＳＤＴ 的计算值以及有限元结果都相

当吻合，这也就说明了 ＲＰＴ 理论的合理性．
表 １　 均布载荷作用下四边简支各向同性矩形板的无量纲挠度和应力 （ｂ ＝ ａ，μ ＝ ０．３）

Ｔａｂｌｅ １　 Ｎｏｎ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｓｔｒｅｓｓｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｉｓｏｔｒｏｐｉｃ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｐｌａｔｅ

ｓｕｂｊｅｃｔｅｄ ｔｏ ｕｎｉｆｏｒｍｌｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ｌｏａｄ （ｂ ＝ ａ， μ ＝ ０．３）

ａ ／ ｈ ｍｅｔｈｏｄ Ｗ
－ σ－ ｘ σ－ ｙ σ－ ｘｙ σ－ ｙｚ σ－ ｘｚ

５

ＡＢＡＱＵＳ［３５］ ０．０５３ ６ ０．２８７ ２ ０．２８７ ２ ０．１９４ ５

ＣＰＴ［６］ ０．０４４ ４ ０．２８７ ３ ０．２８７ ３ ０．１９４ ６ ０（０．４９０ ９） ０（０．４９０ ９）

ＦＳＤＴ［６］ ０．０５３ ６ ０．２８７ ３ ０．２８７ ３ ０．１９４ ６ ０．３９２ ８ ０．３９２ ８

ＨＳＤＴ［６］ ０．０５３ ５ ０．２９４ ４ ０．２９４ ４ ０．２１１ ２ ０．４８４ ０ ０．４８４ ０

ＲＰＴ ０．０５３ ５ ０．２９４ ４ ０．２９４ ４ ０．２１１ ０ ０．４８３ ７ ０．４８３ ７

１０

ＡＢＡＱＵＳ［３５］ ０．０４６ ７ ０．２８７ ２ ０．２８７ ２ ０．１９４ ５

ＣＰＴ［６］ ０．０４４ ４ ０．２８７ ３ ０．２８７ ３ ０．１９４ ６ ０（０．４９０ ９） ０（０．４９０ ９）

ＦＳＤＴ［６］ ０．０４６ ７ ０．２８７ ３ ０．２８７ ３ ０．１９４ ６ ０．３９２ ８ ０．３９２ ８

ＨＳＤＴ［６］ ０．０４６ ７ ０．２８９ ０ ０．２８９ ０ ０．１９９ ０ ０．４８９ ０ ０．４８９ ０

ＲＰＴ ０．０４６ ７ ０．２８９ ０ ０．２８９ ０ ０．１９９ ０ ０．４８８ ９ ０．４８８ ９

１００

ＡＢＡＱＵＳ［３５］ ０．０４４ ４ ０．２８７ ３ ０．２８７ ３ ０．１９４ ５

ＣＰＴ［６］ ０．０４４ ４ ０．２８７ ３ ０．２８７ ３ ０．１９４ ６ ０（０．４９０ ９） ０（０．４９０ ９）

ＦＳＤＴ［６］ ０．０４４ ４ ０．２８７ ３ ０．２８７ ３ ０．１９４ ６ ０．３９２ ８ ０．３９２ ８

ＨＳＤＴ［６］ ０．０４４ ４ ０．２８７ ３ ０．２８７ ３ ０．１９４ ７ ０．４９０ ９ ０．４９０ ９

ＲＰＴ ０．０４４ ４ ０．２８７ ３ ０．２８７ ３ ０．１９４ ７ ０．４９０ ９ ０．４９０ ９

　 　 通过对比观察几种不同方法计算得到的应力值，也会发现类似的规律．不过这里需要注意

的是平板的横向剪应力 σ－ ｙｚ 和 σ－ ｘｚ， 表 １ 中的这两种应力都是由本构方程计算得到的．但是我们

知道，由于经典理论 ＣＰＴ 中假设条件的限制， σ－ ｙｚ 和 σ－ ｘｚ 不能直接由本构方程计算得到，只能通
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过平衡方程计算得到，所以表 １ 中对应 ＣＰＴ 的无量纲剪应力 σ－ ｙｚ 和 σ－ ｘｚ 为 ０．为了对比，表 １ 中

括号里给出了由 ＣＰＴ 理论平衡方程计算得到的横向剪应力值．由于 Ｓｈｉｍｐｉ 等已经对 ＲＰＴ 的合

理性、有效性作了详尽的分析和讨论，本文就不再过多的对其讨论，对于正交各向异性板的结

果可以参考文献［１］．
２．２　 剪切变形效应的讨论

２．２．１　 各向同性板

表 ２ 给出了基于 ＲＰＴ 理论，四边简支的各向同性板 （μ ＝ ０．３） 在均布载荷作用下，“弯曲”
挠度和“剪切”挠度占总挠度比例的分布情况，并且同样给出了 ＣＰＴ 的计算结果以便于进行对

比．为了更直观地展示其特性，将表中的数据以曲线的形式展现出来，如图 ２、３．
表 ２　 均布载荷作用下“弯曲”挠度和“剪切”挠度在总挠度中的比例（各向同性板， μ ＝ ０．３）

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｒｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ “ｂｅｎｄｉｎｇ” ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ “ｓｈｅａｒ” ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｉｎ ｔｈｅ ｔｏｔａｌ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｕｎｄｅｒ

ｕｎｉｆｏｒｍｌｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ｌｏａｄ （ａｎ ｉｓｏｔｒｏｐｉｃ ｐｌａｔｅ， μ ＝ ０．３）

ｂ ／ ａ ａ ／ ｈ
ＣＰＴ

Ｗ
－

ＲＰＴ

Ｗ
－ ｗ－ ｂ （ｗ－ ｂ ／ Ｗ

－
） ／ ％ ｗ－ ｓ （ｗ－ ｓ ／ Ｗ

－
） ／ ％

１

２ ０．０４４ ４ ０．１００ ８ ０．０４４ ４ ４３．９９ ０．０５６ ５ ５６．０１

４ ０．０４４ ４ ０．０５８ ７ ０．０４４ ４ ７５．６２ ０．０１４ ３ ２４．３８

６ ０．０４４ ４ ０．０５０ ７ ０．０４４ ４ ８７．４４ ０．００６ ４ １２．５６

８ ０．０４４ ４ ０．０４７ ９ ０．０４４ ４ ９２．５２ ０．００３ ６ ７．４８

１０ ０．０４４ ４ ０．０４６ ７ ０．０４４ ４ ９５．０８ ０．００２ ３ ４．９２

１２ ０．０４４ ４ ０．０４６ ０ ０．０４４ ４ ９６．５３ ０．００１ ６ ３．４７

１４ ０．０４４ ４ ０．０４５ ５ ０．０４４ ４ ９７．４３ ０．００１ ２ ２．５７

１８ ０．０４４ ４ ０．０４５ １ ０．０４４ ４ ９８．４３ ０．０００ ７ １．５７

２６ ０．０４４ ４ ０．０４４ ７ ０．０４４ ４ ９９．２４ ０．０００ ３ ０．７６

５０ ０．０４４ ４ ０．０４４ ５ ０．０４４ ４ ９９．７９ ０．０００ １ ０．２１

２

２ ０．１１０ ６ ０．１９８ ６ ０．１１０ ６ ５５．７０ ０．０８８ ０ ４４．３０

４ ０．１１０ ６ ０．１３２ ８ ０．１１０ ６ ８３．３２ ０．０２２ １ １６．６８

６ ０．１１０ ６ ０．１２０ ５ ０．１１０ ６ ９１．８２ ０．００９ ９ ８．１８

８ ０．１１０ ６ ０．１１６ ２ ０．１１０ ６ ９５．２２ ０．００５ ５ ４．７８

１０ ０．１１０ ６ ０．１１４ ２ ０．１１０ ６ ９６．８９ ０．００３ ６ ３．１１

１２ ０．１１０ ６ ０．１１３ １ ０．１１０ ６ ９７．８２ ０．００２ ５ ２．１８

１４ ０．１１０ ６ ０．１１２ ４ ０．１１０ ６ ９８．３９ ０．００１ ８ １．６１

１８ ０．１１０ ６ ０．１１１ ７ ０．１１０ ６ ９９．０２ ０．００１ １ ０．９８

２６ ０．１１０ ６ ０．１１１ １ ０．１１０ ６ ９９．５３ ０．０００ ５ ０．４７

５０ ０．１１０ ６ ０．１１０ ７ ０．１１０ ６ ９９．８７ ０．０００ １ ０．１３

　 　 由表中的数据可以明显地看出：弯曲变形引起的挠度 ｗｂ 和 ＣＰＴ 计算得到的挠度总是相

等的，这说明 ＲＰＴ 中的“弯曲”挠度 ｗｂ 完全等效于 ＣＰＴ，也进一步说明了 ＲＰＴ 是通过加入“剪
切”挠度项 ｗｓ 来对 ＣＰＴ 进行修正，因此来考虑弯曲变形效应；当 ｂ ＝ ａ，ａ ／ ｈ ≥ ２６ 或者 ｂ ＝ ２ａ，
ａ ／ ｈ ≥ １８ 时，弯曲变形引起的挠度占据了总挠度的 ９９％ 以上，而剪切变形引起的挠度不足

１％；当 ｂ ＝ ａ，ａ ／ ｈ≥８或者 ｂ ＝ ２ａ，ａ ／ ｈ≥６时，“弯曲” 挠度依然能够达到 ９０％ 以上，“剪切” 挠

度却不足 １０％；当 ａ ／ ｈ ＝ ２ 时，对于两种长宽比，“弯曲” 挠度和“剪切” 挠度两者在总挠度的比

重相当；但是当宽厚比（ａ ／ ｈ） 一定，长宽比（ｂ ／ ａ） 不同时，两种挠度在总挠度中的比例表现出
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一些差异性，具体表现为，ｂ ＝ ａ的“剪切” 挠度比重始终大于 ｂ ＝ ２ａ的“剪切” 挠度比重，当 ａ ／ ｈ
＝ ２时，ｂ ＝ ａ中“剪切” 挠度比重甚至大于“弯曲” 挠度比重．从曲线图 ２、３可以发现：当 ２ ＜ ａ ／ ｈ
＜ １０，两种挠度在总挠度中的比例随长厚比的变化而剧烈变化，具体表现在随着 ａ ／ ｈ 变大，
“弯曲” 挠度比重快速增大，“剪切” 挠度比重迅速减小；当 ａ ／ ｈ ≥ ２０， 两种挠度的比重都几乎

处于一种稳定的趋势．

（ａ） ｂ ＝ ａ （ｂ） ｂ ＝ ２ａ

图 ２　 四边简支各向同性矩形板 （μ ＝ ０．３） 受横向均布载荷：无量纲挠度 Ｗ
－
⁃ 宽厚比 （ａ ／ ｈ） 曲线

Ｆｉｇ． ２　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｗｉｄｔｈ⁃ｔｏ⁃ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ ｒａｔｉｏ ｏｎ ｔｈｅ ｎｏｎ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ

ｉｓｏｔｒｏｐｉｃ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｐｌａｔｅ （μ ＝ ０．３） ｓｕｂｊｅｃｔｅｄ ｔｏ ｕｎｉｆｏｒｍｌｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ｌｏａｄ

（ａ） ｂ ＝ ａ （ｂ） ｂ ＝ ２ａ

图 ３　 四边简支各向同性矩形板 （μ ＝ ０．３） 受横向均布载荷：无量纲挠度比重⁃宽厚比 （ａ ／ ｈ） 曲线

Ｆｉｇ． ３　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｗｉｄｔｈ⁃ｔｏ⁃ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ ｒａｔｉｏ ｏｎ ｔｈｅ ｎｏｎ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｐｒｏｐｏｒｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｉｍｐｌｙ

ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｐｌａｔｅ （μ ＝ ０．３） ｓｕｂｊｅｃｔｅｄ ｔｏ ｕｎｉｆｏｒｍｌｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ｌｏａｄ

我们知道，板壳结构理论和工程中以宽厚比来为板进行分类： ａ ／ ｈ ＞ １００为薄膜，２０ ＜ ａ ／ ｈ
＜ １００ 为薄板，ａ ／ ｈ ＜ ２０ 为厚板．通过以上讨论可以发现：在大多数薄板（２０ ＜ ａ ／ ｈ ＜ １００） 的

弯曲问题中，其挠度主要还是由弯曲变形控制，其剪切变形效应作用很小，故由 ＣＰＴ 得到的结

果不会存在太大误差，即便 ＣＰＴ 忽略了剪切变形．但是对于厚板 （ａ ／ ｈ ＜ ２０），弯曲过程中的剪

切变形效应会随着板厚增加逐渐加强，尤其是当达到 ａ ／ ｈ ＜ １０ 以后，剪切变形效应会随板厚

增加快速加强，此时再由 ＣＰＴ 来进行求解将会产生很大误差．其实对于宽厚比为 ａ ／ ｈ ＜ １０ 的
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厚板结构，随着该比值的增大，厚板结构越来越接近三维立方体实体结构，剪切效应随着板厚

的增加而快速加强与这种结构形状的变化有密切关系．通过以上对两种长宽比的各向同性简

支板在均布载荷作用下的剪切变形效应的讨论和分析，也再一次验证了 ＣＰＴ 理论在求解厚板

问题的不足，看到了发展和完善剪切变形平板理论的必要性，也看到了对板进行如此分类的合

理性．
２．２．２　 正交各向异性板

本文采用的正交各向异性矩形板的弹性常数为［３１］

　 　 Ｅ２ ／ Ｅ１ ＝ ０．５２５， Ｇ１２ ／ Ｅ１ ＝ ０．２６９ ３， Ｇ１３ ／ Ｅ１ ＝ ０．１５９ ９１， Ｇ２３ ／ Ｅ１ ＝ ０．２６８ ８１，
　 　 μ１２ ＝ ０．４４０ ４６， μ２１ ＝ ０．２３１ ２４，

其中下标 １，２，３ 分别对应于 ｘ，ｙ，ｚ ．
从正交各向异性板的结果（如表 ３ 所示）可以发现，许多规律与各向同性板中的结果一

致，这里就不再赘述．但是值得注意的是，相同条件下，剪切效应在各向同性板和正交各向异性

板中的表现是有区别的，其差异性可通过图 ４～６ 反映出来．
表 ３　 均布载荷作用下“弯曲”挠度和“剪切”挠度在总挠度中的比例（正交各向异性板）

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｒｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ “ｂｅｎｄｉｎｇ” ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ “ｓｈｅａｒ” ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｉｎ ｔｈｅ ｔｏｔａｌ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｕｎｄｅｒ

ｕｎｉｆｏｒｍｌｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ｌｏａｄ （ａｎ ｏｒｔｈｏｔｒｏｐｉｃ ｐｌａｔｅ）

ｂ ／ ａ ａ ／ ｈ
ＣＰＴ

Ｗ
－

ＲＰＴ

Ｗ
－ ｗ－ ｂ （ｗ－ ｂ ／ Ｗ

－
） ／ ％ ｗ－ ｓ （ｗ－ ｓ ／ Ｗ

－
） ／ ％

１

２ ０．０５９ ７ ０．１６０ ３ ０．０５９ ７ ３７．２３ ０．１００ ６ ６２．７７

４ ０．０５９ ７ ０．０８５ ３ ０．０５９ ７ ６９．９７ ０．０２５ ６ ３０．０３

６ ０．０５９ ７ ０．０７１ １ ０．０５９ ７ ８３．９３ ０．０１１ ４ １６．０７

８ ０．０５９ ７ ０．０６６ １ ０．０５９ ７ ９０．２７ ０．００６ ４ ９．７３

１０ ０．０５９ ７ ０．０６３ ８ ０．０５９ ７ ９３．５４ ０．００４ １ ６．４６

１２ ０．０５９ ７ ０．０６２ ５ ０．０５９ ７ ９５．４２ ０．００２ ９ ４．５８

１４ ０．０５９ ７ ０．０６１ ８ ０．０５９ ７ ９６．６０ ０．００２ １ ３．４０

１８ ０．０５９ ７ ０．０６０ ９ ０．０５９ ７ ９７．９１ ０．００１ ３ ２．０９

２６ ０．０５９ ７ ０．０６０ ３ ０．０５９ ７ ９８．９９ ０．０００ ６ １．０１

５０ ０．０５９ ７ ０．０５９ ８ ０．０５９ ７ ９９．７２ ０．０００ ２ ０．２８

２

２ ０．１２１ ２ ０．３０９ ８ ０．１２１ ２ ３９．１４ ０．１８８ ５ ６０．８６

４ ０．１２１ ２ ０．１６９ １ ０．１２１ ２ ７１．７０ ０．０４７ ８ ２８．３０

６ ０．１２１ ２ ０．１４２ ５ ０．１２１ ２ ８５．０４ ０．０２１ ３ １４．９６

８ ０．１２１ ２ ０．１３３ ２ ０．１２１ ２ ９０．９９ ０．０１２ ０ ９．０１

１０ ０．１２１ ２ ０．１２８ ９ ０．１２１ ２ ９４．０４ ０．００７ ７ ５．９６

１２ ０．１２１ ２ ０．１２６ ６ ０．１２１ ２ ９５．７８ ０．００５ ３ ４．２２

１４ ０．１２１ ２ ０．１２５ １ ０．１２１ ２ ９６．８７ ０．００３ ９ ３．１３

１８ ０．１２１ ２ ０．１２３ ６ ０．１２１ ２ ９８．０８ ０．００２ ４ １．９２

２６ ０．１２１ ２ ０．１２２ ４ ０．１２１ ２ ９９．０７ ０．００１ １ ０．９３

５０ ０．１２１ ２ ０．１２１ ５ ０．１２１ ２ ９９．７５ ０．０００ ３ ０．２５

　 　 图 ４ 为两种矩形板中的“剪切”挠度比重随宽厚比 （ａ ／ ｈ） 变化的曲线图，可以发现平板的

宽厚比（ａ ／ ｈ） 越小，两种板的剪切效应差异性越大，反之，越小．图 ５ 为两种矩形板的“剪切” 挠

度比重随长宽比（ｂ ／ ａ） 变化的曲线图．
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（ａ） ｂ ＝ ａ （ｂ） ｂ ＝ ２ａ

图 ４　 四边简支矩形板受横向均布载荷：剪切挠度比重⁃宽厚比 （ａ ／ ｈ） 曲线

Ｆｉｇ． ４　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｗｉｄｔｈ⁃ｔｏ⁃ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ ｒａｔｉｏ ｏｎ ｔｈｅ ｓｈｅａｒ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｐｒｏｐｏｒｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ

ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｐｌａｔｅ ｓｕｂｊｅｃｔｅｄ ｔｏ ｕｎｉｆｏｒｍｌｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ｌｏａｄ

（ａ） ａ ＝ １０ｈ （ｂ） ａ ＝ ２０ｈ

图 ５　 四边简支矩形板受横向均布载荷：剪切挠度比重⁃长宽比 （ｂ ／ ａ） 曲线

Ｆｉｇ． ５　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ａｓｐｅｃｔ ｒａｔｉｏ ｏｎ ｔｈｅ ｓｈｅａｒ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｐｒｏｐｏｒｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ

ｐｌａｔｅ ｓｕｂｊｅｃｔｅｄ ｔｏ ｕｎｉｆｏｒｍｌｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ｌｏａｄ

可以发现长宽比 （ｂ ／ ａ） 对平板剪切效应的影响明显没有宽厚比（ａ ／ ｈ） 对其的影响那样强

烈；各向同性板中的“剪切” 挠度比重随长宽比（ｂ ／ ａ） 的增大而减小，而正交各向异性板中的

“剪切”挠度比重则呈现出先减小后增大的趋势，且各向同性板对长宽比的变化表现得更加敏

感，两板的差异性随着长宽比的增大而越大；另外特别重要的一点，图 ４、５ 都显示出“剪切”挠
度在正交各向异性板中的比重始终大于其在各向同性板中的比重，所以在同种条件下，本文所

用的正交各向异性板的剪切效应强于各向同性板．Ｅｎｄｏ［３１］ 指出由于中厚板壳结构或者复合材

料板壳结构中横向剪切模量与面内伸缩模量之比较低，导致剪切效应对其结构力学行为的影

响较为严重．这里可以很容易看出本文中各向同性板的横向剪切模量与面内伸缩模量之比，
Ｇ ／ Ｅ ＝ ０．２７７ ７８，而正交各向异性板中该比值为 Ｇ１３ ／ Ｅ１ ＝ ０．１５９ ９１，后者小于前者．由此笔者推

断横向剪切模量与面内伸缩模量比值越小，剪切效应越强．为了验证该观点的正确性，做如下

分析：各向同性材料的弹性常数满足 Ｇ ＝ Ｅ ／ ［２（１ ＋ μ）］，横向剪切模量与面内伸缩模量之比则

为 Ｇ ／ Ｅ ＝ １ ／ ［２（１ ＋ μ）］， 只要找出剪切挠度比重与 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比之间的关系，就能知道剪切效应

随 Ｇ ／ Ｅ 的变化规律．同样以四边简支各向同性矩形板受均布荷载为例 （ｂ ／ ａ ＝ １ 或 ｂ ／ ａ ＝ ２，ａ ／ ｈ
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＝ １０ 或 ａ ／ ｈ ＝ ２０，０ ＜ μ ＜ １）， 得到剪切挠度比重随 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比的变化曲线，见图 ６．可以看出，
剪切挠度比重随 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比的增大而增大，而 Ｇ ／ Ｅ 与 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比是成反比的，所以可以说明剪

切效应随横向剪切模量与面内伸缩模量的比值减小而增强．一般情况下，非各向同性材料（例
如复合材料）的横向剪切模量与面内伸缩模量的比值都比较小，所以这类平板中的剪切效应

都比较严重．

（ａ） ｂ ＝ ａ （ｂ） ａ ＝ １０ｈ

图 ６　 四边简支矩形板受横向均布载荷：剪切挠度比重⁃Ｐｏｉｓｓｏｎ 比 μ 曲线

Ｆｉｇ． ６　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｐｏｉｓｓｏｎ’ｓ ｒａｔｉｏ ｏｎ ｔｈｅ ｓｈｅａｒ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｐｒｏｐｏｒｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ

ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｐｌａｔｅ ｓｕｂｊｅｃｔｅｄ ｔｏ ｕｎｉｆｏｒｍｌｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ｌｏａｄ

３　 结　 　 论

本文基于 ４ 变量 ＲＰＴ，对平板弯曲过程中的剪切效应进行了分析和讨论，可以为板壳结构

弯曲分析准确性的提高和剪切变形板壳理论的完善提供参考和帮助．以受均布载荷的四边简

支矩形板（各向同性和正交各向异性）为例，分析和讨论了影响剪切效应的不同因素．
１） 平板几何尺寸的影响：宽厚比对平板剪切效应产生的影响比长宽比对其产生的影响更

加明显；剪切效应随着厚度增加而加强，尤其是当宽厚比小于 １０ 以后，剪切效应会迅速加强．
２） 平板材料性质的影响：剪切效应随横向剪切模量与面内伸缩模量比值减小而增强；在

本文中，同种条件下，“剪切”挠度在正交各向异性板中的比重始终大于其在各向同性板中的

比重，并且平板越厚或者长宽比越大，两种板的剪切效应差异性越大；各向同性板中的剪切效

应对长宽比的变化表现得更加敏感，其“剪切”挠度比重随长宽比的增大而减小，而正交各向

异性板中的“剪切”挠度比重则呈现出先减小后增大的趋势．
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