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摘要：　 研究了一个强非线性波动方程．利用泛函分析变分迭代方法，首先构造了一个变分， 求出

相应的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子；其次构造一个解的变分迭代， 选取初始孤子波；最后利用迭代方法依次求出

各次孤子波的近似解．该方法是一个简单可行的近似求解非线性方程的方法．
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引　 　 言

孤子波是非线性方程的一个很重要的研究内容．许多学者在激波、量子力学、光波散射、神
经网络、大气物理等方面都做了一些孤子波理论的研究［１⁃８］ ．求解孤子波已有了很多新的方法，
例如齐次平衡法、双曲函数法、辅助方程法、椭圆函数法等［９⁃１３］ ．非线性孤子波的定性理论也不

断地被研究．孤子波渐近方法就是孤子波理论的一种新的研究方法．它是用扰动理论的渐近展

开式将非线性方程转化为能够求解的方程来处理．这种方法完全摆脱了对逆散射变换的直接

方法．变分迭代方法就是属于这种新方法．该方法的优点在于计算简便，思路简明，可得到较高

近似度的解．本文就是利用变分迭代方法来求解一类问题的孤子行波近似解析解．
近来，许多学者讨论了非线性问题的近似理论，近似方法也不断地优化．笔者及其合作者

利用一些渐近方法来研究一类数学物理问题［１４⁃２３］ ．本文首先构造一个变分迭代式，然后进行迭

代计算，得到了相应强非线性波动方程的孤立波的任意次精度近似解．

１　 波动方程与变分迭代

考虑如下强非线性波动方程：

　 　 ∂２ｗ
∂ｔ２

－ ａ２ ∂２ｗ
∂ｘ２

＋ ｃ１ｗ ＋ ｃ２ｗ３ ＋ ｄｗ２ｎ＋１ ＝ ｆ（ ｔ，ｘ，ｗ）， （１）

其中系数 ａ，ｃ１，ｃ２ 和 ｄ 均为正常数， ｎ 是正整数， ｆ 为关于其变量为充分光滑的有界函数．
首先做行波变换：
　 　 ｓ ＝ ｘ － ａｔ ． （２）
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设 ｕ（ ｓ） ＝ ｗ（ ｔ，ｘ）， 则方程（１）为

　 　 ２ａ２ ∂２ｕ
∂ｓ２

－ ｃ１ｕ － ｃ２ｕ３ － ｄｕ２ｎ＋１ ＋ Ｇ（ ｓ，ｕ） ＝ ０， （３）

其中　 　 Ｇ（ ｓ，ｕ） ＝ ｆ（ ｔ，ｘ，ｗ） ．
引入一个泛函 Ｆ［ｕ］：

　 　 Ｆ［ｕ］ ＝ ｕ － ∫ｓ
０
λ（ξ，ｓ） ２ａ２ ｄ２ｕ

ｄξ２
－ ｃ１ｕ － ｃ２ｕ

－ ３ － ｄｕ－ ２ｎ＋１ ＋ Ｇ（ ｓ，ｕ－）é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｄξ， （４）

式中 ｕ－ 为 ｕ 的限制变量， λ 为 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子［２４⁃２５］ ．将泛函式（４）进行变分运算 δＦ：

　 　 δＦ ＝ ［（１ ＋ ２ａ２λξ）δｕ － ２ａ２λ］ ξ ＝ ｓδｕξ － ∫ｓ
０
［２ａ２λξξ － ｃ１λ］δｕ ．

令泛函 Ｆ 的变分为零 （δＦ ＝ ０） ．于是 λ（ξ，ｓ） 应满足

　 　 ２ａ２λξξ － ｃ１λ ＝ ０， （５）

　 　 λ ξ ＝ ｓ ＝ ０， λξ ξ ＝ ｓ ＝ －
１

２ａ２ ． （６）

由式（５）、（６）可解得

　 　 λ（ξ，ｓ） ＝ － １
ａ ２ｃ１

ｅｘｐ
ｃ１
２ａ２ （ξ － ｓ） － ｅｘｐ －

ｃ１
２ａ２ （ξ － ｓ）

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
． （７）

于是由式（４）、（７）， 可构造方程（３）解的变分迭代关系式：

　 　 ｕ ｊ ＋１ ＝ ｕ ｊ －
１

ａ ２ｃ１
∫ｓ

０
ｅｘｐ

ｃ１
２ａ２ （ξ － ｓ） － ｅｘｐ －

ｃ１
２ａ２ （ξ － ｓ）

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ×
é

ë

ê
êê

　 　 　 　 ２ａ２ ｄ２ｕ ｊ

ｄξ２
－ ｃ１ｕ ｊ － ｃ２ｕ３

ｊ － ｄｕ２ｎ＋１
ｊ ＋ Ｇ（ ｓ，ｕ ｊ）

æ

è
ç

ö

ø
÷

ù

û

ú
ú
ｄξ，　 　 ｊ ＝ ０，１，… ． （８）

２　 初始变分迭代

为了求方程（３）的孤子波解， 今取如下非线性微分方程的孤子波解为变分迭代式（８）的
初始迭代 ｕ０（ ｓ）：

　 　 ２ａ２ ∂２ｕ０

∂ｓ２
－ ｃ１ｕ０ － ｃ２ｕ３

０ ＝ ０． （９）

现采用双曲函数待定系数法来求解非线性方程（９）的孤子波解．
设

　 　 ｕ０ ＝ Ａｓｅｃｈ（ ｌｓ） ＋ Ｂｔａｎｈ（ ｌｓ）， （１０）
这里 Ａ，Ｂ 和 ｌ 为待定常数．故

　 　
ｄｕ０

ｄｓ
＝ ｌＢｓｅｃｈ２（ ｌｓ） － ｌＡｓｅｃｈ（ ｌｓ）ｔａｎｈ（ ｌｓ）， （１１）

　 　
ｄ２ｕ０

ｄｓ２
＝ － ｌ２Ａｓｅｃｈ３（ ｌｓ） ＋ ｌ２Ａｓｅｃｈ（ ｌｓ）ｔａｎｈ２（ ｌｓ） － ２ｌ２Ｂｓｅｃｈ２（ ｌｓ）ｔａｎｈ（ ｌｓ） ． （１２）

将式（１０） ～ （１２）代入方程（９）：
　 　 ２ａｌ２（ － Ａｓｅｃｈ３（ ｌｓ） ＋ Ａｓｅｃｈ（ ｌｓ）（１ ＋ ｓｅｃｈ２（ ｌｓ）） － ２Ｂｓｅｃｈ２（ ｌｓ）ｔａｎｈ（ ｌｓ）） －
　 　 　 　 ｃ１（Ａｓｅｃｈ（ ｌｓ） ＋ Ｂｔａｎｈ（ ｌｓ）） －
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　 　 　 　 ｃ２（Ａ３ｓｅｃｈ３（ ｌｓ） ＋ ３Ａ２Ｂｓｅｃｈ２（ ｌｓ）ｔａｎｈ（ ｌｓ） ＋ ３ＡＢ２ｓｅｃｈ（ ｌｓ）（１ ＋ ｓｅｃｈ２（ ｌｓ）） ＋
　 　 　 　 Ｂ３（１ ＋ ｓｅｃｈ２（ ｌｓ））ｔａｎｈ（ ｌｓ）） ＝ ０．

合并上式同类项， 并令其系数为零，有
　 　 （ － ｃ２Ａ３ ＋ ３ＡＢ２）ｓｅｃｈ３（ ｌｓ） ＝ ０，
　 　 （ － ４ａｌ２Ｂ ＋ ３ｃ２Ａ２Ｂ ＋ Ｂ３）ｓｅｃｈ２（ ｌｓ）ｔａｎｈ（ ｌｓ） ＝ ０，
　 　 （２ａｌ２Ａ － ｃ１Ａ ＋ ３ＡＢ２）ｓｅｃｈ（ ｌｓ） ＝ ０，
　 　 （ － ｃ１Ｂ ＋ Ｂ３）ｔａｎｈ（ ｌｓ） ＝ ０．

于是有

　 　 Ａ ＝ ０， Ｂ ＝ ｃ１ ， ｌ ＝
ｃ１

２ ａ
．

将上述结果代入式（１０）， 便得到初始迭代方程（９）的孤立子解 ｕ０（ ｓ）：

　 　 ｕ０（ ｓ） ＝ ｃ１ ｔａｎｈ
ｃ１

２ ａ
ｓ

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ． （１３）

３　 变分迭代渐近解

由式（８）、（１３）， 可得方程（３）的一次变分迭代解 ｕ１（ ｓ）：

　 　 ｕ１（ ｓ） ＝ ｃ１ ｔａｎｈ
ｃ１

２ ａ
ｓ

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ － １
ａ ２ｃ１

∫ｓ
０

ｅｘｐ
ｃ１
２ａ２ （ξ － ｓ） － ｅｘｐ －

ｃ１
２ａ２ （ξ － ｓ）

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ×
é

ë

ê
êê

　 　 　 　 － ｄ ｃ１ ｔａｎｈ２ｎ＋１ ｃ１
２ ａ

ξ
æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ＋ Ｇ ｓ， ｃ１ ｔａｎｈ
ｃ１

２ ａ
ξ

æ

è

çç

ö

ø

÷÷

æ

è

çç

ö

ø

÷÷

æ

è

çç

ö

ø

÷÷

ù

û

ú
úú
ｄξ ． （１４）

进而可得方程（３）的二次变分迭代解 ｕ２（ ｓ）：

　 　 ｕ２（ ｓ） ＝ ｕ１（ ｓ） － １
ａ ２ｃ１

∫ｓ
０

ｅｘｐ
ｃ１
２ａ２ （ξ － ｓ） － ｅｘｐ －

ｃ１
２ａ２ （ξ － ｓ）

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ×
é

ë

ê
êê

　 　 　 　 － ｃ２ ｕ３
１（ξ） － ｃ１ ｔａｎｈ３ ｃ１

２ ａ
ξ

æ

è

çç

ö

ø

÷÷

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ － ｄｕ２ｎ＋１
１ （ξ） ＋ Ｇ（ ｓ，ｕ１（ξ））

æ

è

çç

ö

ø

÷÷

ù

û

ú
úú
ｄξ， （１５）

其中 ｕ１ 由式（１４）表示．
继续用相同的方法，还能得到方程（３）孤子波解的更高次近似解．
由此，便得到方程（３）的变分迭代近似解序列 { ｕｎ（ ｓ） } ．由泛函分析变分的极值理论［２６⁃２７］

知，函数序列 { ｕｎ（ ｓ） } 在区域 ［０，Ｍ］ 上是一致收敛的，其中 Ｍ 为足够大的常数，而且极限函

数 ｕ（ ｓ） 是方程（３）的解．于是 ｕｎ（ ｓ） 就是波动方程（２）的第 ｎ 次变分迭代孤子波近似解．
再由行波变换（２）， ｕｎ（ｘ － ａｔ） 就是超非线性波动方程（１）的第 ｎ 次变分迭代孤子行波近

似解 ｗｎ（ ｔ，ｘ）：
　 　 ｗｎ（ ｔ，ｘ） ＝ ｗｎ－１（ ｔ，ｘ） －

　 　 　 　 １
ａ ２ｃ１

∫ｘ－ａｔ
０

ｅｘｐ
ｃ１
２ａ２ （ξ － ｘ ＋ ａｔ） － ｅｘｐ －

ｃ１
２ａ２ （ξ － ｘ ＋ ａｔ）

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ×
é

ë

ê
êê

　 　 　 　 － ｃ２ ｕ３
ｎ－１（ξ） － ｃ１ ｔａｎｈ３ ｃ１

２ ａ
ξ

æ

è

çç

ö

ø

÷÷

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ － ｄｕ２ｎ＋１
ｎ－１ （ξ） ＋ Ｇ（ξ，ｕｎ－１（ξ））

æ

è

çç

ö

ø

÷÷

ù

û

ú
úú
ｄξ，
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其中 ｗ０ 由式（１３）决定， ｗ ｊ（ ｊ ＝ １，２，…，ｎ － １） 可依次地确定．
例　 考虑如下一个简单的非线性波动方程：

　 　 ∂２ｗ
∂ｔ２

－ ∂２ｗ
∂ｘ２

＋ ｗ ＋ ｗ３ ＝ εｔａｎｈ －１（ｗ），　 　 ０ ＜ ε ≪ １． （１６）

做行波变换 ｓ ＝ ｘ － ｔ， 方程（１６）的解 ｗ（ ｔ，ｘ） ＝ ｕ（ ｓ） 满足

　 　 ２ ∂２ｕ
∂ｓ２

－ ｕ － ｕ３ ＋ εｔａｎｈ －１（ｕ） ＝ ０． （１７）

由式（７）， 对应的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子为

　 　 λ（ξ，ｓ） ＝ － １
２

ｅｘｐ １
２

（ξ － ｓ） － ｅｘｐ － １
２

（ξ － ｓ）
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
． （１８）

于是由式（８）、（１８）， 可构造方程（１６）解的变分迭代关系式：

　 　 ｕ ｊ ＋１ ＝ ｕ ｊ －
１
２
∫ｓ

０
ｅｘｐ １

２
（ξ － ｓ） － ｅｘｐ － １

２
（ξ － ｓ）

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ×é

ë

ê
ê

　 　 　 　 ２
ｄ２ｕ ｊ

ｄξ２
－ ｕ ｊ － ｕ３

ｊ ＋ εｔａｎｈ －１（ｕ ｊ）
æ

è
ç

ö

ø
÷

ù

û

ú
ú
ｄξ，　 　 ｊ ＝ ０，１，… ． （１９）

由式（１３）， 取方程

　 　 ２
∂２ｕ０

∂ｔ２
－ ｕ０ － ｕ３

０ ＝ ０

的孤立子解

　 　 ｕ０（ ｓ） ＝ ｔａｎｈ ｓ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ （２０）

为迭代式（１９）的初始迭代．再由式（２０）和（１４）， 不妨取小参数 ε ＝ ５ × １０ －３， 波动方程（１７）解
的一次迭代 ｕ１（ ｓ） 为

　 　 ｕ１（ ｓ） ＝ ｔａｎｈ ｓ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ε ｓ － １

２
ｅｘｐ

ｓ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ｅｘｐ

－ ｓ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
． （２１）

非线性波动方程（１７）的初始迭代 ｕ０（ ｓ） 和一次近似变分迭代 ｕ１（ ｓ） 的曲线图形分别见图

１ 和图 ２．
由式（１５）和（２１）， 波动方程（１７）解的二次迭代 ｕ２（ ｓ） 为

　 　 ｕ２（ ｓ） ＝ ｕ１（ ｓ） － １
２
∫ｓ

０
ｅｘｐ １

２
（ξ － ｓ） － ｅｘｐ － １

２
（ξ － ｓ）

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ×é

ë

ê
ê

　 　 　 　 － ｕ３
１（ξ） ＋ ｔａｎｈ３ １

２
ξæ

è
ç

ö

ø
÷ － εｔａｎｈ －１ｕ１（ξ）

æ

è
ç

ö

ø
÷

ù

û
úú ｄξ，

其中 ｕ１ 由式（２１）表示．
继续用相同的方法，还能得到非线性方程（１７）孤子波解的更高次近似解．
利用行波变换 ｓ ＝ ｘ － ｔ， 便得到非线性波动方程（１６）对应的变分迭代初始行波解 ｗ０（ ｔ，ｘ）

和变分迭代一次近似行波解 ｗ１（ ｔ，ｘ）：

　 　 ｗ０（ ｔ，ｘ） ＝ ｔａｎｈ ｘ － ｔ
２

，

　 　 ｗ１（ ｔ，ｘ） ＝ ｔａｎｈ ｘ － ｔ
２

－ ε （ｘ － ｔ） － １
２

ｅｘｐ
ｘ － ｔ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ｅｘｐ

－ （ｘ － ｔ）
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
．

２９ 冯　 　 依　 　 虎



其曲面图如图 ３ 和图 ４ 所示．

图 １　 方程（１７）的孤子波 ｕ０（ ｓ） 的曲线 图 ２　 方程（１７）的孤子波 ｕ１（ ｓ） 的曲线

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｓｏｌｉｔａｒｙ ｗａｖｅ ｕ０（ ｓ） Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｓｏｌｉｔａｒｙ ｗａｖｅ ｕ１（ ｓ）

ｔｏ ｅｑ． （１７） ｔｏ ｅｑ． （１７）

图 ３　 方程（１６）的孤子波 ｗ０（ ｔ，ｘ） 的曲面 图 ４　 方程（１６）的孤子波 ｗ１（ ｔ，ｘ） 的曲面

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｓｕｒｆａｃｅ ｏｆ ｓｏｌｉｔａｒｙ ｗａｖｅ ｗ０（ ｔ，ｘ） Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｓｕｒｆａｃｅ ｏｆ ｓｏｌｉｔａｒｙ ｗａｖｅ ｗ１（ ｔ，ｘ）

ｔｏ ｅｑ． （１６） ｔｏ ｅｑ． （１６）

波动方程（１６）解的二次迭代 ｗ２（ ｔ，ｘ） 为
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其中 ｕ１ 由式（２１）表示．
继续用相同的方法，还能得到非线性方程（１６）的更高次孤子波行波近似解．

４　 结 束 语

变分迭代方法是一种泛函的解析求解方法，并且方法简单．它不同于通常的数值模拟方

法．用变分迭代方法得到的近似解析式还能进行解析运算．事实上，波动方程（１）的孤子波解，
提供了一个构造任意次精度的孤子波近似解．它还可以通过解析运算从定量的角度来研究有

３９强非线性波动方程孤子行波解



关孤子波的其他有关的定性性态．
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