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摘要：　 在 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间中，为了研究分裂可行问题迭代算法的强收敛性，提出了一种新的 ＣＱ 算法．
首先利用 ＣＱ 算法构造了一个改进的 Ｈａｌｐｅｒｎ 迭代序列； 然后通过把分裂可行问题转化为算子不

动点， 在较弱的条件下， 证明了该序列强收敛到分裂可行问题的一个解．推广了 Ｗａｎｇ 和 Ｘｕ 的有

关结果．
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引　 　 言

最优化问题是应用数学的一个重要研究领域，它在金融决策、工程设计、经济管理、交通规

划、国防科学等重要领域都有广泛的应用，人们对它的研究已经取得了许多重要的成果．其中

分裂可行问题（ＳＦＰ）是一类非常重要的最优化问题，它在医学、信号处理、图像重建都有着广

泛的应用［１⁃４］ ．１９９４ 年，Ｃｅｎｓｏｒ 和 Ｅｌｆｖｉｎｇ［５］根据医学中有关强放射治疗的实践经验和理论最早

提出了 ＳＦＰ ．它是这样一个问题：设 Ｃ，Ｑ 分别是 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间 Ｈ１，Ｈ２ 上的非空闭凸子集， Ａ：Ｈ１

→ Ｈ２ 是一个有界线性算子．ＳＦＰ（见文献［５］）就是要找一点 ｘ ，满足

　 　 ｘ ∈ Ｃ， Ａｘ ∈ Ｑ ． （１）
近年来，很多学者关注 ＳＦＰ，并提出了许多算法（详见文献［６⁃９］）．其中部分学者用多重投

影的方法得到了求解该问题的迭代算法，但这些算法在迭代中需要计算矩阵的逆，而矩阵逆的

计算需要花费大量的时间且不容易求解，从而影响算法的迭代效率．为了克服这一点，Ｂｙｒｎｅ［１０］

提出了解决分裂可行问题的 ＣＱ 算法，其迭代公式为

　 　 ｘｋ＋１ ＝ ＰＣ（ Ｉ － λＡ∗（ Ｉ － ＰＱ）Ａ）ｘｋ，　 　 ｋ ≥ ０，
其中 λ ∈ （０，２ ／ ρ（Ａ∗Ａ）），ρ（Ａ∗Ａ） 是自伴算子 Ａ∗Ａ 的谱半径， ＰＣ 表示到集合 Ｃ 的投影．

在 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间中，ＣＱ 算法一般不具备强收敛性．２０１０ 年，Ｘｕ［１１］ 利用 ＣＱ 算法构造了平均

算子的 Ｍａｎｎ 迭代序列，但仅得到弱收敛性．此前，Ｘｕ［１２］ 应用 Ｈａｌｐｅｒｎ 迭代得到了强收敛性．之
后，Ｗａｎｇ 和 Ｘｕ［１３］利用一族压缩算子去逼近一个非扩张算子，构造了如下序列：

　 　 ｘｋ＋１ ＝ ＰＣ［（１ － αｋ）ＰＣ（ Ｉ － λＡ∗（ Ｉ － ＰＱ）Ａ）ｘｋ］，
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且得到算法的强收敛．本文受文献［１３］的启发，主要研究改进的 Ｈａｌｐｅｒｎ 迭代，提出了下列算

法： 对于任意的初始值 ｕ ∈ Ｈ１，定义迭代序列为

　 　 ｘｋ＋１ ＝ ＰＣ［αｋｕ ＋ βｋｘｋ ＋ γｋＰＣ（ Ｉ － λＡ∗（ Ｉ － ＰＱ）Ａ）ｘｋ］，
其中系数 { αｋ } ， { βｋ } ， { γｋ } ⊂ （０，１）， 并证明了该算法的强收敛性，推广了 Ｗａｎｇ 和 Ｘｕ 的

结果．

１　 预 备 知 识

本文中假设 ＳＦＰ 是有解的，用 Γ表示它的解集，即Γ ＝ { ｘ∈ Ｃ；Ａｘ∈Ｑ } ＝ Ｃ∩ Ａ －１（Ｑ），设
Ｈ 是 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间，〈·，·〉表示内积，‖·‖表示对应的范数， Ｉ 表示 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间上的单位算子，
Ｆｉｘ（Ｔ） ＝ { ｘ ｘ ＝ Ｔ（ｘ） } 表示算子 Ｔ 的不动点集合．全文用“→ｗ ”表示弱收敛，“→”表示强收敛．
下面给出本文所用到的一些定义和引理．

定义 １　 设 Ｃ 是 Ｈ 中的一个非空闭凸子集，令 Ｆ：Ｃ → Ｈ 为非线性算子，称
１） Ｆ 是非扩张算子，如果

　 　 ‖Ｆ（ｘ） － Ｆ（ｙ）‖ ≤ ‖ｘ － ｙ‖，　 　 ∀ｘ，ｙ ∈ Ｃ； （２）
２） Ｆ 是固定非扩张算子，如果

　 　 ‖Ｆ（ｘ） － Ｆ（ｙ）‖２ ≤ 〈ｘ － ｙ，Ｆ（ｘ） － Ｆ（ｙ）〉，　 　 ∀ｘ，ｙ ∈ Ｃ； （３）
３） Ｆ 是 α⁃ 平均算子，如果

　 　 Ｆ ＝ （１ － α） Ｉ ＋ αＳ， （４）
其中 α ∈ （０，１），Ｉ 是单位算子， Ｓ：Ｈ → Ｈ 是非扩张算子．

定义 ２　 设 Ｃ 是 Ｈ 的非空闭凸子集，定义

　 　 ＰＣ（ｘ） ＝ ａｒｇ ｍｉｎ
ｙ∈Ｃ

‖ｘ － ｙ‖

为 ｘ 到 Ｃ 的正交投影．
关于正交投影，有如下性质．
引理 １　 设 Ｃ 是 Ｈ 的一个非空闭凸子集，则对于任意的 ｘ，ｙ ∈ Ｈ， 有

　 　 〈ｘ － ＰＣ（ｘ）， ｚ － ＰＣ（ｘ）〉 ≤ ０，　 　 ∀ｚ ∈ Ｃ； （５）
　 　 ‖ＰＣ（ｘ） － ＰＣ（ｙ）‖ ≤ 〈ｘ － ｙ， ＰＣ（ｘ） － ＰＣ（ｙ）〉； （６）
　 　 ‖ＰＣ（ｘ） － ＰＣ（ｙ）‖ ≤ ‖ｘ － ｙ‖ ． （７）
引理 ２［１４］（ｄｅｍｉ⁃ｃｌｏｓｅｄ ｐｒｉｎｃｉｐｌｅ）　 设 Ｃ 是 Ｈ 的一个非空闭凸子集， Ｔ：Ｃ → Ｃ 是一个非扩

张映象，如果 ｘｋ →
ｗ ｘ ∈ Ｃ，并且 ｘｋ － Ｔｘｋ → ０， 则 ｘ ＝ Ｔ（ｘ） ．

引理 ３［１５］ 　 假设 { αｋ } 是一个非负序列，满足

　 　 αｋ＋１ ≤ （１ － γｋ）αｋ ＋ δｋ，　 　 ｋ ≥ ０，
其中 { γｋ } ⊂ （０，１）， { δｋ } 满足下列条件：

􀃠 ∑
∞

ｋ ＝ ０
γｋ ＝ ∞；

􀃡 ｌｉｍ ｓｕｐ
ｋ→∞

（δｋ ／ γｋ） ≤ ０ 或者 ∑
∞

ｋ ＝ ０
δｋ ＜ ∞，

则有　 　 ｌｉｍ
ｋ→∞

αｋ ＝ ０．

２　 算法及收敛性

算法 １　 设 Ｃ，Ｑ 分别是 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间 Ｈ１，Ｈ２ 上的非空闭凸子集，对任意选取的初始点 ｘ０ ∈
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Ｈ１， 令 ｘ０ ＝ ｕ， 定义迭代序列 { ｘｋ } 为

　 　 ｘｋ＋１ ＝ ＰＣ（αｋｕ ＋ βｋｘｋ ＋ γｋＵｘｋ），　 　 ｋ ≥ ０， （８）
其中 Ｕ ＝ Ｉ － λＡ∗（ Ｉ － ＰＱ）Ａ， 系数列 { αｋ } ， { βｋ } ， { γｋ } ⊂ （０，１） ．

引理 ４［９］ 　 如果 Ｃ ∩ Ａ －１（Ｑ） ≠⌀，设 Ｔ（ｘ） ＝ ＰＣＵ（ｘ）， 其中 Ｕ ＝ Ｉ － λＡ∗（ Ｉ － ＰＱ）Ａ， 那么

１） Ｕ 是平均算子，即 Ｕ ＝ （１ － β） Ｉ ＋ βＶ， 其中 β ∈ （０，１） 是一个常数， Ｖ 是非扩张映象．
２） Ｆｉｘ（Ｕ） ＝ Ａ －１（Ｑ），且 Ｆｉｘ（Ｔ） ＝ Ｆｉｘ（ＰＣ） ∩ Ｆｉｘ（Ｕ） ＝ Ｃ ∩ Ａ －１（Ｑ） ．
引理 ５　 设 Ｕ ＝ Ｉ － λＡ∗（ Ｉ － ＰＱ）Ａ， 则 Ｕ 是非扩张映象．
证明　 因为 Ｕ 平均算子，对于任意的 ｘ，ｙ ∈ Ｈ１， 有

　 　 ‖Ｕ（ｘ） － Ｕ（ｙ）‖ ＝ ‖（１ － β）ｘ ＋ βＶ（ｘ） － （１ － β）ｙ － βＶ（ｙ）‖ ≤
　 　 　 　 （１ － β）‖ｘ － ｙ‖ ＋ β‖Ｖ（ｘ） － Ｖ（ｙ）‖ ≤
　 　 　 　 （１ － β）‖ｘ － ｙ‖ ＋ β‖ｘ － ｙ‖ ＝ ‖ｘ － ｙ‖ ．

所以 Ｕ 是非扩张映象．
定理 １　 假设 ＳＦＰ 的解集非空，非负序列 { αｋ } ， { βｋ } ， { γｋ } ⊂ （０，１） 且满足下列条件

􀃠 αｋ ＋ βｋ ＋ γｋ ＝ １，∀ｋ ≥ ０；

􀃡 ｌｉｍ
ｋ→∞

αｋ ＝ ０， ｌｉｍ
ｋ→∞

βｋ ＝ ０， ∑
∞

ｋ ＝ １
αｋ ＝ ∞；

􀃢 ∑
∞

ｋ ＝ １
αｋ＋１ － αｋ ＜ ∞， ∑

∞

ｋ ＝ １
βｋ＋１ － βｋ ＜ ∞ 且 ∑

∞

ｋ ＝ １
γｋ＋１ － γｋ ＜ ∞ ．

则由迭代序列（８）生成的序列 { ｘｋ } 强收敛到 ｘ， 其中 ｘ ＝ ＰΓ（ｕ） ．
证明　 令 Ｔ（ｘ） ＝ ＰＣＵ（ｘ）， 其中 Ｕ ＝ Ｉ － λＡ∗（ Ｉ － ＰＱ）Ａ ．接下来分 ５ 步完成证明．
第 １ 步　 证明序列 { ｘｋ } 和 {Ｕｘｋ } 是有界的．
对于任意的 ｘ∗ ∈ Ｆｉｘ（Ｔ） ＝ Ｃ∩ Ａ －１（Ｑ）， 有 ｘ∗ ∈ Ｃ 且 Ａｘ∗ ∈ Ｑ， 于是 ＰＣ（ｘ∗） ＝ ｘ∗，Ｕｘ∗

＝ ｘ∗，Ｔｘ∗ ＝ ｘ∗ ．由引理 ５ 知 Ｕ 是非扩张映象，即
　 　 ‖Ｕ（ｘｋ） － ｘ∗‖ ≤ ‖ｘｋ － ｘ∗‖，

从而

　 　 ‖ｘｋ＋１ － ｘ∗‖ ＝ ‖ＰＣ（αｋｕ ＋ βｋｘｋ ＋ γｋＵｘｋ） － ｘ∗‖ ≤
　 　 　 　 ‖αｋｕ ＋ βｋｘｋ ＋ γｋＵｘｋ － ｘ∗‖ ≤
　 　 　 　 αｋ‖ｕ － ｘ∗‖ ＋ βｋ‖ｘｋ － ｘ∗‖ ＋ γｋ‖Ｕｘｋ － ｘ∗‖ ≤
　 　 　 　 αｋ‖ｕ － ｘ∗‖ ＋ βｋ‖ｘｋ － ｘ∗‖ ＋ γｋ‖ｘｋ － ｘ∗‖ ≤
　 　 　 　 αｋ‖ｕ － ｘ∗‖ ＋ （１ － αｋ）‖ｘｋ － ｘ∗‖ ≤
　 　 　 　 ｍａｘ { ‖ｕ － ｘ∗‖，‖ｘｋ － ｘ∗‖ } ．

所以序列 { ｘｋ } 和 {Ｕｘｋ } 是有界的．
第 ２ 步　 证明 ｌｉｍｋ→∞ ‖ｘｋ＋１ － ｘｋ‖ ＝ ０．
　 　 ‖ｘｋ＋１ － ｘｋ‖ ＝ ‖ＰＣ（αｋｕ ＋ βｋｘｋ ＋ γｋＵｘｋ） － ＰＣ（αｋ－１ｕ ＋ βｋ－１ｘｋ－１ ＋ γｋ－１Ｕｘｋ－１）‖ ≤
　 　 　 　 ‖（αｋｕ ＋ βｋｘｋ ＋ γｋＵｘｋ） － （αｋ－１ｕ ＋ βｋ－１ｘｋ－１ ＋ γｋ－１Ｕｘｋ－１）‖ ≤
　 　 　 　 ‖（αｋｕ ＋ βｋｘｋ ＋ γｋＵｘｋ） － （αｋｕ ＋ βｋｘｋ－１ ＋ γｋＵｘｋ－１）‖ ＋
　 　 　 　 ‖（αｋｕ ＋ βｋｘｋ－１ ＋ γｋＵｘｋ－１） － （αｋ－１ｕ ＋ βｋ－１ｘｋ－１ ＋ γｋ－１Ｕｘｋ－１）‖ ≤
　 　 　 　 ‖βｋ（ｘｋ － ｘｋ－１） ＋ γｋ（Ｕｘｋ － Ｕｘｋ－１）‖ ＋
　 　 　 　 ‖（αｋ － αｋ－１）ｕ ＋ （βｋ － βｋ－１）ｘｋ－１ ＋ （γｋ － γｋ－１）Ｕｘｋ－１‖ ．
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由于 Ｕ 是非扩张映象，于是

　 　 ‖ｘｋ＋１ － ｘｋ‖ ≤ （１ － αｋ）‖ｘｋ － ｘｋ－１‖ ＋ αｋ － αｋ－１ ‖ｕ‖ ＋
　 　 　 　 βｋ － βｋ－１ ‖ｘｋ－１‖ ＋ γｋ － γｋ－１ ‖Ｕｘｋ－１‖ ．
由于前面所证序列 { ｘｋ } 和 {Ｕｘｋ } 有界，令 Ｍ ＝ ｓｕｐｋ≥０ { ‖ｕ‖，‖ｘｋ‖，‖Ｕｘｋ‖ } ＞ ０，

从而

　 　 ‖ｘｋ＋１ － ｘｋ‖ ≤ （１ － αｋ）‖ｘｋ － ｘｋ－１‖ ＋
　 　 　 　 Ｍ（ αｋ － αｋ－１ ＋ βｋ － βｋ－１ ＋ γｋ － γｋ－１ ） ．
由定理 １ 的条件􀃡、􀃢和引理 ３ 得到

　 　 ｌｉｍ
ｋ→∞

‖ｘｋ＋１ － ｘｋ‖ ＝ ０． （９）

第 ３ 步　 令 Ｔｘｋ ＝ ＰＣＵｘｋ， 证明 ｌｉｍｋ→∞ ‖ｘｋ － Ｔｘｋ‖ ＝ ０．
　 　 ‖ｘｋ － Ｔｘｋ‖ ＝ ‖ｘｋ － ＰＣＵｘｋ‖ ＝
　 　 　 　 ‖ｘｋ － ｘｋ＋１ ＋ ｘｋ＋１ － ＰＣＵｘｋ‖ ≤
　 　 　 　 ‖ｘｋ － ｘｋ＋１‖ ＋ ‖ｘｋ＋１ － ＰＣＵｘｋ‖ ≤
　 　 　 　 ‖ｘｋ － ｘｋ＋１‖ ＋ ‖ＰＣ［αｋｕ ＋ βｋｘｋ ＋ γｋＵｘｋ］ － ＰＣＵｘｋ‖ ≤
　 　 　 　 ‖ｘｋ － ｘｋ＋１‖ ＋ ‖αｋｕ ＋ βｋｘｋ ＋ γｋＵｘｋ － Ｕｘｋ‖ ≤
　 　 　 　 ‖ｘｋ － ｘｋ＋１‖ ＋ ‖αｋｕ ＋ βｋｘｋ‖ ＋ ‖γｋ － １‖‖Ｕｘｋ‖ ．

由第 １ 步所证序列 { ｘｋ } ， {Ｕｘｋ } 的有界性及定理 １ 的条件􀃠得

　 　 ‖ｘｋ － Ｔ（ｘｋ）‖ ≤ ‖ｘｋ － ｘｋ＋１‖ ＋ ２（αｋ ＋ βｋ）Ｍ ．
进一步，由式（９）及定理 １ 的条件􀃡得

　 　 ｌｉｍ
ｋ→∞

‖ｘｋ － Ｔｘｋ‖ ＝ ０． （１０）

第 ４ 步　 设 ｘ ＝ ＰΓ（ｕ）， 证明

　 　 ｌｉｍ ｓｕｐ
ｋ→∞

〈ｕ － ｘ，Ｕｘｋ － ｘ〉 ≤ ０． （１１）

由于

　 　 〈ｕ － ｘ，Ｕｘｋ － ｘ〉 ＝ 〈ｕ － ｘ，ｘｋ － ｘ〉 ＋ 〈ｕ － ｘ，Ｕｘｋ － ｘｋ〉，
先证明 ｌｉｍ ｓｕｐｋ→∞ 〈ｕ － ｘ，ｘｋ － ｘ〉 ≤ ０， 取 { ｘｋ } 的子列 { ｘｋｉ } 使得

　 　 ｌｉｍ ｓｕｐ
ｋ→∞

〈ｕ － ｘ，ｘｋ － ｘ〉 ＝ ｌｉｍ ｓｕｐ
ｋ→∞

〈ｕ － ｘ，ｘｋｉ － ｘ〉 ． （１２）

由于 { ｘｋ } 有界，不失一般性，假定 { ｘｋｉ } →ｗ ｘ， 则由式（１２）和引理 １，可得

　 　 ｌｉｍ ｓｕｐ
ｋ→∞

〈ｕ － ｘ，ｘｋ － ｘ〉 ＝ 〈ｕ － ｘ，ｘ － ｘ〉 ≤ ０． （１３）

下面证明

　 　 ｌｉｍ
ｋ→∞

‖Ｕｘｋ － ｘｋ‖ ＝ ０． （１４）

由引理 ４ 知 Ｕ 是平均算子，所以可以表示为 Ｕ ＝ （１ － β） Ｉ ＋ βＶ， 其中 β∈（０，１），Ｖ 是非扩

张映象，任取 ｚ ∈ Ｆｉｘ（Ｔ） ＝ Ｆｉｘ（ＰＣＵ）， 有

　 　 ‖ｘｋ＋１ － ｚ‖２ ＝ ‖ＰＣ［αｋｕ ＋ βｋｘｋ ＋ γｋＵｘｋ］ － ｚ‖２ ≤
　 　 　 　 ‖αｋｕ ＋ βｋｘｋ ＋ γｋＵｘｋ － ｚ‖２ ≤
　 　 　 　 αｋ‖ｕ － ｚ‖２ ＋ βｋ‖ｘｋ － ｚ‖２ ＋ γｋ‖Ｕｘｋ － ｚ‖２ ≤
　 　 　 　 βｋ‖ｘｋ － ｚ‖２ ＋ αｋ‖ｕ － ｚ‖２ ＋ γｋ‖（１ － β）ｘｋ ＋ βＶｘｋ － ｚ‖２ ≤
　 　 　 　 βｋ‖ｘｋ － ｚ‖２ ＋ αｋ‖ｕ － ｚ‖２ ＋ γｋ‖（１ － β）（ｘｋ － ｚ） ＋ β（Ｖｘｋ － ｚ）‖２ ＝
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　 　 　 　 βｋ‖ｘｋ － ｚ‖２ ＋ αｋ‖ｕ － ｚ‖２ ＋
　 　 　 　 γｋ［（１ － β）‖ｘｋ － ｚ‖２ ＋
　 　 　 　 β‖Ｖｘｋ － ｚ‖２ － β（１ － β）‖Ｖｘｋ － ｘｋ‖２］ ≤
　 　 　 　 βｋ‖ｘｋ － ｚ‖２ ＋ αｋ‖ｕ － ｚ‖２ ＋ γｋ［（１ － β）‖ｘｋ － ｚ‖２ ＋ β‖ｘｋ － ｚ‖２］ －
　 　 　 　 γｋβ（１ － β）‖Ｖｘｋ － ｘｋ‖２ ≤
　 　 　 　 （βｋ ＋ γｋ）‖ｘｋ － ｚ‖２ ＋ αｋ‖ｕ － ｚ‖２ － γｋβ（１ － β）‖Ｖｘｋ － ｘｋ‖２ ≤
　 　 　 　 ‖ｘｋ － ｚ‖２ ＋ αｋ‖ｕ － ｚ‖２ － γｋβ（１ － β）‖Ｖｘｋ － ｘｋ‖２ ．

由于 { ｘｋ } 有界，取正数 Ｎ 使得 ‖ｘｋ － ｚ‖ ＜ Ｎ， 于是

　 　 γｋβ（１ － β）‖Ｖｘｋ － ｘｋ‖２ ≤ ‖ｘｋ － ｚ‖２ － ‖ｘｋ＋１ － ｚ‖２ ＋ αｋ‖ｕ － ｚ‖２ ＝
　 　 　 　 （‖ｘｋ － ｚ‖ － ‖ｘｋ＋１ － ｚ‖）（‖ｘｋ － ｚ‖ ＋ ‖ｘｋ＋１ － ｚ‖） ＋ αｋ‖ｕ － ｚ‖２ ≤
　 　 　 　 ２Ｎ‖ｘｋ － ｘｋ＋１‖ ＋ αｋ‖ｕ － ｚ‖２ ．

结合定理 １ 的条件􀃡和式（９）得

　 　 β（１ － β）‖Ｖｘｋ － ｘｋ‖２ ≤ ２Ｎ‖ｘｋ － ｘｋ＋１‖
γｋ

＋
αｋ‖ｕ － ｚ‖２

γｋ
→ ０． （１５）

又因为 Ｕ ＝ （１ － β） Ｉ ＋ βＶ， 所以上式说明式（１４）成立 ，故式（１１）成立．
第 ５ 步　 证明 ｌｉｍｋ→∞ ‖ｘｋ＋１ － ｘ‖ ＝ ０．
　 　 ‖ｘｋ＋１ － ｘ‖２ ＝ ‖ＰＣ［αｋｕ ＋ βｋｘｋ ＋ γｋＵｘｋ］ － ｘ‖２ ≤
　 　 　 　 ‖αｋｕ ＋ βｋｘｋ ＋ γｋＵｘｋ － ｘ‖２ ≤
　 　 　 　 αｋ‖ｕ － ｘ‖２ ＋ βｋ‖ｘｋ － ｘ‖２ ＋ γｋ‖Ｕｘｋ － ｘ‖２ ≤
　 　 　 　 βｋ‖ｘｋ － ｘ‖２ ＋ ‖αｋ（ｕ － ｘ） ＋ γｋ（Ｕｘｋ － ｘ）‖２ ≤
　 　 　 　 βｋ‖ｘｋ － ｘ‖２ ＋ α２

ｋ‖ｕ － ｘ‖２ ＋
　 　 　 　 γ２

ｋ‖Ｕｘｋ － ｘ‖２ ＋ ２αｋγｋ〈ｕ － ｘ，Ｕｘｋ － ｘ〉 ≤
　 　 　 　 βｋ‖ｘｋ － ｘ‖２ ＋ γｋ‖Ｕｘｋ － ｘ‖２ ＋
　 　 　 　 αｋ［αｋ‖ｕ － ｘ‖２ ＋ ２γｋ〈ｕ － ｘ，Ｕｘｋ － ｘ〉］ ≤
　 　 　 　 （１ － αｋ）‖ｘｋ － ｘ‖２ ＋ αｋ［αｋ‖ｕ － ｘ‖２ ＋ ２γｋ〈ｕ － ｘ，Ｕｘｋ － ｘ〉］ ． （１６）

式（１６）即是

　 　 ‖ｘｋ＋１ － ｘ‖２ ≤ （１ － αｋ）‖ｘｋ － ｘ‖２ ＋ αｋδｋ， （１７）
其中 δｋ ＝ αｋ‖ｕ － ｘ‖２ ＋ ２γｋ〈ｕ － ｘ，Ｕｘｋ － ｘ〉， 结合定理 １ 的条件􀃡和式 （ １１），得到

ｌｉｍ ｓｕｐｋ→∞ δｋ ≤ ０．由引理 ３ 可得 ｌｉｍｋ→∞ ‖ｘｋ＋１ － ｘ‖ ＝ ０， 故 { ｘｋ } 强收敛到 ｘ ．
定理 １ 中取 βｋ ＝ ０ 和 αｋ，βｋ ＝ ０ 将得到如下两个推论．
推论 １　 假设 ＳＦＰ 的解集非空 ，对任意选取的初始点 ｘ０ ∈ Ｈ１， 令 ｘ０ ＝ ｕ， 序列定义为

　 　 ｘｋ＋１ ＝ ＰＣ［αｋｕ ＋ （１ － αｋ）Ｕ（ｘｋ）］， （１８）
其中 { αｋ } ⊂ （０，１） 且满足下列条件：

􀃠 ｌｉｍ
ｋ→∞

αｋ ＝ ０；

􀃡 ∑
∞

ｋ ＝ １
αｋ ＝ ∞；

􀃢 ∑
∞

ｋ ＝ １
αｋ＋１ － αｋ ＜ ∞ ．

则由迭代序列（１８）生成的序列 { ｘｋ } 强收敛到 ＳＦＰ 的解集．
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推论 ２　 假设 ＳＦＰ 的解集非空 ，对任意选取的初始点 ｘ０ ∈ Ｈ１， 序列定义为

　 　 ｘｋ＋１ ＝ ＰＣ［（１ － αｋ）Ｕ（ｘｋ）］， （１９）
其中 { αｋ } ⊂ （０，１） 且满足下列条件：

􀃠 ｌｉｍ
ｋ→∞

αｋ ＝ ０；

􀃡 ∑
∞

ｋ ＝ １
αｋ ＝ ∞；

􀃢 ∑
∞

ｋ ＝ １
αｋ＋１ － αｋ ＜ ∞ ．

则由迭代序列（１９）生成的序列 { ｘｋ } 强收敛到 ＳＦＰ 的解集．

３　 结　 　 论

在 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间中，求解分裂可行问题的 ＣＱ 算法一般不具备强收敛性．为了得到其强收敛

性，本文引入 ３ 个参数，利用改进的 Ｈａｌｐｅｒｎ 迭代，构造了求解分裂可行问题的新算法，并证明

了在较弱的条件下该算法强收敛到分裂可行问题的一个解，推广了相关结果．
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４１１ Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间中求解分裂可行问题 ＣＱ 算法的强收敛性
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