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摘要：　 首先通过理论推导给出了三阶 ＷＥＮＯ 格式（ＷＥＮＯ⁃ＪＳ３ 格式）满足收敛精度的充分条件．
采用 Ｔａｙｌｏｒ（泰勒）级数展开的方法，分析发现传统的三阶 ＷＥＮＯ⁃Ｚ 格式（ＷＥＮＯ⁃Ｚ３ 格式）在光滑

流场极值点处精度降低．为了提高 ＷＥＮＯ⁃Ｚ３ 格式在极值点处的计算精度，根据收敛精度的充分条

件构造一种改进的三阶ＷＥＮＯ⁃Ｚ 格式（ＷＥＮＯ⁃ＮＺ３ 格式），并综合权衡计算精度和计算稳定性确定

所构造格式的参数．通过两个典型的精度测试，验证了 ＷＥＮＯ⁃ＮＺ３ 格式在光滑流场极值点区域逼

近三阶精度．选用 Ｓｏｄ 激波管、激波与熵波相互作用、Ｒａｙｌｅｉｇｈ⁃Ｔａｙｌｏｒ 不稳定性、二维 Ｒｉｅｍａｎｎ（黎
曼）问题经典算例，进一步证实了本文提出的 ＷＥＮＯ⁃ＮＺ３ 格式相较其他格式（ＷＥＮＯ⁃ＪＳ３、ＷＥＮＯ⁃
Ｚ３、ＷＥＮＯ⁃Ｎ３），不仅提高了计算精度，而且提高了对复杂流场结构的分辨率．
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引　 　 言

冲击波流场包含激波间断和光滑流场等复杂结构，对冲击波流场的模拟需要高精度、低耗

散的激波捕捉格式．１９９４ 年，Ｌｉｕ 等［１］ 在 ＥＮＯ 格式［２］ 构造思想的基础上首次提出 ＷＥＮＯ 格式

（ｗｅｉｇｈｔｅｄ ｅｓｓｅｎｔｉａｌｌｙ ｎｏｎ⁃ｏｓｃｉｌｌａｔｏｒｙ ｓｃｈｅｍｅ）的构造方法．紧接着，Ｊｉａｎｇ 和 Ｓｈｕ［３］ 在改进原始

ＷＥＮＯ 格式光滑因子的基础上，提出了三阶、五阶 ＷＥＮＯ 格式的构造框架．由于 ＷＥＮＯ 格式作

为一种典型的高精度激波捕捉格式，对流场内的激波间断具有较高的分辨率，适于求解包含激

波、膨胀波以及接触间断等复杂结构的流场，因此被大量研究者用来进行相关的数值计算研

究［４⁃７］ ．然而自从 Ｈｅｎｒｉｃｋ 等［８］ 指出五阶 ＷＥＮＯ 格式在连续解一阶极值点处会降为三阶的缺

陷，基于映射函数的五阶 ＷＥＮＯ⁃Ｍ 格式［８］以及采用线性组合低阶模板光滑因子构造高阶全局

光滑因子的方法构造的五阶 ＷＥＮＯ⁃Ｚ 格式［９］先后被提出．文献［１０⁃１７］致力于改进高阶 ＷＥＮＯ
格式（主要集中在五阶、七阶和九阶）在极值点处精度．针对 ＷＥＮＯ⁃ＪＳ３ 格式的改进，Ｙａｍａｌｅｅｖ
等［１８］提出三阶能量稳定 ＷＥＮＯ 格式（ＥＳＷＥＮＯ）．Ｗｕ 等［１９］指出传统的 ＷＥＮＯ⁃Ｚ３ 格式［２０］在极

值点处会降阶，并在 Ｈｕ 等［２１］提出的加权组合局部和全局光滑因子构造思想的启发下，提出
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了 ＷＥＮＯ⁃Ｎ３ 格式，提高了格式的分辨率．之后，为了提高 ＷＥＮＯ⁃Ｎ３ 格式在极值点处的计算精

度，其提出了非线性组合局部模板和全局模板光滑因子的方式，推导给出了 ＷＥＮＯ⁃ＮＰ３ 格

式［２２］ ．最近，Ｇａｎｄｅ 等［２３］进一步发展了 Ｗｕ 等的思想，通过非线性组合局部模板和全局模板中

一阶导数光滑因子的方式构造了另一种提高极值点处精度的 ＷＥＮＯ⁃Ｆ３ 格式．
在文献［１９， ２２⁃２３］研究的基础上，首先推导 ＷＥＮＯ⁃ＪＳ３ 格式收敛精度的充分条件，采用

Ｔａｙｌｏｒ 级数展开的方法构造出一种改进的 ＷＥＮＯ⁃ＮＺ３ 格式，致力于提高传统的 ＷＥＮＯ⁃Ｚ３ 格

式在极值点处的计算精度．选取 Ｓｏｄ 激波管、激波与熵波相互作用、Ｒａｙｌｅｉｇｈ⁃Ｔａｙｌｏｒ 不稳定性等

经典算例，考察了改进格式（ＷＥＮＯ⁃ＮＺ３ 格式）的计算性能．研究表明，改进格式不仅提高了极

值点处的计算精度，还改善了对流场结构的分辨率．

１　 控 制 方 程

含激波流场采用可压缩 Ｅｕｌｅｒ（欧拉）方程进行描述，其具体形式如下：
　 　 Ｑｔ ＋ Ｅｘ ＋ Ｆｙ ＝ ０， （１）

其中

　 　 Ｑ ＝

ρ
ρｕ
ρｖ
Ｅ

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

， Ｅ ＝

ρｕ
ρｕ２ ＋ ｐ
ρｕｖ

ｕ（Ｅ ＋ ｐ）

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

， Ｆ ＝

ρｖ
ρｖｕ

ρｖ２ ＋ ｐ
ｖ（Ｅ ＋ ｐ）

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

， （２）

　 　 Ｅ ＝ ρｅ ＋ １
２

ρｕ２ ＋ １
２

ρｖ２， （３）

　 　 ｐ ＝ （γ － １）ρｅ， （４）
式中， ρ 是密度， ｕ，ｖ 是 ｘ，ｙ 方向上的速度分量， ｐ 为流体压力， Ｅ 是单位体积流体的总能量， ｅ
是比内能， γ 表示气体的绝热指数，本文中该参数取为 １．４．

在方程（１）的每个方向上均可以看成是一个双曲守恒律方程：

　 　 ∂ｕ
∂ｔ

＋ ∂ｆ（ｕ）
∂ｘ

＝ ０． （５）

例如，针对 ｘ 方向，方程（５）的数值离散形式为

　 　
ｄｕｉ

ｄｔ
＝ － ∂ｆ

∂ｘ ｘ ＝ ｘｉ

＝ －
ｈｉ ＋１ ／ ２ － ｈｉ －１ ／ ２

Δｘ
≈－ １

Δｘ
（ ｆ　

－
ｉ＋１ ／ ２ － ｆ　

－
ｉ－１ ／ ２）， （６）

其中， ｆ　
－
ｉ－１ ／ ２， ｆ

　 －
ｉ＋１ ／ ２ 分别为单元在 ｘｉ －１ ／ ２， ｘｉ ＋１ ／ ２ 的左、右界面处对流项数值通量，Δｘ为 ｘ方向的均

匀网格间距，在本文的数值计算中，ｘ，ｙ 两个方向的网格间距相同．控制方程的空间离散采用下

一节中的数值方法，时间项离散采用三阶 ＴＶＤ Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ（龙格⁃库塔）格式［２４］ ．

２　 数 值 方 法

２．１　 ＷＥＮＯ⁃ＪＳ３格式

２．１．１　 数值重构过程

ＷＥＮＯ⁃ＪＳ３ 格式的数值离散和推导过程如下［３］（这里仅给出右界面通量 ｆ　
－
ｉ＋１ ／ ２ 的重构过

程）．对于该格式， ｆ　
－
ｉ＋１ ／ ２ 的 ２ 种二阶精度通量重构方式分别为

　 　 ｆ ０
ｉ ＋１ ／ ２ ＝ － １

２
ｆｉ －１ ＋ ３

２
ｆｉ， ｆ １

ｉ ＋１ ／ ２ ＝ １
２

ｆｉ ＋
１
２

ｆｉ ＋１ ． （７）
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利用上述两种二阶通量的凸组合计算最终具有三阶精度的数值通量 ｆ　
－
ｉ＋１ ／ ２， 即

　 　 ｆ　
－
ｉ＋１ ／ ２ ＝ ∑

１

ｋ ＝ ０
ω ｋ ｆ ｋｉ＋１ ／ ２ ＝ ω ０ ｆ ０

ｉ ＋１ ／ ２ ＋ ω １ ｆ １
ｉ ＋１ ／ ２ ． （８）

对于光滑情形，有 ω ０ ＝ ｄ０ ＝ １ ／ ３，ω １ ＝ ｄ１ ＝ ２ ／ ３．式（８）所给出的形式既适合光滑流场也适合

含间断流场，对于含激波间断流场，式中的非线性权函数 ω ｋ 需要根据下式求得

　 　 ω ｋ ＝
α ｋ

∑
１

ｓ ＝ ０
α ｓ

， α ｋ ＝
ｄｋ

（ε ＋ β ｋ） ２，　 　 ｋ ＝ ０，１， （９）

其中，在本文的数值计算中参数 ε 取值为 １０－６ ．光滑因子 β ｋ（ｋ ＝ ０，１） 的表达式如下：
　 　 β ０ ＝ （ ｆｉ －１ － ｆｉ） ２， β １ ＝ （ ｆｉ － ｆｉ ＋１） ２ ． （１０）

２．１．２　 收敛精度的充分条件

本小节在文献［１８， ２３］研究的基础上，对 ＷＥＮＯ⁃ＪＳ３ 格式的收敛精度充分条件进行推导．

　 　
ｆ （０）
ｉ ＋１ ／ ２ ＝ － １

２
ｆｉ －１ ＋ ３

２
ｆｉ， ｆ （１）

ｉ ＋１ ／ ２ ＝ １
２

ｆｉ ＋
１
２

ｆｉ ＋１，

ｆ （０）
ｉ －１ ／ ２ ＝ － １

２
ｆｉ －２ ＋ ３

２
ｆｉ －１， ｆ （１）

ｉ －１ ／ ２ ＝ １
２

ｆｉ －１ ＋ １
２

ｆｉ ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１１）

将式（１１）在 ｘｉ 处进行 Ｔａｙｌｏｒ 级数展开可得

　 　
ｆ （０）
ｉ ±１ ／ ２ ＝ ｈｉ ±１ ／ ２ － １

３
ｆ ″ｉΔｘ２ ＋ ｏ（Δｘ３），

ｆ （１）
ｉ ±１ ／ ２ ＝ ｈｉ ±１ ／ ２ ＋ １

６
ｆ ″ｉΔｘ２ ＋ ｏ（Δｘ３） ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１２）

根据式（１２）可得候选模板通量表达式为

　 　 ｆ ｋｉ ±１ ／ ２ ＝ ｈｉ ±１ ／ ２ ＋ ＡｋΔｘ２ ＋ ｏ（Δｘ３），　 　 ｋ ＝ ０，１． （１３）
进一步可得 ＷＥＮＯ⁃ＪＳ３ 格式界面通量表达式为

　 　 ｆ
－

ｉ ±１ ／ ２ ＝ ∑
１

ｋ ＝ ０
ｄｋ ｆ ｋｉ ±１ ／ ２ ＋ ∑

１

ｋ ＝ ０
（ω ｋ － ｄｋ） ｆ ｋｉ ±１ ／ ２ ＝

　 　 　 　 ∑
１

ｋ ＝ ０
ｄｋ ｆ ｋｉ ±１ ／ ２ ＋ ∑

１

ｋ ＝ ０
（ω ｋ － ｄｋ）（ｈｉ ±１ ／ ２ ＋ ＡｋΔｘ２ ＋ ｏ（Δｘ３）） ＝

　 　 　 　 ∑
１

ｋ ＝ ０
ｄｋ（ｈｉ ±１ ／ ２ ＋ ＡｋΔｘ２ ＋ ｏ（Δｘ３）） ＋

　 　 　 　 ｈｉ ±１ ／ ２∑
１

ｋ ＝ ０
（ω ｋ － ｄｋ） ＋ Δｘ２∑

１

ｋ ＝ ０
Ａｋ（ω ｋ － ｄｋ） ＋ ∑

ｒ－１

ｋ ＝ ０
（ω ｋ － ｄｋ）ｏ（Δｘ３） ＝

　 　 　 　 ｈｉ ±１ ／ ２ ＋ Ａ２ｋ－１Δｘ３ ＋ ｏ（Δｘ４） ＋ ｈｉ ±１ ／ ２∑
１

ｋ ＝ ０
（ω ｋ － ｄｋ） ＋

　 　 　 　 Δｘ２∑
１

ｋ ＝ ０
Ａｋ（ω ｋ － ｄｋ） ＋ ∑

ｒ－１

ｋ ＝ ０
（ω ｋ － ｄｋ）ｏ（Δｘ３） ． （１４）

式（１４）中存在关系式 ｈｉ ±１ ／ ２∑ １

ｋ ＝ ０
（ω ｋ － ｄｋ）＝ ０，因此，根据式（６）、（１４），可以得到满足ＷＥＮＯ⁃

ＪＳ３ 格式收敛到设计精度的充分条件：
　 　 ω ｋ － ｄｋ ＝ ｏ（Δｘ２） ． （１５）

这里需要注意的是，式（１５）中的 ω ｋ 包含 ω ＋
ｋ ，ω

－
ｋ ，其中， ω ＋

ｋ 对应右界面通量 ｆ　
－
ｉ＋１ ／ ２ 的非线性权
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重， ω －
ｋ 对应左界面通量 ｆ　

－
ｉ－１ ／ ２ 的非线性权重．

２．２　 ＷＥＮＯ⁃Ｚ３格式

ＷＥＮＯ⁃Ｚ３ 格式［２０］的具体形式如下：

　 　 α ｋ ＝ ｄｋ １ ＋ τ
β ｋ ＋ ε

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （１６）

　 　 τ ＝ β ０ － β １ ． （１７）
２．２．１　 在非极值点处的精度

这里首先分析 ＷＥＮＯ⁃Ｚ３ 格式在非极值点处 （ ｆ ′ｉ≠ ０） 的精度，式（１０）中的光滑因子在 ｘｉ

处进行 Ｔａｙｌｏｒ 级数展开可得

　 　
β ０ ＝ ｆ ′ｉ ２ｈ２ － ｆ ′ｉ ｆ ″ｉｈ３ ＋ １

４
ｆ ″ｉ ２ ＋

１
３

ｆ ′ｉ ｆ ‴ｉ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｈ４ －

ｆ ′ｉ ｆ ″″ｉ
１２

ｈ５ －
ｆ ″ｉ ｆ ‴ｉ
６

ｈ５ ＋ ｏ（ｈ６），

β １ ＝ ｆ ′ｉ ２ｈ２ ＋ ｆ ′ｉ ｆ ″ｉｈ３ ＋ １
４

ｆ ″ｉ ２ ＋
１
３

ｆ ′ｉ ｆ ‴ｉ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｈ４ ＋

ｆ ′ｉ ｆ ″″ｉ
１２

ｈ５ ＋
ｆ ″ｉ ｆ ‴ｉ
６

ｈ５ ＋ ｏ（ｈ６） ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（１８）

将式（１７）、（１８）代入式（１６）可得

　 　 α ＋
０ ＝ ｄ０ １ ＋ τ

β ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ｄ０ １ ＋

２ｆ ″ｉ
ｆ ′ｉ

ｈ ＋
２ｆ ″ｉ ２

ｆ ′ｉ ２
ｈ２ ＋ ｏ（ｈ３）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， （１９）

　 　 α ＋
１ ＝ ｄ１ １ ＋ τ

β １

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ｄ１ １ ＋

２ｆ ″ｉ
ｆ ′ｉ

ｈ －
２ｆ ″ｉ ２

ｆ ′ｉ ２
ｈ２ ＋ ｏ（ｈ３）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， （２０）

再根据式（９）中的加权法则可得右界面通量 ｆ　
－
ｉ＋１ ／ ２ 所对应权函数 ω ＋

ｋ ：

　 　 ω ＋
０ ＝

α ＋
０

α ＋
０ ＋ α ＋

１

＝ １
３

＋ ８
９

ｆ ″ｉ ２

ｆ ′ｉ ２
ｈ２ ＋ ｏ（ｈ３）， （２１）

　 　 ω ＋
１ ＝

α ＋
１

α ＋
０ ＋ α ＋

１

＝ ２
３

－ ８
９

ｆ ″ｉ ２

ｆ ′ｉ ２
ｈ２ ＋ ｏ（ｈ３）， （２２）

同理可得

　 　 α －
０ ＝ ｄ０ １ ＋ ２

ｆ ″ｉ
ｆ ′ｉ

ｈ ＋ ４
ｆ ″ｉ
ｆ ′ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

－ ２
ｆ ‴ｉ
ｆ ′ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｈ２ ＋ ｏ（ｈ３）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， （２３）

　 　 α －
１ ＝ ｄ１ １ ＋ ２

ｆ ″ｉ
ｆ ′ｉ

ｈ － ２
ｆ ‴ｉ
ｆ ′ｉ

ｈ２ ＋ ｏ（ｈ３）
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， （２４）

再根据式（９）中的加权法则可得左界面通量 ｆ　
－
ｉ－１ ／ ２ 所对应权函数 ω －

ｋ ：

　 　 ω －
０ ＝

α －
０

α －
０ ＋ α －

１

＝ １
３

＋ ８
９

ｆ ″ｉ ２

ｆ ′ｉ ２
ｈ２ ＋ ｏ（ｈ３）， （２５）

　 　 ω －
１ ＝

α －
１

α －
０ ＋ α －

１

＝ ２
３

－ ８
９

ｆ ″ｉ ２

ｆ ′ｉ ２
ｈ２ ＋ ｏ（ｈ３） ． （２６）

根据式（２１）、（２２）、（２５）、（２６）可知， ω ＋
ｋ － ｄｋ ＝ ｏ（Δｘ２），ω －

ｋ － ｄｋ ＝ ｏ（Δｘ２）， 满足式（１５）中
的充分条件，这也就证明了 ＷＥＮＯ⁃Ｚ３ 格式在光滑流场非极值点处能满足三阶精度．
２．２．２　 在极值点处的精度

下面紧接着探讨 ＷＥＮＯ⁃Ｚ３ 格式在一阶极值点处 （ ｆ ′ｉ ＝ ０， ｆ ″ｉ≠ ０， ｆ ‴ｉ≠ ０） 的精度，在一阶

极值点处，式（１８）退化为如下关系：
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β ０ ＝ １

４
ｆ ″ｉ ２ｈ４ －

ｆ ″ｉ ｆ ‴ｉ
６

ｈ５ ＋ ｏ（ｈ６），

β １ ＝ １
４

ｆ ″ｉ ２ｈ４ ＋
ｆ ″ｉ ｆ ‴ｉ
６

ｈ５ ＋ ｏ（ｈ６） ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（２７）

将式（１７）、（２７）代入式（１６）可得

　 　 α ＋
０ ＝ ｄ０ １ ＋ τ

β ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ １

３
＋ ４

９
ｆ ‴ｉ
ｆ ″ｉ

ｈ ＋ ８
２７

ｆ ‴ｉ ２

ｆ ″ｉ ２
ｈ２ ＋ ｏ（ｈ３）， （２８）

　 　 α ＋
１ ＝ ｄ０ １ ＋ τ

β １

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ２

３
＋ ８

９
ｆ ‴ｉ
ｆ ″ｉ

ｈ － １６
２７

ｆ ‴ｉ ２

ｆ ″ｉ ２
ｈ２ ＋ ｏ（ｈ３）， （２９）

再根据式（９）中的加权法则可得右界面通量 ｆ　
－
ｉ＋１ ／ ２ 所对应权函数 ω ＋

ｋ ：

　 　 ω ＋
０ ＝

α ＋
０

α ＋
０ ＋ α ＋

１

＝ １
３

＋ ３２
８１

ｆ ‴ｉ ２

ｆ ″ｉ ２
ｈ２ ＋ ｏ（ｈ３）， （３０）

　 　 ω ＋
１ ＝

α ＋
１

α ＋
０ ＋ α ＋

１

＝ ２
３

－ ３２
８１

ｆ ‴ｉ ２

ｆ ″ｉ ２
ｈ２ ＋ ｏ（ｈ３） ． （３１）

同理可得

　 　 α －
０ ＝ ｄ０ １ ＋ ８

９
－ ８
８１

ｆ ‴ｉ
ｆ ″ｉ

ｈ ＋ ｏ（ｈ２）
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， （３２）

　 　 α －
１ ＝ ｄ１ １ ＋ ８ － ８

ｆ ‴ｉ
ｆ ″ｉ

ｈ ＋ ｏ（ｈ２）
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， （３３）

再根据式（９）中的加权法则可得左界面通量 ｆ　
－
ｉ－１ ／ ２ 所对应权函数 ω －

ｋ ：

　 　 ω －
０ ＝

α －
０

α －
０ ＋ α －

１

＝ ５１
５３７

＋ ｏ（ｈ）， （３４）

　 　 ω －
１ ＝

α －
１

α －
０ ＋ α －

１

＝ ４８６
５３７

＋ ｏ（ｈ） ． （３５）

从式（３０）、（３１）可知 ω ＋
ｋ － ｄｋ ＝ ｏ（Δｘ２）， 从式（３４）、（３５）可知 ω －

ｋ － ｄｋ ＝ ｏ（１）， 因此可以

预知，ＷＥＮＯ⁃Ｚ３ 格式在极值点处将降阶．文献［１９］通过极值点算例证实了 ＷＥＮＯ⁃Ｚ３ 格式在

一阶极值点处会降低为一阶精度．
２．３　 ＷＥＮＯ⁃ＮＺ３格式

为了提高 ＷＥＮＯ⁃Ｚ３ 格式在极值点处的计算精度，本文在 ＷＥＮＯ⁃ＮＰ３ 格式［２２］构造思想启

发下，将该构造思想直接推广应用到 ＷＥＮＯ⁃Ｚ３，并采用 Ｔａｙｌｏｒ 级数展开的方式进行理论推导，
给出最终的构造格式：

　 　 α ｋ ＝ ｄｋ １ ＋
τＮＺ

β ｋ ＋ ε
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 　 ｋ ＝ ０，１， （３６）

　 　 τＮＺ ＝ β ０ － β １
Ｐ， ε ＝ １０ －４０ ． （３７）

２．３．１　 改进格式在极值点处的精度

本小节将主要探讨改进格式在一阶极值点处的精度．首先给出右界面通量 ｆ　
－
ｉ＋１ ／ ２ 所对应权

函数 ω ＋
ｋ 的计算过程，将式（２７）、（３７）代入式（３６）中可得
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　 　 α ＋
０ ＝ ｄ０ １ ＋

τＮＺ

β ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ １

３
＋ ４

３
１
３

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｐ

（ ｆ ″ｉ） Ｐ－２（ ｆ ‴ｉ） Ｐｈ５Ｐ－４ ＋

　 　 　 　 ８
９

１
３

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｐ

（ ｆ ″ｉ） Ｐ－３（ ｆ ‴ｉ） Ｐ＋１ｈ５Ｐ－３ ＋ ｏ（ｈ５Ｐ－２）， （３８）

　 　 α ＋
１ ＝ ｄ１ １ ＋

τＮＺ

β １

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ２

３
＋ ８

３
１
３

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｐ

（ ｆ ″ｉ） Ｐ－２（ ｆ ‴ｉ） Ｐｈ５Ｐ－４ －

　 　 　 　 １６
９

１
３

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｐ

（ ｆ ″ｉ） Ｐ－３（ ｆ ‴ｉ） Ｐ＋１ｈ５Ｐ－３ ＋ ｏ（ｈ５Ｐ－２）， （３９）

再根据式（９）中的加权法则可得右界面通量 ｆ　
－
ｉ＋１ ／ ２ 所对应权函数 ω ＋

ｋ ：

　 　 ω ＋
０ ＝

α ＋
０

α ＋
０ ＋ α ＋

１

＝ １
３

＋ ３２
２７

１
３

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｐ

（ ｆ ″ｉ） Ｐ－３（ ｆ ‴ｉ） Ｐ＋１ｈ５Ｐ－３ ＋ ｏ（ｈ５Ｐ－２）， （４０）

　 　 ω ＋
１ ＝

α ＋
１

α ＋
０ ＋ α ＋

１

＝ ２
３

－ ３２
２７

１
３

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｐ

（ ｆ ″ｉ） Ｐ－３（ ｆ ‴ｉ） Ｐ＋１ｈ５Ｐ－３ ＋ ｏ（ｈ５Ｐ－２） ． （４１）

同理可得

　 　 α －
０ ＝ １

３
＋ ４
２７

（２Ｐ）（ ｆ ″ｉ） ２Ｐ－２ｈ４Ｐ－４ ＋

　 　 　 　 ４
２７

１４
９

－ ５
６

Ｐæ

è
ç

ö

ø
÷ （２Ｐ）（ ｆ ″ｉ） ２Ｐ－３ ｆ ‴ｉｈ４Ｐ－３ ＋ ｏ（ｈ４Ｐ－２）， （４２）

　 　 α －
１ ＝ ２

３
＋ ８

３
（２Ｐ）（ ｆ ″ｉ） ２Ｐ－２ｈ４Ｐ－４ ＋

　 　 　 　 ８
３

２
３

－ ５
６

Ｐæ

è
ç

ö

ø
÷ （２Ｐ）（ ｆ ″ｉ） ２Ｐ－３ ｆ ‴ｉｈ４Ｐ－３ ＋ ｏ（ｈ４Ｐ－２）， （４３）

再根据式（９）中的加权法则可得左界面通量 ｆ　
－
ｉ－１ ／ ２ 所对应权函数 ω －

ｋ ：

　 　 ω －
０ ＝ １

３
－ ６４

８１
（２Ｐ）（ ｆ ″ｉ） ２Ｐ－２ｈ４Ｐ－４ ＋ ｏ（ｈ４Ｐ－３）， （４４）

　 　 ω －
１ ＝ ２

３
＋ ６４

８１
（２Ｐ）（ ｆ ″ｉ） ２Ｐ－２ｈ４Ｐ－４ ＋ ｏ（ｈ４Ｐ－３） ． （４５）

根据式（４０）、（４１）、（４４）、（４５）可知

　 　 ω ＋
ｋ － ｄｋ ＝ ｏ（ｈ５Ｐ－３）， ω －

ｋ － ｄｋ ＝ ｏ（ｈ４Ｐ－４） ． （４６）
为了满足式（１５）的充分条件，可得参数 Ｐ 的取值为

　 　
５Ｐ － ３ ≥ ２，
４Ｐ － ４ ≥ ２，{ ⇒ Ｐ ≥ ３

２
． （４７）

由于该参数的推导主要是基于精度的考虑，还需要进一步验证该参数在提高计算精度的

条件下，是否能够满足数值计算无振荡的特性．针对该改进格式，在 Ｐ ＝ ３ ／ ２ 附近还选取了如下

３ 个参数 Ｐ ＝ ２， ４ ／ ３，６ ／ ５ 进行数值计算．这里选择经典的 Ｓｏｄ 激波管算例进行初步考察．该算例

初始条件如式（４８）所示［２５］，计算网格数划分为 ２００，计算结束时间取为 ０．１８．图 １ 给出该算例

计算结束时刻密度曲线图及局部放大图．

　 　 （ρ，ｕ，ｐ） ＝
（１，０，１）， ０ ≤ ｘ ＜ ０．５，
（０．１２５，０，０．１）， ０．５ ≤ ｘ ≤ １ ．{ （４８）

通过对比分析发现：当采用参数 Ｐ ＝ ２，３ ／ ２ 计算经典的激波管算例时，计算结果给出明显
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的虚假振荡，且随着 Ｐ 的增大，虚假振荡增强，因此可以推断虚假振荡的产生是由于格式的耗

散性不足．当 Ｐ ＝ ４ ／ ３ 时，格式能给出较优的计算结果．然而根据式（４６）计算发现： ω ＋
ｋ － ｄｋ ＝

ｏ（ｈ１１ ／ ３），ω －
ｋ － ｄｋ ＝ ｏ（ｈ４ ／ ３），即参数Ｐ ＝ ４ ／ ３不能满足左数值通量对应非线性权重ω －

ｋ 的要求．但
是为了得到一个合理的计算结果，参数 Ｐ ＝ ４ ／ ３ 是一种权衡计算精度和计算稳定性的结果．因
此，本文将该改进格式命名为 ＷＥＮＯ⁃ＮＺ３ 格式 （Ｐ ＝ ４ ／ ３） ．

（ａ） 密度曲线图 （ｂ） 密度曲线局部放大图

（ａ） Ｄｅｎｓｉｔｙ ｃｕｒｖｅｓ （ｂ） Ｔｈｅ ｐａｒｔｉａｌ ｅｎｌａｒｇｅｄ ｄｅｔａｉｌ ｏｆ ｄｅｎｓｉｔｙ ｃｕｒｖｅｓ
图 １　 Ｓｏｄ 激波管计算结束后密度曲线及其局部放大图

Ｆｉｇ． １　 Ｄｅｎｓｉｔｙ ｃｕｒｖｅｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｐａｒｔｉａｌ ｅｎｌａｒｇｅｄ ｄｅｔａｉｌ ａｔ ｔｈｅ ｆｉｎａｌ ｔｉｍｅ ｆｏｒ ｔｈｅ Ｓｏｄ ｐｒｏｂｌｅｍ

２．３．２　 改进格式在非极值点处的精度

这里将进一步证明 ＷＥＮＯ⁃ＮＺ３ 格式在光滑非极值点处同样能达到三阶精度．将式（１８）、
（３７）代入式（３６）可得

　 　 α ＋
０ ＝ ｄ０ １ ＋

τＮＺ

β ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ １

３
＋ １

３
·２Ｐ（ ｆ ′ｉ） Ｐ－２（ ｆ ″ｉ） Ｐｈ３Ｐ－２ ＋

　 　 　 　 １
３
·２Ｐ（ ｆ ′ｉ） Ｐ－３（ ｆ ″ｉ） Ｐ＋１ｈ３Ｐ－１ ＋ ｏ（ｈ３Ｐ）， （４９）

　 　 α ＋
１ ＝ ｄ１ １ ＋

τＮＺ

β １

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ２

３
＋ ２

３
·２Ｐ（ ｆ ′ｉ） Ｐ－２（ ｆ ″ｉ） Ｐｈ３Ｐ－２ －

　 　 　 　 ２
３
·２Ｐ（ ｆ ′ｉ） Ｐ－３（ ｆ ″ｉ） Ｐ＋１ｈ３Ｐ－１ ＋ ｏ（ｈ３Ｐ）， （５０）

再根据式（９）中的加权法则可得右界面通量 ｆ　
－
ｉ＋１ ／ ２ 所对应权函数 ω ＋

ｋ ：

　 　 ω ＋
０ ＝

α ＋
０

α ＋
０ ＋ α ＋

１

＝ １
３

＋ ４
９
·２Ｐ（ ｆ ′ｉ） Ｐ－３（ ｆ ″ｉ） Ｐ＋１ｈ３Ｐ－１ ＋ ｏ（ｈ３Ｐ）， （５１）

　 　 ω ＋
１ ＝

α ＋
１

α ＋
０ ＋ α ＋

１

＝ ２
３

－ ４
９
·２Ｐ（ ｆ ′ｉ） Ｐ－３（ ｆ ″ｉ） Ｐ＋１ｈ３Ｐ－１ ＋ ｏ（ｈ３Ｐ） ． （５２）

同理可得

　 　 α －
０ ＝ １

３
＋ １

３
·２Ｐ（ ｆ ′ｉ） Ｐ－２（ ｆ ″ｉ） Ｐｈ３Ｐ－２ ＋

　 　 　 　 １
３
·２Ｐ（ ｆ ′ｉ） Ｐ－２（ ｆ ″ｉ） Ｐ （３ － Ｐ）

ｆ ″ｉ
ｆ ′ｉ

－ Ｐ
ｆ ‴ｉ
ｆ ″ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｈ３Ｐ－１ ＋ ｏ（ｈ３Ｐ）， （５３）

２５９ 三阶 ＷＥＮＯ⁃Ｚ 格式精度分析及其改进格式



　 　 α －
１ ＝ ２

３
＋ ２

３
·２Ｐ（ ｆ ′ｉ） Ｐ－２（ ｆ ″ｉ） Ｐｈ３Ｐ－２ －

　 　 　 　 ２
３
·２Ｐ（ ｆ ′ｉ） Ｐ－２（ ｆ ″ｉ） Ｐ （Ｐ － １）

ｆ ″ｉ
ｆ ′ｉ

＋ Ｐ
ｆ ‴ｉ
ｆ ″ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｈ３Ｐ－１ ＋ ｏ（ｈ３Ｐ）， （５４）

再根据式（９）中的加权法则可得左界面通量 ｆ　
－
ｉ－１ ／ ２ 所对应权函数 ω －

ｋ ：

　 　 ω －
０ ＝

α －
０

α －
０ ＋ α －

１

＝ １
３

＋ ４
９
·２Ｐ（ ｆ ′ｉ） Ｐ－２（ ｆ ″ｉ） Ｐ ｆ ″ｉ

ｆ ′ｉ
ｈ３Ｐ－１ ＋ ｏ（ｈ３Ｐ）， （５５）

　 　 ω －
１ ＝

α －
１

α －
０ ＋ α －

１

＝ ２
３

－ ４
９
·２Ｐ（ ｆ ′ｉ） Ｐ－２（ ｆ ″ｉ） Ｐ ｆ ″ｉ

ｆ ′ｉ
ｈ３Ｐ－１ ＋ ｏ（ｈ３Ｐ） ． （５６）

根据式（５１）、（５２）、（５５）、（５６）可知

　 　 ω ＋
ｋ － ｄｋ ＝ ｏ（ｈ３Ｐ－１） ＝ ｏ（Δｘ３）， ω －

ｋ － ｄｋ ＝ ｏ（ｈ３Ｐ－１） ＝ ｏ（Δｘ３） ． （５７）
式（５７）满足式（１５）中的充分条件，这也就证明了改进 ＷＥＮＯ⁃ＮＺ３ 格式 （Ｐ ＝ ４ ／ ３） 在光滑

流场非极值点处能满足三阶精度．

３　 数 值 验 证

为了进一步考察改进 ＷＥＮＯ⁃ＮＺ３ 格式的计算性能，选取线性精度测试、一维 Ｓｏｄ 激波管、
激波与熵波相互作用、Ｒａｙｌｅｉｇｈ⁃Ｔａｙｌｏｒ 不稳定性等经典算例进行自主编程计算，并将该格式计

算结果与 ＷＥＮＯ⁃ＪＳ３、ＷＥＮＯ⁃Ｚ３、ＷＥＮＯ⁃Ｎ３ 格式进行对比．
表 １　 针对初始条件（５８），在 ｔ ＝ ２ 时不同数值计算格式 Ｌ１， Ｌ２， Ｌ∞ 误差和精度比较

Ｔａｂｌｅ １　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ Ｌ１， Ｌ２， Ｌ∞ （ｅｒｒｏｒ ａｎｄ ｏｒｄｅｒ） ｆｏｒ ｌｉｎｅａｒ ａｄｖｅｃｔｉｏｎ
ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｕｎｄｅｒ ｉｎｉｔｉａｌ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ （５８） ａｔ ｔ ＝ ２ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｃｈｅｍｅｓ

Ｎ
ＷＥＮＯ⁃ＪＳ３

Ｌ１ （ｅｒｒｏｒ） Ｌ１ （ｏｒｄｅｒ）
ＷＥＮＯ⁃Ｚ３

Ｌ１ （ｅｒｒｏｒ） Ｌ１ （ｏｒｄｅｒ）
ＷＥＮＯ⁃ＮＺ３

Ｌ１ （ｅｒｒｏｒ） Ｌ１ （ｏｒｄｅｒ）

２５ １．０９４ ０Ｅ－１ － ５．３６３ １Ｅ－２ － ２．８８９ ８Ｅ－２ －

５０ ４．２８５ ５Ｅ－２ １．３５２ １ １．３５８ ９Ｅ－２ １．９８０ ６ ３．７９４ ４Ｅ－３ ２．９２９ ０

１００ １．０９４ ６Ｅ－２ １．９６９ １ ３．０２２ ２Ｅ－３ ２．１６８ ８ ４．７９６ ２Ｅ－４ ２．９８３ ９

２００ １．０６５ ５Ｅ－３ ３．３６０ ８ ６．３６６ ０Ｅ－４ ２．２４７ １ ６．２２９ １Ｅ－５ ２．９４４ ８

４００ １．０５６ ５Ｅ－４ ３．３３４ ２ １．３２３ ８Ｅ－４ ２．２６５ ７ ６．２３３ ２Ｅ－６ ３．３２１ ０

Ｎ
ＷＥＮＯ⁃ＪＳ３

Ｌ２ （ｅｒｒｏｒ） Ｌ２ （ｏｒｄｅｒ）
ＷＥＮＯ⁃Ｚ３

Ｌ２ （ｅｒｒｏｒ） Ｌ２ （ｏｒｄｅｒ）
ＷＥＮＯ⁃ＮＺ３

Ｌ２ （ｅｒｒｏｒ） Ｌ２ （ｏｒｄｅｒ）

２５ １．２１０ ２Ｅ－１ － ６．１６５ ３Ｅ－２ － ３．５６４ ５Ｅ－２ －

５０ ４．８９６ １Ｅ－２ １．３０５ ５ １．８９５ ８Ｅ－２ １．７０１ ４ ６．２１０ ２Ｅ－３ ２．５２１ ０

１００ １．６０３ １Ｅ－２ １．６１０ ８ ５．３６１ ７Ｅ－３ １．８２２ ０ ９．６２２ ４Ｅ－４ ２．６９０ ２

２００ ２．１０２ ６Ｅ－３ ２．９３０ ６ １．４５７ ３Ｅ－３ １．８７９ ４ １．４６６ ３Ｅ－４ ２．７１４ ２

４００ ２．４９０ ２Ｅ－４ ３．０７７ ８ ３．８９５ ５Ｅ－４ １．９０３ ４ １．２１１ ７Ｅ－５ ３．５９７ １

Ｎ
ＷＥＮＯ⁃ＪＳ３

Ｌ∞ （ｅｒｒｏｒ） Ｌ∞ （ｏｒｄｅｒ）
ＷＥＮＯ⁃Ｚ３

Ｌ∞ （ｅｒｒｏｒ） Ｌ∞ （ｏｒｄｅｒ）
ＷＥＮＯ⁃ＮＺ３

Ｌ∞ （ｅｒｒｏｒ） Ｌ∞ （ｏｒｄｅｒ）

２５ ２．０３０ ４Ｅ－１ － １．２５９ ６Ｅ－１ － ７．９３３ ６Ｅ－２ －

５０ ８．７０２ ４Ｅ－２ １．２２２ ３ ４．３５２ １Ｅ－２ １．５３３ ２ １．７２０ ２Ｅ－２ ２．２０５ ４

１００ ３．５５９ ３Ｅ－２ １．２８９ ８ １．６５１ ３Ｅ－２ １．３９８ １ ４．４５５ ７Ｅ－３ １．９４８ ９

２００ ７．２９９ ６Ｅ－３ ２．２８５ ７ ５．８３６ １Ｅ－３ １．５００ ５ ７．２５９ ０Ｅ－４ ２．６１７ ８

４００ １．１７８ ３Ｅ－３ ２．６３１ １ ２．０４１ ２Ｅ－３ １．５１５ ６ ８．９２０ ０Ｅ－５ ３．０２４ ７
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３．１　 精度测试 １
该算例选自文献［２３］，计算初始条件为
　 　 ｕ０（ｘ） ＝ ｓｉｎ（πｘ）， （５８）

其包含两个一阶极值点．表 １ 给出了 ＷＥＮＯ⁃ＪＳ３、 ＷＥＮＯ⁃Ｚ３、 ＷＥＮＯ⁃ＮＺ３ 格式的 Ｌ１， Ｌ２， Ｌ∞ 误

差和精度， 其中各计算公式见式（５９） ～ （６１）．根据表 １ 可知，ＷＥＮＯ⁃ＮＺ３ 格式的计算精度逼近

三阶．

　 　 Ｌ１ ＝ １
Ｎ∑

Ｎ

ｉ ＝ ０
ｕｉ － ｕｅｘａｃｔ，ｉ ， （５９）

　 　 Ｌ２ ＝ １
Ｎ∑

Ｎ

ｉ ＝ ０
（ｕｉ － ｕｅｘａｃｔ，ｉ） ２ ， （６０）

　 　 Ｌ¥
＝ ｍａｘ ｕｉ － ｕｅｘａｃｔ，ｉ ， （６１）

其中　 　 ｉ ＝ ０，１，…，Ｎ ．
３．２　 精度测试 ２

该算例选自文献［８］，计算初始条件为

　 　 ｕ０（ｘ） ＝ ｓｉｎ πｘ － ｓｉｎ（πｘ）
π

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （６２）

其包含两个一阶极值点．表 ２ 给出了 ＷＥＮＯ⁃ＪＳ３、ＷＥＮＯ⁃Ｚ３、ＷＥＮＯ⁃ＮＺ３ 格式的 Ｌ１，Ｌ２，Ｌ∞ 误差

和精度．根据表 ２ 可知，ＷＥＮＯ⁃ＮＺ３ 相较 ＷＥＮＯ⁃Ｚ３ 格式提高了在极值点处的计算精度．
表 ２　 针对初始条件（６２），在 ｔ ＝ ２ 时不同数值计算格式 Ｌ１， Ｌ２， Ｌ∞ 误差和精度比较

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ Ｌ１， Ｌ２， Ｌ∞ （ｅｒｒｏｒ ａｎｄ ｏｒｄｅｒ） ｆｏｒ ｌｉｎｅａｒ ａｄｖｅｃｔｉｏｎ
ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｕｎｄｅｒ ｉｎｉｔｉａｌ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ （６２） ａｔ ｔ ＝ ２ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｃｈｅｍｅｓ

Ｎ
ＷＥＮＯ⁃ＪＳ３

Ｌ１ （ｅｒｒｏｒ） Ｌ１ （ｏｒｄｅｒ）
ＷＥＮＯ⁃Ｚ３

Ｌ１ （ｅｒｒｏｒ） Ｌ１ （ｏｒｄｅｒ）
ＷＥＮＯ⁃ＮＺ３

Ｌ１ （ｅｒｒｏｒ） Ｌ１ （ｏｒｄｅｒ）

２５ １．２４２ ９Ｅ－１ － ５．７２７ ６Ｅ－２ － ３．６４１ ８Ｅ－２ －

５０ ４．６０５ ０Ｅ－２ １．４３２ ４ １．５１１ ６Ｅ－２ １．９２１ ９ ４．７０９ ３Ｅ－３ ２．９５１ １

１００ １．３０１ ０Ｅ－２ １．８２３ ６ ３．４６４ ５Ｅ－３ ２．１２５ ４ ７．９２６ ６Ｅ－４ ２．５７０ ７

２００ １．５１３ ２Ｅ－３ ３．１０３ ９ ８．３７２ １Ｅ－４ ２．０４９ ０ ５．７９３ ５Ｅ－５ ３．７７４ ２

４００ １．４６１ ８Ｅ－４ ３．３７１ ８ １．６８２ ３Ｅ－４ ２．３１５ ２ ６．９９３ ２Ｅ－６ ３．０５０ ４

Ｎ
ＷＥＮＯ⁃ＪＳ３

Ｌ２ （ｅｒｒｏｒ） Ｌ２ （ｏｒｄｅｒ）
ＷＥＮＯ⁃Ｚ３

Ｌ２ （ｅｒｒｏｒ） Ｌ２ （ｏｒｄｅｒ）
ＷＥＮＯ⁃ＮＺ３

Ｌ２ （ｅｒｒｏｒ） Ｌ２ （ｏｒｄｅｒ）

２５ １．４０７ ３Ｅ－１ － ６．８１２ ０Ｅ－２ － ４．５８１ ０Ｅ－２ －

５０ ５．７０２ ７Ｅ－２ １．３０３ ２ ２．１２９ ４Ｅ－２ １．６７７ ６ ７．５２７ ０Ｅ－３ ２．６０５ ５

１００ １．９５４ ５Ｅ－２ １．５４４ ８ ６．１１５ ４Ｅ－３ １．７９９ ９ １．４１７ ６Ｅ－３ ２．４０８ ６

２００ ２．９５７ ９Ｅ－３ ２．７２４ ２ １．８８９ ２Ｅ－３ １．６９４ ７ ９．５３８ ８Ｅ－５ ３．８９３ ５

４００ ３．５４２ ４Ｅ－４ ３．０６１ ８ ４．９６３ ６Ｅ－４ １．９２８ ３ １．１８４ ０Ｅ－５ ３．０１０ １

Ｎ
ＷＥＮＯ⁃ＪＳ３

Ｌ∞ （ｅｒｒｏｒ） Ｌ∞ （ｏｒｄｅｒ）
ＷＥＮＯ⁃Ｚ３

Ｌ∞ （ｅｒｒｏｒ） Ｌ∞ （ｏｒｄｅｒ）
ＷＥＮＯ⁃ＮＺ３

Ｌ∞ （ｅｒｒｏｒ） Ｌ∞ （ｏｒｄｅｒ）

２５ ２．６０１ ２Ｅ－１ － １．４８３ ６Ｅ－１ － １．０３６ ５Ｅ－１ －

５０ １．１０１ ４Ｅ－１ １．２３９ ８ ５．６７５ ２Ｅ－２ １．３８６ ４ ２．８２８ １Ｅ－２ １．８７３ ８

１００ ４．６１１ ３Ｅ－２ １．２５６ １ ２．０７５ ８Ｅ－２ １．４５１ ０ ６．６１８ ７Ｅ－３ ２．０９５ ２

２００ １．０２１ ９Ｅ－２ ２．１７３ ９ ７．４８１ ９Ｅ－３ １．４７２ ２ ５．１３３ ０Ｅ－４ ３．６８８ ７

４００ １．６８９ ９Ｅ－３ ２．５９６ ２ ２．５６２ ３Ｅ－３ １．５４６ ０ ９．４２０ ０Ｅ－５ ２．４４６ ０

４５９ 三阶 ＷＥＮＯ⁃Ｚ 格式精度分析及其改进格式



３．３　 Ｓｈｕ⁃Ｏｓｈｅｒ 激波与熵波相互作用

该算例选自文献［２４］，式（６３）给出计算的初始条件，该算例描述一个 Ｍａｃｈ（马赫）数为 ３
的平面激波与局部密度扰动区的相互作用．网格数为 ８００，计算结束时间为 １．８，“精确解”的计

算网格数为 １０ ０００．计算结束时刻密度曲线图及局部放大图见图 ２．

　 　 （ρ，ｕ，ｐ） ＝
（３．８５７ １４３， ２．６２９ ３６９， １０．３３３ ３３）， － ５ ≤ ｘ ＜ － ４，
（１ ＋ ０．２ｓｉｎ（５ｘ），０，１）， － ４ ≤ ｘ ≤ ５ ．{ （６３）

（ａ） 密度曲线图 （ｂ） 密度曲线局部放大图

（ａ） Ｄｅｎｓｉｔｙ ｃｕｒｖｅｓ （ｂ） Ｔｈｅ ｐａｒｔｉａｌ ｅｎｌａｒｇｅｄ ｄｅｔａｉｌ ｏｆ ｄｅｎｓｉｔｙ ｃｕｒｖｅｓ

图 ２　 Ｓｈｕ⁃Ｏｓｈｅｒ 激波与熵波相互作用计算结束后密度曲线及其局部放大图

Ｆｉｇ． ２　 Ｄｅｎｓｉｔｙ ｃｕｒｖｅｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｐａｒｔｉａｌ ｅｎｌａｒｇｅｄ ｄｅｔａｉｌ ａｔ ｔｈｅ ｆｉｎａｌ ｔｉｍｅ ｆｏｒ ｔｈｅ Ｓｈｕ⁃Ｏｓｈｅｒ ｐｒｏｂｌｅｍ

３．４　 Ｔｉｔａｒｅｖ⁃Ｔｏｒｏ激波与熵波相互作用

该算例选自文献［２６］， 式（６４）给出计算的初始条件， 网格数为 ４ ０００， 计算结束时间为

５．０，“精确解”的计算网格数为 ６ ０００．计算结束时刻密度曲线图及局部放大图见图 ３．

　 　 （ρ，ｕ，ｐ） ＝
（１．５１５ ６９５， ０．５２３ ３４６， １．８０５ ０００）， － ５ ≤ ｘ ＜ － ４．５，
（１ ＋ ０．１ｓｉｎ（２０πｘ），０，１）， － ４．５ ≤ ｘ ≤ ５ ．{ （６４）

（ａ） 密度曲线图 （ｂ） 密度曲线局部放大图

（ａ） Ｄｅｎｓｉｔｙ ｃｕｒｖｅｓ （ｂ） Ｔｈｅ ｐａｒｔｉａｌ ｅｎｌａｒｇｅｄ ｄｅｔａｉｌ ｏｆ ｄｅｎｓｉｔｙ ｃｕｒｖｅｓ

图 ３　 Ｔｉｔａｒｅｖ⁃Ｔｏｒｏ 激波与熵波相互作用计算结束后密度曲线及其局部放大图

Ｆｉｇ． ３　 Ｄｅｎｓｉｔｙ ｃｕｒｖｅｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｐａｒｔｉａｌ ｅｎｌａｒｇｅｄ ｄｅｔａｉｌ ａｔ ｔｈｅ ｆｉｎａｌ ｔｉｍｅ ｆｏｒ ｔｈｅ Ｔｉｔａｒｅｖ⁃Ｔｏｒｏ ｐｒｏｂｌｅｍ

图 ２、图 ３ 的算例计算结果表明，ＷＥＮＯ⁃ＮＺ３ 格式相较于 ＷＥＮＯ⁃ＪＳ３、ＷＥＮＯ⁃Ｚ３ 格式不仅
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提高了在极值点处的计算精度，而且降低了格式的耗散．
３．５　 Ｒａｙｌｅｉｇｈ⁃Ｔａｙｌｏｒ 不稳定性

该问题选自文献［２１， ２７⁃２８］，主要描述重力场作用下，重流体加速进入轻流体界面失稳

过程．利用该算例可以考察数值方法的分辨率特性．计算域设置为［０， ０．２５］ ×［０， １］， 计算初

始条件如下所示：

　 　 （ρ，ｕ，ｖ，ｐ） ＝
（２，０， － ０．０２５ γｐ ／ ρ ｃｏｓ（８πｘ），２ｙ ＋ １）， ０ ≤ ｙ ＜ ０．５，

（１，０， － ０．０２５ γｐ ／ ρ ｃｏｓ（８πｘ），ｙ ＋ １．５）， ０．５ ≤ ｙ ＜ １ ．{ （６５）

该算例中，绝热指数 γ 取值为 ５ ／ ３．为了考虑重力效应，在 Ｅｕｌｅｒ 方程的 ｙ 方向的动量方程

和能量方程的右端分别加入 ρ，ρｖ 作为源项．左右边界设置成反射边界条件，顶部和底部边界

条件分别为

　 　 （ρ， ｕ， ｖ， ｐ） ＝ （１， ０， ０， ２．５）， （ρ， ｕ， ｖ， ｐ） ＝ （２， ０， ０， １） ．
网格数划分为 ２４０ × ９６０，计算结束时间为 １．９５．

图 ４ 给出不同格式（ＷＥＮＯ⁃ＪＳ３、ＷＥＮＯ⁃Ｚ３、ＷＥＮＯ⁃Ｎ３、ＷＥＮＯ⁃ＮＺ３）密度等值线图，共绘制

１５ 条等值线，其取值区间为［０．９５２ ２６９， ２．１４５ ８９］．改进格式 ＷＥＮＯ⁃ＮＺ３ 在接触间断附近具有

更低的耗散性，给出分辨率更优的结果．

（ａ） ＷＥＮＯ⁃ＪＳ３ （ｂ） ＷＥＮＯ⁃Ｚ３ （ｃ） ＷＥＮＯ⁃Ｎ３ （ｄ） ＷＥＮＯ⁃ＮＺ３

图 ４　 Ｒａｙｌｅｉｇｈ⁃Ｔａｙｌｏｒ 不稳定性问题不同格式（ＷＥＮＯ⁃ＪＳ３、 ＷＥＮＯ⁃Ｚ３、 ＷＥＮＯ⁃Ｎ３、 ＷＥＮＯ⁃ＮＺ３）密度曲线图

Ｆｉｇ． ４　 Ｄｅｎｓｉｔｙ ｃｏｎｔｏｕｒｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｒａｙｌｅｉｇｈ⁃Ｔａｙｌｏｒ ｉｎｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｃｏｍｐｕｔｅｄ ｗｉｔｈ

ｔｈｅ ＷＥＮＯ⁃ＪＳ３， ＷＥＮＯ⁃Ｚ３， ＷＥＮＯ⁃Ｎ３ ａｎｄ ＷＥＮＯ⁃ＮＺ３ ｓｃｈｅｍｅｓ

３．６　 二维 Ｒｉｅｍａｎｎ问题

该问题选自文献［２９］，计算初始条件如下：
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（ρ，ｕ，ｖ，ｐ） ＝ （１．５， ０， ０， １．５）， ０．８ ≤ ｘ ≤ １， ０．８ ≤ ｙ ≤ １，
（ρ，ｕ，ｖ，ｐ） ＝ （０．５３２ ３， １．２０６， ０， ０．３）， ０ ≤ ｘ ＜ ０．８， ０．８ ≤ ｙ ≤ １，
（ρ，ｕ，ｖ，ｐ） ＝ （０．１３８， １．２０６， １．２０６， ０．０２９）， ０ ≤ ｘ ＜ ０．８， ０ ≤ ｙ ＜ ０．８，
（ρ，ｕ，ｖ，ｐ） ＝ （０．５３２ ３， ０， １．２０６， ０．３）， ０．８ ≤ ｘ ≤ １， ０ ≤ ｙ ＜ ０．８ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（６６）

计算网格数选取为 ９６０×９６０，计算结束时间为 ｔ ＝ ０．８．图 ５ 给出计算结束时刻不同格式密

度曲线等值线图，共绘制 ４０ 条等值线，其取值区间为［０．１４，１．７］．ＷＥＮＯ⁃ＮＺ３ 格式相较 ＷＥＮＯ⁃
ＪＳ３、ＷＥＮＯ⁃Ｚ３、ＷＥＮＯ⁃Ｎ３ 格式在滑移线附近给出分辨率较高的结果．

（ａ） ＷＥＮＯ⁃ＪＳ３ （ｂ） ＷＥＮＯ⁃Ｚ３

（ｃ） ＷＥＮＯ⁃Ｎ３ （ｄ） ＷＥＮＯ⁃ＮＺ３

图 ５　 二维 Ｒｉｅｍａｎｎ 问题不同格式（ＷＥＮＯ⁃ＪＳ３、 ＷＥＮＯ⁃Ｚ３、 ＷＥＮＯ⁃Ｎ３、 ＷＥＮＯ⁃ＮＺ３）密度曲线图

Ｆｉｇ． ５　 Ｄｅｎｓｉｔｙ ｃｏｎｔｏｕｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ２Ｄ Ｒｉｅｍａｎｎ ｐｒｏｂｌｅｍ ｃｏｍｐｕｔｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ＷＥＮＯ⁃ＪＳ３， ＷＥＮＯ⁃Ｚ３，

ＷＥＮＯ⁃Ｎ３ ａｎｄ ＷＥＮＯ⁃ＮＺ３ ｓｃｈｅｍｅｓ ａｔ ｔ ＝ ０．８

４　 结　 　 论

本文采用 Ｔａｙｌｏｒ 级数展开的方式，构造出一种提高极值点计算精度的 ＷＥＮＯ⁃ＮＺ３ 格式，
并通过精度测试、Ｓｏｄ 激波管等经典算例，从精度和耗散性（分辨率）两个角度考察了 ＷＥＮＯ⁃
ＮＺ３ 格式的计算性能．通过本文的研究主要得到以下两点结论：

１） ＷＥＮＯ⁃ＮＺ３ 格式综合权衡了计算精度和计算稳定性，其在极值点处逼近收敛精度，本
文的构造方法可以进一步推广应用于五阶以上 ＷＥＮＯ 格式；

７５９徐　 　 维　 　 铮　 　 　 吴　 　 卫　 　 国



２） ＷＥＮＯ⁃ＮＺ３ 格式相较其他格式（ＷＥＮＯ⁃ＪＳ３、ＷＥＮＯ⁃Ｚ３、ＷＥＮＯ⁃Ｎ３）不仅降低了格式的

耗散，同时还提高了对复杂流场结构的分辨率．
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