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摘要：　 该文考虑了一类具有非局部时滞反应项的空间非局部扩散模型， 主要研究其波前解的渐

近稳定性及收敛率．通过构造加权函数，建立了相关线性方程的比较原理，证明了当初始扰动在加

权最大范数意义下一致有界，满足初值问题的解将依时间指数收敛到波前解，而且得到其指数收

敛率．
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引　 　 言

在自然界中，许多现象都可以通过相应的反应扩散模型进行描述．近些年来，空间非局部

微分方程广泛应用于生物学和传染病学等多个领域，并引起了许多学者的极大关注．目前，对
于此类方程的研究已经获得了一些成果［１⁃６］ ．在种群生物学中，由于种群的随机移动使得个体

能够从各个可能的位置来到当前所处的位置，考虑到这一因素，Ｂｒｉｔｔｏｎ［７⁃８］ 首先提出用带有非

局部时滞反应项的模型来描述这种现象．后来，Ｗａｎｇ 等［６］为了研究种群动力学，建立了如下非

局部时滞反应扩散方程：

　 　 ｕｔ（ｘ，ｔ） ＝ ｄΔｕ（ｘ，ｔ） ＋ ｆ ｕ（ｘ，ｔ）， ∫
Ｒ
ｋ（ｙ）ｕ（ｘ － ｙ，ｔ － τ）ｄｙ( ) ，

　 　 ｘ ∈ Ｒ， ｔ ＞ ０， （１）
其中 ｕ（ｘ，ｔ） 表示 ｘ 位置、ｔ 时刻的种群密度，ｄ ＞ ０ 是扩散项系数，时滞 τ ＞ ０，ｋ（·） 是非负核

函数．在单稳的假设下，Ｗａｎｇ 等［６］得到了模型（１）波前解的存在性，唯一性及渐近稳定性．在生

物学领域，Ｌａｐｌａｃｅ 算子通常用于描述种群个体在栖息区域内的局部迁移和扩散．实际上，许多

种群个体在空间区域上却是广泛迁移和大范围扩散的．为了准确描述这一非局部扩散现象，一
些研究者引入了积分形式的扩散项［９⁃１３］ ．特别地，Ｙｕ 和 Ｙｕａｎ［１４］ 将非局部时滞的反应项引进非

局部扩散模型：

　 　 ｕｔ（ｘ，ｔ） ＝ ｄ［Ｊ∗ｕ － ｕ］（ｘ，ｔ） ＋ ｆ ｕ（ｘ，ｔ），∫
Ｒ
ｋ（ｙ）ｕ（ｘ － ｙ，ｔ － τ）ｄｙ( ) ，

　 　 ｘ ∈ Ｒ， ｔ ＞ ０， （２）

００３１

　 应用数学和力学，第 ３９ 卷 第 １１ 期
　 ２０１８ 年 １１ 月 １ 日出版

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ　
　 　 Ｖｏｌ．３９，Ｎｏ．１１，Ｎｏｖ．１，２０１８

∗ 收稿日期：　 ２０１７⁃１２⁃２８； 修订日期：　 ２０１８⁃０２⁃０２
基金项目：　 国家自然科学基金（１１６７１３１５）
作者简介：　 李盼晓（１９９０—），女，硕士（Ｅ⁃ｍａｉｌ： Ｌ２２３６１３５４０４＠ １６３．ｃｏｍ）．



其中 ｄ ＞ ０，τ ＞ ０ 是常数，

　 　 （Ｊ∗ｕ）（ｘ，ｔ） ∫
Ｒ
Ｊ（ｘ － ｙ）ｕ（ｙ，ｔ）ｄｙ ．

最近，Ｇｕｏ 和 Ｚｉｍｍｅｒ［１５］将以上各个因素考虑在内，建立了如下非局部时滞反应扩散模型，
并得到其波前解的存在性、渐近行为、唯一性及单调性结果：

　 　 ｕｔ（ｘ，ｔ） ＝ ｐｕｘｘ（ｘ，ｔ） ＋ ｄ（Ｊ∗ｕ － ｕ）（ｘ，ｔ） ＋ ｆ（ｕ（ｘ，ｔ），（ｈ∗∗ｕ）（ｘ，ｔ）），
　 　 ｘ ∈ Ｒ， （３）

其中 ｐ ≥ ０，ｄ ≥ ０，且 Ｊ（·），ｈ（·） 为非负核函数，

　 　 （ｈ∗∗ｕ）（ｘ，ｔ） ∫０
－∞
∫
Ｒ
ｈ（ｘ － ｙ，ｔ － ｓ）ｕ（ｙ，ｓ）ｄｙｄｓ ．

该模型既含有局部 Ｌａｐｌａｃｅ 扩散项又含有非局部扩散项，主要描述种群的扩散不仅依赖于空

间位置 ｘ 处、ｔ 时刻的种群密度 ｕ（ｘ，ｔ），而且还依赖于整个空间中其他位置上的 ｕ 值．反应项

ｆ（ｕ，ｈ∗∗ｕ） 通常用于描述种群个体的出生率和死亡率对种群密度的影响，ｈ∗∗ｕ 表示种群密

度在过去时间和空间上的加权平均．
当 ｈ（ｘ，ｔ） ＝ ｈ（ｘ）δ（ ｔ － τ），其中 δ（·） 为 Ｄｉｒａｃ δ 函数，方程（３）变为以下非局部时滞反应

扩散方程：
　 　 ｕｔ（ｘ，ｔ） ＝ ｐｕｘｘ（ｘ，ｔ） ＋ ｄ（Ｊ∗ｕ － ｕ）（ｘ，ｔ） ＋
　 　 　 　 ｆ（ｕ（ｘ，ｔ），（ｈ∗ｕ）（ｘ，ｔ － τ）），　 　 ｘ ∈ Ｒ， ｄ ≥ ０， ｐ ≥ ０， （４）

其中

　 　 （ｈ∗ｕ）（ｘ，ｔ） ∫
Ｒ
ｈ（ｘ － ｙ）ｕ（ｙ，ｔ）ｄｙ ．

模型（４）波前解的存在性、渐近行为和唯一性结果已经得到很好的研究［１５］ ．然而在许多应

用领域中，需要知道反应扩散方程的行波解在时间趋于无穷时的性态，即发展方程解的稳定性

理论．因此，本文主要研究非局部时滞反应扩散方程（４）在单稳条件下，非临界波前解的指数稳

定性．
首先假设非线性函数 ｆ（ｕ，ｖ） 和 ｈ（ｕ） 满足以下条件：
（Ｐ１）　 ｆ ∈ Ｃ（［０，Ｋ］ ２，Ｒ）， ｆ（０，０） ＝ ｆ（Ｋ，Ｋ） ＝ ０， ｆ（ｕ，ｕ） ＞ ０，∀ｕ ∈ （０，Ｋ），对任意的

（ｕ，ｖ） ∈ ［０，Ｋ］ ２，∂２ ｆ（ｕ，ｖ） ≥ ０，其中 Ｋ 是正常数．
（Ｐ２）　 存在 Ｍ ＞ ０ 和 σ ∈ （０，１］，使得 ０ ≤ ∂１ ｆ（０，０）ｕ ＋ ∂２ ｆ（０，０）ｖ － ｆ（ｕ，ｖ） ≤ Ｍ（ｕ ＋

ｖ） １＋σ，∀（ｕ，ｖ） ∈ ［０，Ｋ］ ２，且 ∂１ ｆ（Ｋ，Ｋ） ＋ ∂２（Ｋ，Ｋ） ＜ ０．

（Ｐ３）　 Ｊ（·），ｈ（·） 都是非负可积函数，且满足∫
Ｒ
Ｊ（ｘ）ｄｘ ＝ １，∫

Ｒ
ｈ（ｘ）ｄｘ ＝ １．

（Ｐ４）　 存在某个 λ ０ ＞ ０（可能等于无穷） 使得对任意的 λ ∈ ［０，λ ０）， 有

　 　 ∫∞
０
Ｊ（ｘ）ｅλｘｄｘ ＜ ＋ ∞， ∫∞

０
ｈ（ｘ）ｅλｘｄｘ ＜ ＋ ∞ ．

从条件（Ｐ１）可以看出， 方程（４）有两个平衡点分别为 ０ 和 Ｋ ．因此， 结合条件（Ｐ１）和（Ｐ２），
可得

　 　 ∂１ ｆ（０，０） ＋ ∂２ ｆ（０，０） ≥ ２
Ｋ

ｆ Ｋ
２
， Ｋ
２
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÷ ＞ ０．

于是 ｕ ＝ ０ 是不稳定的，ｕ ＝ Ｋ 是稳定的．本文不需要 ∂２ ｆ（０，０） ＞ ０．
反应扩散模型的稳定性理论在生物学［１６⁃２０］ 和传染病学［２１⁃２３］ 等多个领域都具有重要的作
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用．到目前为止，反应扩散方程行波解的稳定性已经得到了广泛研究［６，１６⁃２０，２３⁃２６］，但是对于非局

部时滞反应扩散方程行波解稳定性的结果相对较少．Ｍａ 和 Ｚｈａｏ［１９］ 用挤压技术证明了单稳格

微分方程行波解渐近稳定性，并且可以得到指数衰减率．Ｃｈｅｎ 和 Ｇｕｏ［２４］ 通过对单稳拟线性方

程建立挤压技术，得到波前解的渐近稳定性，但是却不能得到具体的收敛率．另外，Ｃｈｅｎｇ 和

Ｙｕａｎ［１６］通过构造合适的上下解结合比较原理和挤压技术，证明了具有非局部时滞反应扩散模

型（２）的非临界波前解的渐近稳定性，然而该模型临界波前解的稳定性尚未得到．在生物学和

传染病学中，临界行波解的稳定性对于研究生物入侵和疾病传播等问题非常重要．Ｇｕｏ 和 Ｚｉｍ⁃
ｍｅｒ［１７］通过加权能量法和 Ｇｒｅｅｎ 函数技巧，证明方程（１）相应空间离散模型波前解的全局指数

稳定性，证明当波前解的初始扰动在负无穷远处衰减到零时，初值问题的解在 ｃ ＞ ｃ∗ 条件下
关于时间指数衰减收敛到波速为 ｃ的行波解，在 ｃ ＝ ｃ∗ 条件下关于时间代数衰减收敛到波速为

ｃ∗ 的行波解．特别地，时滞对行波解的稳定性没有影响．此外， Ｍｅｉ 等［１８］ 考虑具有年龄结构和

空间扩散的单一物种的动力学行为， 研究了一类具有年龄结构的非局部时滞反应扩散模型行

波解的稳定性， 主要通过加权能量法结合比较原理， 证明大初始扰动下行波解是全局渐近稳

定性的．
值得说明的是，加权能量法结合比较原理可以证明大波速和小波速行波解的渐近稳定性

结果，而且能得到具体的收敛速度，但是需要先对解进行加权 Ｌ１，Ｌ２ 及 Ｌ∞ 能量估计，这使得计
算过程变的复杂．为了进一步将稳定性的结果精确化，Ｏｕｙａｎｇ 等［２０］ 和 Ｗａｎｇ 等［２５］ 利用权函数

结合比较原理，分别证明了空间周期非局部时滞单种群模型和周期部分退化反应扩散系统行

波解的指数渐近稳定性．随后，Ｗｕ 和 Ｃｈｅｎ［２３］ 也用这种方法证明了非局部扩散传染病模型行

波解的指数渐近稳定性．由此可知，权函数结合比较原理方法是证明行波解全局指数渐近稳定

性的一个有效途径，相对于加权能量法和挤压技术，它在很大程度上简化了计算过程且能得到

初值问题的解与行波解之间精确的衰减估计．那么此方法能否应用于模型（４）？ 本文将对此问

题给出一个肯定的答案．具体地说，本文通过特征值分析法，建立方程（４）相关线性系统的比较

原理（后文中引理 ３），得到当初始函数 ｕ０ 在加权范数的意义下趋于某一行波解 ϕ 时，满足此

初值的解将指数收敛到它的行波解．
文章主体结构大体分为 ５ 个部分： 首先，给出一些基本知识和主要结论； 其次，通过主特

征值分析的方法得出方程（４）线性初值问题的比较原理； 然后，通过权函数结合比较原理的方

法证明方程（４）非临界波前解的指数渐近稳定性，并且得到指数收敛率； 第 ４ 节主要给出具体

实例去验证所得的稳定性结果； 最后对全文工作进行总结．

１　 主 要 结 论

本文中将 Ｃ ＞ ０ 记为一般常数，Ｃ ｉ（ ｉ ＝ １，２，…） 为特殊常数，令 Ｉ是一个区间，特别地，取 Ｉ
＝ Ｒ ．设 Ｔ ＞ ０ 是一个实数且 Ｂ 为 Ｂａｎａｃｈ 空间．记 Ｃ（［０，Ｔ］，Ｂ） 为［０，Ｔ］ 上的连续函数空间，
Ｌ２（［０，Ｔ］，Ｂ） 表示［０，Ｔ］ 上的 Ｌ２ 函数空间．那么［０， ＋ ∞） 上相应的函数空间可以用类似的方

法定义．
假设 ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ϕ（ｘ ＋ ｃｔ） 为方程（４） 连接平衡点 ０ 和 Ｋ 的波前解， 其中 ｃ 为波速， ϕ 为波

廓．将 ｕ ＝ ϕ（ξ），ξ ＝ ｘ ＋ ｃｔ 代入方程（４）得到行波方程：

　 　

－ ｃϕ′（ξ） ＋ ｐϕ″（ξ） ＋ ｄ（Ｊ∗ϕ － ϕ）（ξ） ＋
　 　 ｆ（ϕ（ξ），（ｈ∗ϕ）（ξ － ｃτ）） ＝ ０， ξ ∈ Ｒ，
ｌｉｍ
ξ→－∞

ϕ（ξ） ＝ ０， ｌｉｍ
ξ→＋∞

ϕ（ξ） ＝ Ｋ， ０ ≤ ϕ（ξ） ≤ Ｋ，∀ξ ∈ Ｒ，

ì

î

í

ï
ï

ïï

（５）

２０３１ 非局部时滞反应扩散方程波前解的指数稳定性



其中　 　 （Ｊ∗ϕ）（ξ） ＝ ∫
Ｒ
Ｊ（ｙ）ϕ（ξ － ｙ）ｄｙ， （ｈ∗ϕ）（ξ） ＝ ∫

Ｒ
ｈ（ｙ）ϕ（ξ － ｙ）ｄｙ ．

定义

　 　 Ｇ ｊ（ξ） ＝ ∂ｊ ｆ ϕ（ξ），∫
Ｒ
ｈ（ｙ）ϕ（ξ － ｙ － ｃτ）ｄｙ( ) ，　 　 ｊ ＝ １，２，

　 　 Ｂ（ξ） ＝ ∫
Ｒ
ｈ（ｙ）Ｇ２（ξ ＋ ｙ ＋ ｃτ）ｄｙ，

显然， Ｂ（ξ） 和 Ｇ ｊ（ξ）， ｊ ＝ １，２ 是非增的且满足

　 　 Ｇ１（ ＋ ∞） ＝ ∂１ ｆ（Ｋ，Ｋ）， Ｂ（ ＋ ∞） ＝ Ｇ２（ ＋ ∞） ＝ ∂２ ｆ（Ｋ，Ｋ） ．
对于 λ ∈ Ｃ 且 Ｒｅ λ ＜ λ ０， 定义函数

　 　 Ｈ（λ） ＝ ∫
Ｒ
Ｊ（ｙ）ｅ －λｙｄｙ， Ｇ（λ） ＝ ∫

Ｒ
ｈ（ｙ）ｅ －λｙｄｙ ．

显然， Ｇ（λ） 关于 λ ∈ ［０，λ ０） 是二阶可微的．因此

　 　 Ｇ（０） ＝ ∫
Ｒ
ｈ（ｙ）ｄｙ ＝ １，

　 　 Ｇ′（λ） ＝ ∫＋∞

０
ｙｈ（ｙ）（ｅλｙ － ｅ －λｙ）ｄｙ ＞ ０， Ｇ″（λ） ＝ ∫＋∞

０
ｙ２ｈ（ｙ）（ｅλｙ ＋ ｅ －λｙ）ｄｙ ＞ ０．

设

　 　 Δ（ｃ，λ） ＝ ｃλ － ｐλ ２ － ｄ［Ｈ（λ） － １］ － ∂１ ｆ（０，０） － ∂２ ｆ（０，０）ｅ
－λｃτ Ｇ（λ）， （６）

　 　 Δ（ｃ，λ） ＝ ｃλ ＋ ｐλ ２ ＋ ｄ［Ｈ（ － λ） － １］ ＋ ∂１ ｆ（Ｋ，Ｋ） ＋ ∂２ ｆ（Ｋ，Ｋ）ｅλｃτ Ｇ（ － λ）， （７）
对于 ｃ ∈ Ｒ， λ ∈ Ｃ， 有 ｃ ≥ ０， Ｒｅ λ ＜ λ ＋， 若 ∂２ ｆ（０，０） ＞ ０， 则 λ ＋ ＝ λ； 若 ∂２ ｆ（０，０） ＝ ０，
则 λ ＋ ＝ ＋ ∞ ．

为了方便，记 ｌｉｍξ→－∞ ϕ（ξ）＝ϕ（ －∞）， ｌｉｍξ→∞ ϕ（ξ）＝ϕ（ ＋∞） ．根据文献［１５］中有关行波

解存在性的结果，可以得出以下结论．
定理 １　 假设条件（Ｐ１）、（Ｐ２）、（Ｐ３）和（Ｐ４）成立．存在最小波速 ｃ∗ ＞ ０，使得对任意 ｃ ≥

ｃ∗，方程（４） 有满足行波方程（５） 的波前解 ϕ（ｘ ＋ ｃｔ） ．当 ｃ∈ （０，ｃ∗） 时，方程（４）不存在满足

方程（５）的波前解．因此

１） 方程（５）的解 ϕ 关于变换是唯一的．
２） 方程（５）的每个解 ϕ 是严格单调的，即 ϕ′（ξ） ＞ ０，ξ ∈ Ｒ ．
３） 方程（５）的每个解 ϕ 满足 ０ ＜ ϕ（ξ） ＜ Ｋ，∀ξ ∈ Ｒ ．
４） 方程（５）的任何解满足 ｌｉｍξ→－∞（ϕ′（ξ） ／ ϕ（ξ）） ＝ λ，其中 λ 是方程（８）的最小正根，
　 　 ｃλ － ｐλ ２ － ｄ［Ｈ（λ） － １］ － ∂１ ｆ（０，０） － ∂２ ｆ（０，０）ｅ

－λｃτＧ（λ） ＝ ０， （８）
其中　 　 λ ∈ Ｃ， Ｒｅ λ ＜ λ ０ ．

５） 方程（５）的任何解满足 ｌｉｍξ→＋∞（ϕ′（ξ） ／ （Ｋ － ϕ（ξ）））＝ γ，其中γ 是方程（９）的唯一根，
　 　 ｃγ ＋ ｐγ ２ ＋ ｄ［Ｈ（ － γ） － １］ ＋ ∂１ ｆ（Ｋ，Ｋ） ＋ ∂２ ｆ（Ｋ，Ｋ）ｅγｃτＧ（ － γ） ＝ ０，

　 　 γ ∈ Ｃ， Ｒｅ γ ＜ λ ０ ． （９）
注意到当 ｃ ＞ ｃ∗ 时，特征方程（８）恰有两个正实根．下面给出两个引理．
引理 １　 存在 ｃ∗ ＞ ０ 和 λ∗ ∈ （０，λ ＋），使得 Δ（ｃ∗，λ∗） ＝ ０ 且 Δλ（ｃ∗，λ∗） ＝ ０．因此，
１） 如果 ０ ＜ ｃ ＜ ｃ∗，则 Δ（ｃ，λ） ＜ ０，∀λ ≥ ０．
２） 如果 ｃ ＞ ｃ∗，则 Δ（ｃ，·） ＝ ０ 有两个正实根分别为 λ １（ｃ），λ ２（ｃ），且满足 ０ ＜ λ １（ｃ） ＜

λ∗ ＜ λ ２（ｃ） ＜ λ ＋，使得 λ′１（ｃ） ＜ ０，λ′２（ｃ） ＞ ０．当 λ ∈ （λ １（ｃ），λ ２（ｃ）） 时，Δ（ｃ，λ） ＞ ０；当 λ
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∈ （ － ∞，λ １（ｃ）） ∪ （λ ２（ｃ），λ
＋） 时，Δ（ｃ，λ） ＞ ０．

证明　 对任意的 λ ∈ （０，λ ＋）， 有

　 　 Δλ（ｃ，λ） ＝ ｃ － ２ｐλ － ｄＨ′（λ） － ∂２ ｆ（０，０）ｅ
－λｃτ［Ｇ′（λ） － ｃτＧ（λ）］，

　 　 Δλλ（ｃ，λ） ＝ － ２ｐ － ｄＨ″（λ） －
　 　 　 　 ∂２ ｆ（０，０）ｅ

－λｃτ［Ｇ″（λ） － ２ｃτＧ′（λ） ＋ ｃ２τ ２Ｇ（λ）］ ＜ ０，
　 　 Δｃ（ｃ，λ） ＝ λ ＋ ｃτ∂２ ｆ（０，０）ｅ

－λｃτＧ（λ） ＞ ０，
　 　 Δ（ｃ，０） ＝ － ∂１ ｆ（０，０） － ∂２ ｆ（０，０） ＜ ０，
　 　 Δ（０，λ） ＝ － ｐλ ２ － ｄ［Ｈ（λ） － １］ － ∂１ ｆ（０，０） － ∂２ ｆ（０，０）Ｇ（λ） ＜ ０，

并且

　 　 ｌｉｍ
λ→λ ＋ －０

Δ（ｃ，λ） ＝ － ∞ ．

得证．
引理 ２　 假设条件（Ｐ１）和（Ｐ２）成立． 对每个 ｃ ≥ ０， 方程 Δ（ｃ，·） ＝ ０ 恰有一个正实根 λ

＞ ０．
证明　 由条件（Ｐ１）、（Ｐ２）得
　 　 Δ（ｃ，０） ＝ ∂１ ｆ（Ｋ，Ｋ） ＋ ∂２ ｆ（Ｋ，Ｋ） ＜ ０，
　 　 ｌｉｍ

λ→λ ＋ －０
Δ（ｃ，λ） ＝ ＋ ∞ ．

因此， Δ（ｃ，·） 至少有一个正的零点．由于

　 　 Δλ（ｃ，λ） ＝ ｃ ＋ ２ｐλ － ｄＨ′（ － λ） ＋ ∂２ ｆ（Ｋ，Ｋ）ｅλｃτ［ｃτＧ（ － λ） － Ｇ′（ － λ）］，
其中

　 　 Ｈ′（ － λ） ＝ ∫＋∞

０
ｙＪ（ｙ）（ｅ －λｙ － ｅλｙ）ｄｙ ＜ ０，　 　 ∀λ ＞ ０，

　 　 Ｇ′（ － λ） ＝ ∫＋∞

０
ｙｈ（ｙ）（ｅ －λｙ － ｅλｙ）ｄｙ ＜ ０，　 　 ∀λ ＞ ０．

所以，对任意的 λ ∈ （０，λ ＋），Δλ（ｃ，λ） ＞ ０，即 Δ（ｃ，λ） 关于 λ 是单增的．因此 Δ（ｃ，·） ＝ ０ 恰

有一个正实根．

２　 比 较 原 理

方程（４）相关线性初值问题的比较原理是证明其波前解稳定性的关键［２０，２３，２５］，下面首先

证明比较原理成立．记
　 　 Ω１

Ｌ０
＝ { （ｘ，ｔ） ∈ Ｒ２： ｘ ＋ ｃｔ ＞ Ｌ０，ｔ ＞ ０ } ，

　 　 Ω２
Ｌ０
＝ { （ｘ，ｔ） ∈ Ｒ２： ｘ ＋ ｃｔ ＞ Ｌ０，ｔ ∈ ［ － τ，０］ } ，

　 　 Ω３
Ｌ０
＝ { （ｘ，ｔ） ∈ Ｒ２： ｘ ＋ ｃｔ ≤ Ｌ０，ｔ ≥－ τ } ．

引理 ３　 假设 ｐ０，ｑ０ ＞ ０ 是任意常数，令 ｗ ± （ｘ，ｔ）：Ｒ × Ｒ ＋ 是两个连续函数且满足

１） ｗ ＋ （ｘ，ｔ） ≥ ０ 且 ｗ － （ｘ，ｔ） ≤ Ｋ，其中 ｘ ∈ Ｒ，ｔ ≥－ τ；
２） ｗ ＋ （ｘ，ｔ） ≥ ｗ － （ｘ，ｔ），其中（ｘ，ｔ） ∈ Ω２

Ｌ０ ∪ Ω３
Ｌ０；

３） 对于 （ｘ，ｔ） ∈ Ω１
Ｌ０，

　 　 ｗ ＋
ｔ ≥ ｐｗ ＋

ｘｘ ＋ ｄ（Ｊ∗ｗ ＋ － ｗ ＋） ＋ ｐ０ｗ
＋ ＋ ｑ０（ｈ∗ｗ ＋），

　 　 ｗ －
ｔ ≤ ｐｗ －

ｘｘ ＋ ｄ（Ｊ∗ｗ － － ｗ －） ＋ ｐ０ｗ
－ ＋ ｑ０（ｈ∗ｗ －） ．

则有 ｗ ＋ （ｘ，ｔ） ≥ ｗ － （ｘ，ｔ），∀ｘ ∈ Ｒ，ｔ ≥ ０．
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证明　 令 Ｗ（ｘ，ｔ） ＝ ｗ ＋ （ｘ，ｔ） － ｗ － （ｘ，ｔ），∀ｘ∈ Ｒ，ｔ≥－ τ ．那么Ｗ（ｘ，ｔ） 有下界 － Ｋ，且对

任意的 ｘ ∈ Ｒ，ｓ∈ ［ － τ，０］，Ｗ（ｘ，ｓ） ≥ ０； 对任意的（ｘ，ｔ） ∈ Ｒ × ［ － τ， ＋ ∞） 且 ｘ ＋ ｃｔ≤ Ｌ０，
有 Ｗ（ｘ，ｔ） ≥ ０，而且对任意的（ｘ，ｔ） ∈ Ω１

Ｌ０， 有

　 　 Ｗｔ（ｘ，ｔ） ≥ ｐＷｘｘ（ｘ，ｔ） ＋ ｄ（Ｊ∗Ｗ － Ｗ）（ｘ，ｔ） ＋ ｐ０Ｗ（ｘ，ｔ） ＋ ｑ０（ｈ∗Ｗ）（ｘ，ｔ） ． （１０）
取

　 　 Ｋ ＞ １
４

ｐ ＋ ５
８

ｄ ＋ ３
２

ｐ０ ＋ ３
２

ｑ０ ．

若假设不成立，则存在 ε ＞ ０，ｔ０ ＞ ０ 使得

　 　 Ｗ（ｘ，ｔ） ＞ － εｅ２Ｋｔ，　 　 ｘ ∈ Ｒ， ｔ ∈ ［ － τ，ｔ０），
　 　 ｉｎｆ

ｘ∈Ｒ
Ｗ（ｘ，ｔ０） ＝ － εｅ２Ｋｔ０ ．

故存在一个正 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ 测度的有界集 Ｅ⊂ Ｒ，使得Ｗ（ｘ，ｔ０） ≤－ （１５ ／ １６）εｅ２Ｋｔ０，ｘ∈ Ｅ ．取有限

区间［ － ａ，ａ］，使得 Ｅ ⊆ ［ － ａ，ａ］ ．令 η（ｘ） 是一个光滑函数且满足

　 　 η（ ｚ） ＝ １，　 　 ∀ｚ ∈ ［ － ａ，ａ］，
　 　 ｍｉｎ

ｘ∈Ｒ
η（ｘ） ＝ １， ｓｕｐ

ｘ∈Ｒ
η（ｘ） ＝ η（ ±∞） ＝ ３， ｜ η′（·） ｜ ≤ １， ｜ η″（·） ｜ ≤ １．

对任意 α ∈ ［０，１］， 定义函数

　 　 ｚ（ｘ，ｔ；α） － ε ３
４

＋ αη（ｘ）æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ２Ｋｔ，　 　 ｘ ∈ Ｒ， ｔ ∈ ［ － τ，ｔ０］，

显然

　 　 ∂ｚ（ｘ，ｔ，α）
∂α

＝ － εη（ｘ）ｅ２Ｋｔ ＜ ０，　 　 ∀ｘ ∈ Ｒ， ｔ ∈ ［ － τ，ｔ０］，

　 　 ｚ ｘ，ｔ； １
４

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ － ε ３

４
＋ １

４
η（ｘ）æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ２Ｋｔ ≤－ εｅ２Ｋｔ ≤ Ｗ（ｘ，ｔ），

　 　 ∀ｘ ∈ Ｒ， ｔ ∈ ［ － τ，ｔ０］，

　 　 ｚ ｘ，ｔ０；
１
８

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ － ε ３

４
＋ １

８
η（ｘ）æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ２Ｋｔ０ ＝ － ７

８
εｅ２Ｋｔ０ ＞ Ｗ（ｘ，ｔ０），

　 　 ∀ｘ ∈ ［ － ａ，ａ］ ．
因此，令

　 　 α∗ ｉｎｆ { α ∈ １
８
， １
４

æ

è
ç

ù

û
úú Ｗ（ｘ，ｔ） ≥ ｚ（ｘ，ｔ；α），　 　 ∀ｔ ∈ ［ － τ，ｔ０］， ｘ ∈ Ｒ } ．

显然

　 　 Ｗ（ｘ，ｔ） ≥ ｚ（ｘ，ｔ；α∗），　 　 ∀ｘ ∈ Ｒ， ｔ ∈ ［ － τ，ｔ０］ ．
由于

　 　 Ｗ（ｘ，ｓ） ≥ ０ ＞ ｚ（ｘ，ｓ；α∗），　 　 ∀ｘ ∈ Ｒ， ｓ ∈ ［ － τ，０］，
则

　 　 ｌｉｍ
ｘ→ ±∞

ｚ（ｘ，ｔ；α∗） ≤－ ９
８

εｅ２Ｋｔ ＜ Ｗ（ｘ，ｔ），　 　 ∀（ｘ，ｔ） ∈ Ｒ × ［ － τ，ｔ０］，

另外，当 ｘ ＋ ｃｔ ≤ Ｌ０ 时，
　 　 Ｗ（ｘ，ｔ） ≥ ０ ＞ ｚ（ｘ，ｔ；α∗），　 　 ∀（ｘ，ｔ） ∈ Ｒ × ［ － τ，ｔ０］ ．

记 Ｚ（ｘ，ｔ） Ｗ（ｘ，ｔ） － ｚ（ｘ，ｔ；α∗），不难发现，当 ｘ ＋ ｃｔ ＞ Ｌ０ 时，Ｚ（ｘ，ｔ） 在（ｘ１，ｔ１） ∈ Ｒ × （０，
ｔ０］ 处达到其下确界 ０．所以
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　 　 Ｚ（ｘ１，ｔ１） ＝ ０， Ｚ ｔ（ｘ，ｔ） ｜ （ｘ１，ｔ１） ≤ ０，
且

　 　 Ｚｘｘ（ｘ，ｔ） ｜ （ｘ１，ｔ１） ≥ ０．
所以，对任意的 ｙ ∈ Ｒ，Ｚ（ｘ１ － ｙ，ｔ１ － τ） ≥ Ｚ（ｘ１，ｔ１） ＝ ０， 进而就有

　 　 Ｗ（ｘ１ － ｙ，ｔ１ － τ） ≥ ｚ（ｘ１ － ｙ，ｔ１ － τ；α∗） ＋ Ｗ（ｘ１，ｔ１） － ｚ（ｘ１，ｔ１；α∗） ≥
　 　 　 　 ｚ（ｘ１ － ｙ，ｔ１ － τ；α∗） ＋ Ｗ（ｘ１，ｔ１），　 　 ∀ｙ ∈ Ｒ ．

故由方程（１０）可得

　 　 ０ ≥ Ｚ ｔ（ｘ，ｔ） ｜ （ｘ１，ｔ１）
＝

　 　 　 　 Ｗｔ（ｘ１，ｔ１） － ｚｔ（ｘ，ｔ；α∗） ｜ （ｘ１，ｔ１） ≥
　 　 　 　 － ｚｔ（ｘ，ｔ；α∗） ｜ （ｘ１，ｔ１）

＋ ｐＷｘｘ（ｘ１，ｔ１） ＋ ｄ（Ｊ∗Ｗ － Ｗ）（ｘ１，ｔ１） ＋
　 　 　 　 ｐ０Ｗ（ｘ１，ｔ１） ＋ ｑ０（ｈ∗Ｗ）（ｘ１，ｔ１） ≥
　 　 　 　 － ２Ｋｚ（ｘ１，ｔ１；α∗） ＋ ｐｚｘｘ（ｘ１，ｔ１） ＋ ｄ（Ｊ∗ｚ － ｚ）（ｘ１，ｔ１） ＋
　 　 　 　 ｐ０ｚ（ｘ１，ｔ１；α∗） ＋ ｑ０（ｈ∗ｚ）（ｘ１，ｔ１） ≥

　 　 　 　 ２Ｋε ３
４

＋ α∗η（ｘ１）
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ２Ｋｔ１ － ｐεα∗η″（ｘ１）ｅ２Ｋｔ１ －

　 　 　 　 ｄεｅ２Ｋｔ１ ∫
Ｒ
Ｊ（ｙ） ３

４
＋ α∗η（ｘ１ － ｙ）æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｙ － ３

４
＋ α∗η（ｘ１）

æ

è
ç

ö

ø
÷{ } －

　 　 　 　 ｐ０ε
３
４

＋ α∗η（ｘ１）
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ２Ｋｔ１ － ｑ０εｅ２Ｋｔ１∫

Ｒ
ｈ（ｙ） ３

４
＋ α∗η（ｘ１ － ｙ）æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ －２Ｋτｄｙ ≥

　 　 　 　 Ｋεｅ２Ｋｔ１ － １
４

ｐεｅ２Ｋｔ１ － ５
８

ｄεｅ２Ｋｔ１ － ３
２

ｐ０εｅ２Ｋｔ１ － ３
２

ｑ０εｅ２Ｋｔ１ ＝

　 　 　 　 εｅ２Ｋｔ１ Ｋ － １
４

ｐ － ５
８

ｄ － ３
２

ｐ０ － ３
２

ｑ０
é

ë
êê

ù

û
úú ＞ ０．

矛盾．因此

　 　 ｗ ＋ （ｘ，ｔ） ≥ ｗ －（ｘ，ｔ），　 　 ∀（ｘ，ｔ） ∈ Ｒ × ［ － τ， ＋ ∞） ．
证毕．
下面对方程（４）的特征值问题进行分析．首先考虑方程（４）在 ｕ ＝ ０ 处线性化的方程：
　 　 ｕｔ（ｘ，ｔ） ＝ ｐｕｘｘ（ｘ，ｔ） ＋ ｄ（Ｊ∗ｕ － ｕ）（ｘ，ｔ） ＋
　 　 　 　 ∂１ ｆ（０，０）ｕ（ｘ，ｔ） ＋ ∂２ ｆ（０，０）（ｈ∗ｕ）（ｘ，ｔ － τ），　 　 ｘ ∈ Ｒ， （１１）

将 ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ｅλｘｖ（ ｔ） 代入方程（１１）得

　 　 ｖ′（ ｔ） ＝ ｐλ ２ｖ（ ｔ） ＋ ｄｖ（ ｔ） ∫
Ｒ
Ｊ（ｙ）ｅ －λｙｄｙ － １( ) ＋

　 　 　 　 ∂１ ｆ（０，０）ｖ（ ｔ） ＋ ∂２ ｆ（０，０）∫
Ｒ
ｈ（ｙ）ｖ（ ｔ － τ）ｅ －λｙｄｙ ． （１２）

令 ｖ（ ｔ） ＝ ｅμ（λ） ｔψ μ 是方程（１２）的解，那么方程（１１）对应的特征值问题

　 　 μ（λ）ψ μ ＝ ｐλ ２ψ μ ＋ ｄψ μ ∫
Ｒ
Ｊ（ｙ）ｅ －λｙｄｙ － １( ) ＋

　 　 　 　 ∂１ ｆ（０，０）ψ μ ＋ ∂２ ｆ（０，０）ｅ
－μ（λ）τψ μ∫

Ｒ
ｈ（ｙ）ｅ －λｙｄｙ （１３）

存在实根 μ（λ） ．由于 ｕ ＝ ０ 是不稳定平衡点，根据引理 １ 可知 μ（λ） ＞ ０．
另一方面，考虑方程（４）在 ｕ ＝ Ｋ 处线性化的方程：
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　 　 ｕｔ（ｘ，ｔ） ＝ ｐｕｘｘ（ｘ，ｔ） ＋ ｄ（Ｊ∗ｕ － ｕ）（ｘ，ｔ） ＋
　 　 　 　 ∂１ ｆ（Ｋ，Ｋ）ｕ（ｘ，ｔ） ＋ ∂２ ｆ（Ｋ，Ｋ）（ｈ∗ｕ）（ｘ，ｔ － τ），　 　 ｘ ∈ Ｒ ． （１４）

方程（１４）所对应的空间齐次方程为

　 　 ｕｔ（ｘ，ｔ） ＝ ∂１ ｆ（Ｋ，Ｋ）ｕ（ｘ，ｔ） ＋ ∂２ ｆ（Ｋ，Ｋ）（ｈ∗ｕ）（ｘ，ｔ － τ），　 　 ｘ ∈ Ｒ ． （１５）
将 ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ｅλｘν（ ｔ） 代入方程（１５），得

　 　 ν′（ ｔ） ＝ ∂１ ｆ（Ｋ，Ｋ）ν（ ｔ） ＋ ∂２ ｆ（Ｋ，Ｋ）∫
Ｒ
ｈ（ｙ）ν（ ｔ － τ）ｅ －λｙｄｙ ＝

　 　 　 　 ∂１ ｆ（Ｋ，Ｋ）ν（ ｔ） ＋ ∂２ ｆ（Ｋ，Ｋ）ν（ ｔ － τ）Ｇ（λ） ． （１６）

令 ν（ ｔ） ＝ ｅ λ ｔψ 是方程（１６）的解，则方程（１５）的特征值问题

　 　 λψ ＝ ∂１ ｆ（Ｋ，Ｋ）ψ ＋ ∂２ ｆ（Ｋ，Ｋ）ｅ
－ λ～ τψ∫

Ｒ
ｈ（ｙ）ｅ －λｙｄｙ ＝

　 　 　 　 ∂１ ｆ（Ｋ，Ｋ）ψ ＋ ∂２ ｆ（Ｋ，Ｋ）ｅ
－ λ～ τＧ（λ）ψ （１７）

存在实根 λ ．因为 ｕ ＝ Ｋ 是不稳定的平衡点，根据引理 ２ 可知 λ ＜ ０．
取 μ－ ∈ （０， － λ），则存在 􀆠１ ＞ ０ 使得

　 　 μ－ｗ ≥ 􀆠１ｗ ＋ 􀆠１Ｇ（λ）ｗ ． （１８）
由于 （ϕ（ － ∞），ϕ（ ＋ ∞）） ＝ （０，Ｋ）， 则对充分大的 Ｌ０ ＞ ０，

　 　 （∂１ ｆ（ζ １，ζ ２），∂２ ｆ（ζ １，ζ ２）） ≤ （∂１ ｆ（０，０），∂２ ｆ（０，０）），　 　 ｘ ＋ ｃｔ ≤ Ｌ０， （１９）
　 　 （∂１ ｆ（ζ １，ζ ２），∂２ ｆ（ζ １，ζ ２）） ≤ （∂１ ｆ（Ｋ，Ｋ） ＋ 􀆠１，∂２ ｆ（Ｋ，Ｋ） ＋ 􀆠１），

　 　 ｘ ＋ ｃｔ ＞ Ｌ０ ． （２０）
通过构造恰当的权函数结合比较原理，讨论方程（４）的初始波动在加权最大范数空间上

一致有界，满足此初值的解与行波解之间的关系．

３　 稳 定 性

下面给出方程（４）非临界波前解渐近稳定性的结果．
定理 ２　 假设条件（Ｐ１）、（Ｐ２）、（Ｐ３）和（Ｐ４）成立，且 μ（λ） ＞ ０，λ ＜ ０．在 ｃ ＞ ｃ∗ 条件下，

给定 ϕ（ｘ ＋ ｃｔ） 是方程（４） 连接 ０ 和 Ｋ 的波前解．给定充分小的 􀆠 ＞ ０，令 λ 􀆠 ＝ λ １（ｃ） ＋ 􀆠 ．定义

如下权函数：

　 　 ω 􀆠（ｘ）
ｅ －λ􀆠（ｘ－Ｌ０）， ｘ ≤ Ｌ０，
１， ｘ ＞ Ｌ０ ．{

若初值 ｕ０ 满足

　 　 ０ ≤ ｕ０（ｘ，ｓ） ≤ Ｋ，　 　 ∀ｘ ∈ Ｒ， ｓ ∈ ［ － τ，０］，
且

　 　 ［ｕ０（ｘ，ｓ） － ϕ（ｘ ＋ ｓ）］ω 􀆠（ｘ） ∈ Ｌ∞（Ｒ），　 　 ∀ｓ ∈ ［ － τ，０］， （２１）
则方程（４）存在唯一解 ｕ（ｘ，ｔ；ｕ０） 并且满足

　 　 ０ ≤ ｕ（ｘ，ｔ） ≤ Ｋ，　 　 ∀（ｘ，ｔ） ∈ Ｒ × Ｒ ＋ ．
因此

　 　 ｓｕｐ
ｘ∈Ｒ

｜ ｕ（ｘ，ｔ） － ϕ（ｘ ＋ ｃｔ） ｜ ≤ Ｍ∗ｅ －μ０ｔ，　 　 ｔ ＞ ０， （２２）

其中 μ ０ ＞ ０，Ｍ∗ ＞ ０ 为常数．
证明　 定义两个函数分别为
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Ｕ ＋（ｘ，ｓ） ｍａｘ { ｕ０（ｘ，ｓ），ϕ（ｘ ＋ ｃｓ） } ，　 　 ∀（ｘ，ｓ） ∈ Ｒ × ［ － τ，０］，
Ｕ －（ｘ，ｓ） ｍｉｎ { ｕ０（ｘ，ｓ），ϕ（ｘ ＋ ｃｓ） } ，　 　 ∀（ｘ，ｓ） ∈ Ｒ × ［ － τ，０］ ．{ （２３）

显然有

　 　 ０ ≤ Ｕ －（ｘ，ｓ） ≤ ｕ０（ｘ，ｓ）， ϕ（ｘ ＋ ｃｓ） ≤ Ｕ ＋（ｘ，ｓ） ≤ Ｋ，
　 　 ∀（ｘ，ｓ） ∈ Ｒ × ［ － τ，０］ ．

令 Ｕ ± （ｘ，ｔ） 分别是方程（４） 具有初值 Ｕ ± （ｘ，ｓ） 的解，则通过比较原理得

　 　 ０ ≤ Ｕ －（ｘ，ｔ） ≤ ｕ（ｘ，ｔ；ｕ０）， ϕ（ｘ ＋ ｃｔ） ≤ Ｕ ＋（ｘ，ｔ） ≤ Ｋ，　 　 ∀ｘ ∈ Ｒ， ｔ ＞ ０．
于是

　 　 ｜ ｕ（ｘ，ｔ；ｕ０） － ϕ（ｘ ＋ ｃｔ） ｜ ≤
　 　 　 　 ｍａｘ { ｜ Ｕ ＋（ｘ，ｔ） － ϕ（ｘ ＋ ｃｔ） ｜ ， ｜ Ｕ －（ｘ，ｔ） － ϕ（ｘ ＋ ｃｔ） ｜ } ．

因此，要证明此定理的结论成立，只需证明 Ｕ ± （ｘ，ｔ） 指数收敛到 ϕ（ｘ ＋ ｃｔ） ．由对称性可知，仅
证 Ｕ ＋ （ｘ，ｔ） 收敛到 ϕ（ｘ ＋ ｃｔ） 即可．

记 Ｖ（ｘ，ｔ） Ｕ ＋ （ｘ，ｔ） － ϕ（ｘ ＋ ｃｔ），显然有 Ｖ（ｘ，ｔ） ≥ ０，∀ｘ ∈ Ｒ，ｔ ＞ ０ 且

　 　 ０ ≤ Ｖ（ｘ，ｓ） ≤｜ ｕ０（ｘ，ｓ） － ϕ（ｘ ＋ ｃｓ） ｜ ，　 　 ∀ｘ ∈ Ｒ， ｓ ∈ ［ － τ，０］，
于是， Ｖ（ｘ，ｓ）ω 􀆠（ｘ） 在 Ｒ 上一致有界．接下来，分两种情况进行讨论．

情形 １　 ｘ ＋ ｃｔ ≤ Ｌ０ ．由于 Ｖ（ｘ，ｔ） ≥ ０ 及 Ｕ ＋ （ｘ，ｔ） ≤ Ｋ， ∀ｘ ∈ Ｒ， ｔ ≥０， 则由方程（１９）
可得

　 　 Ｖｔ ＝ ｐＶｘｘ ＋ ｄ（Ｊ∗Ｖ － Ｖ） ＋ ｆ（（Ｕ ＋），（ｈ∗Ｕ ＋）） － ｆ（ϕ，（ｈ∗ϕ）） ＝
　 　 　 　 ｐＶｘｘ ＋ ｄ（Ｊ∗Ｖ － Ｖ） ＋ ｆ（（Ｖ ＋ ϕ），（ｈ∗（Ｖ ＋ ϕ））） － ｆ（ϕ，（ｈ∗ϕ）） ≤
　 　 　 　 ｐＶｘｘ ＋ ｄ（Ｊ∗Ｖ － Ｖ） ＋ ∂１ ｆ（０，０）Ｖ ＋ ∂２ ｆ（０，０）（ｈ∗Ｖ）， （２４）

其中 ｘ ∈ Ｒ，ｔ ＞ ０．令 ψ 􀆠 是 μ（λ 􀆠） 的特征向量（一维） ．记 μ（λ 􀆠） ＝ μ 􀆠 ．由于 Ｖ（ｘ，ｓ）ω 􀆠（ｘ） 在 Ｒ
上是一致有界的，取充分大的 Ｃ１ ＞ ０， 使得

　 　 Ｃ１ψ 􀆠 ｅλ􀆠（ｘ－Ｌ０） ＋μ􀆠ｓ ≥ Ｖ（ｘ，ｓ），　 　 ∀ｘ ∈ Ｒ， ｓ ∈ ［ － τ，０］ ．
定义

　 　 Ｖ
－
（ｘ，ｔ） ＝ Ｃ１ψ 􀆠 ｅλ􀆠（ｘ－Ｌ０） ＋μ􀆠ｔ，　 　 ∀ｘ ∈ Ｒ， ｔ ＞ ０，

结合式（１３），容易验证

　 　 Ｖ
－

ｔ（ｘ，ｔ） ＝ ｐＶ
－

ｘｘ（ｘ，ｔ） ＋ ｄ（Ｊ∗Ｖ
－
－ Ｖ

－
）（ｘ，ｔ） ＋

　 　 　 　 ∂１ ｆ（０，０）Ｖ
－
（ｘ，ｔ） ＋ ∂２ ｆ（０，０）（ｈ∗Ｖ

－
）（ｘ，ｔ － τ），　 　 ∀ｘ ∈ Ｒ， ｔ ＞ ０．

注意到 Ｖ
－
（ｘ，ｓ） ≥ Ｖ（ｘ，ｓ），∀ｘ ∈ Ｒ， ｓ ∈ ［ － τ，０］， 由引理 ３ 可得

　 　 Ｖ（ｘ，ｔ） ≤ Ｖ
－
（ｘ，ｔ），　 　 ∀ｘ ∈ Ｒ， ｔ ∈ ［ － τ， ＋ ∞） ．

因此，对任意的 （ｘ，ｔ） ∈ Ｒ × ［ － τ， ＋ ∞），若 ｘ ＋ ｃｔ ≤ Ｌ０， 则

　 　 Ｖ（ｘ，ｔ） ≤ Ｃ１ψ 􀆠 ｅλ􀆠（ｘ－Ｌ０） ＋μ􀆠ｔ ＝ Ｃ１ψ 􀆠 ｅλ􀆠（ｘ＋ｃｔ－Ｌ０） ｅ －（ｃλ􀆠－μ􀆠） ｔ ≤
　 　 　 　 Ｃ１ψ 􀆠 ｅ

－（ｃλ􀆠－μ􀆠） ｔ ． （２５）
情形 ２　 ｘ ＋ ｃｔ ＞ Ｌ０ ．对任意的（ｘ，ｔ） ∈ Ω１

Ｌ０， 由式（２０）得
　 　 Ｖｔ ≤ ｐＶｘｘ ＋ ｄ（Ｊ∗Ｖ － Ｖ） ＋ （∂１ ｆ（Ｋ，Ｋ） ＋ 􀆠１）Ｖ ＋ （∂２ ｆ（Ｋ，Ｋ） ＋ 􀆠１）（ｈ∗Ｖ） ． （２６）

注意到 μ－ ∈ （０， － λ） ．取 μ ０ ＝ ｍｉｎ { ｃλ 􀆠 － μ 􀆠， － λ － μ－ } ，并选择足够大的 Ｃ２ ＞ ０ 使得

　 　 Ｃ２ψ ≥ ｍａｘ {Ｃ１ψ 􀆠，Ｋ } ．
定义
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　 　 Ｖ（ｘ，ｔ） ＝ Ｃ２ψｅ －μ０ｔ，　 　 ∀ｘ ∈ Ｒ，ｔ ∈ ［ － τ， ＋ ∞）， （２７）
则 Ｖｘｘ（ｘ，ｔ） ＝ ０，［Ｊ∗Ｖ － Ｖ］（ｘ，ｔ） ＝ ０．由情形 １ 的结果以及 μ ０ ≤－ λ － μ－ ， 得

　 　 Ｖ（ｘ，ｔ） ≤ Ｖ（ｘ，ｔ），　 　 ∀（ｘ，ｔ） ∈ Ω２
Ｌ０ ∪ Ω３

Ｌ０ ．
由式（１８）得

　 　 μ－Ｖ（ｘ，ｔ） ≥ 􀆠１Ｖ（ｘ，ｔ） ＋ 􀆠１Ｇ（λ）Ｖ（ｘ，ｔ） ．
于是

　 　 Ｖｔ（ｘ，ｔ） ＝ － μ ０Ｖ（ｘ，ｔ） ≥ （λ ＋ μ－ ）Ｖ（ｘ，ｔ） ＝

　 　 　 　 Ｃ２（λ ＋ μ－ ）ψｅ －μ０ｔ ＝

　 　 　 　 ∂１ ｆ（Ｋ，Ｋ）Ｖ（ｘ，ｔ） ＋ ∂２ ｆ（Ｋ，Ｋ）ｅ
－ λ～ τＧ（λ）Ｃ２ψｅ －μ０ｔ ＋ μ－Ｖ（ｘ，ｔ） ≥

　 　 　 　 ∂１ ｆ（Ｋ，Ｋ）Ｖ（ｘ，ｔ） ＋ ∂２ ｆ（Ｋ，Ｋ）Ｇ（λ）Ｖ（ｘ，ｔ － τ） ＋ μ－Ｖ（ｘ，ｔ） ≥
　 　 　 　 ｐＶｘｘ ＋ ｄ（Ｊ∗Ｖ － Ｖ） ＋ （∂１ ｆ（Ｋ，Ｋ） ＋ 􀆠１）Ｖ ＋

　 　 　 　 （∂２ ｆ（Ｋ，Ｋ） ＋ 􀆠１）（ｈ∗Ｖ）（ｘ，ｔ － τ） ． （２８）
因此，函数 Ｖ（ｘ，ｔ） 满足

　 　 Ｖｔ（ｘ，ｔ） ≥ ｐＶｘｘ ＋ ｄ（Ｊ∗Ｖ － Ｖ） ＋

　 　 　 　 （∂１ ｆ（Ｋ，Ｋ） ＋ 􀆠１）Ｖ ＋ （∂２ ｆ（Ｋ，Ｋ） ＋ 􀆠１）（ｈ∗Ｖ）（ｘ，ｔ － τ） ． （２９）
不妨令

　 　 ｐ０ ＝ ∂１ ｆ（Ｋ，Ｋ） ＋ 􀆠１， ｑ０ ＝ ∂１ ｆ（Ｋ，Ｋ） ＋ 􀆠１，
通过式（２６）、（２７）、（２９）和引理 ３ 可以得出

　 　 Ｖ（ｘ，ｔ） ≤ Ｃ２ψｅ －μ０ｔ ＝ Ｖ（ｘ，ｔ），　 　 ∀（ｘ，ｔ） ∈ Ｒ × Ｒ ＋ ．
结合以上两种情形可得

　 　 ０ ≤ Ｖ（ｘ，ｔ） ＝ Ｕ ＋ （ｘ，ｔ） － ϕ（ｘ ＋ ｃｔ） ≤ Ｍ∗ｅ －μ０ｔ，　 　 ∀ｘ ∈ Ｒ， ｔ ≥－ τ， （３０）
其中 Ｍ∗ ｍａｘ {Ｃ１ψ 􀆠，Ｃ２ψ } ．因此，Ｕ ＋ （ｘ，ｔ） 指数收敛到 ϕ（ｘ ＋ ｃｔ） ．

类似地，可以证明 Ｕ － （ｘ，ｔ） 指数收敛到 ϕ（ｘ ＋ ｃｔ） ．于是 Ｕ（ｘ，ｔ） 指数收敛到 ϕ（ｘ ＋ ｃｔ） ．
证毕．

４　 应 用 实 例

这一节将主要通过具体的生物模型进一步验证所得稳定性的理论结果．
当方程（４）的反应项为 Ｌｏｇｉｓｔｉｃ 型，即

　 　 ｆ（ｕ（ｘ，ｔ），（ｈ∗ｕ）（ｘ，ｔ － τ）） ＝ ｒ∫
Ｒ
ｈ（ｙ）ｕ（ｘ － ｙ，ｔ － τ）ｄｙ（１ － ｕ（ｘ，ｔ）） ．

那么，方程（４）就变为如下非局部时滞反应扩散方程：
　 　 ｕｔ（ｘ，ｔ） ＝ ｐｕｘｘ（ｘ，ｔ） ＋ ｄ（Ｊ∗ｕ － ｕ）（ｘ，ｔ） ＋

　 　 　 　 ｒ∫
Ｒ
ｈ（ｙ）ｕ（ｘ － ｙ，ｔ － τ）ｄｙ（１ － ｕ（ｘ，ｔ））， （３１）

其中　 　 ｘ ∈ Ｒ， ｄ ≥ ０， ｐ ≥ ０．
对于模型（３１），条件（Ｐ３）和（Ｐ４）显然成立．容易发现 ｆ（０，０） ＝ ｆ（１，１） ＝ ０， ｆ（ｕ，ｕ） ＝ ｒｕ（１

－ ｕ） ＞ ０， ∀ｕ∈（０，１）， 且对任意的（ｕ，ｖ） ∈［０，１］ ２， ∂２ ｆ（ｕ，ｖ） ＝ ｒ（１ － ｕ） ≥０，即条件（Ｐ１）
成立．

另一方面，总可以找到一个 Ｍ ＞ ０ 和 σ ∈ （０，１］ 使得对任意的（ｕ，ｖ） ∈ ［０，１］ ２，
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　 　 ０ ≤ ∂１ ｆ（０，０） ＋ ∂２ ｆ（０，０） － ｆ（ｕ，ｖ） ≤ Ｍ（ｕ ＋ ｖ） １＋σ，
并且 ∂１ ｆ（１，１） ＋ ∂２ ｆ（１，１） ＝ － ｒ ＜ ０．于是条件（Ｐ２）成立．

因此，对于 ｃ ＞ ｃ∗，如果方程（３１） 的初始值 ｕ０ 满足

　 　 ０ ≤ ｕ０（ｘ，ｓ） ≤ １，　 　 ∀ｘ ∈ Ｒ， ｓ ∈ ［ － τ，０］，
且

　 　 ［ｕ０（ｘ，ｓ） － ϕ（ｘ ＋ ｓ）］ω 􀆠（ｘ） ∈ Ｌ∞（Ｒ），　 　 ∀ｓ ∈ ［ － τ，０］，
则方程（３１）的唯一解 ｕ（ｘ，ｔ；ｕ０） 满足

　 　 ０ ≤ ｕ（ｘ，ｔ） ≤ １，　 　 ∀（ｘ，ｔ） ∈ Ｒ × Ｒ ＋ ．
因此

　 　 ｓｕｐ
ｘ∈Ｒ

｜ ｕ（ｘ，ｔ） － ϕ（ｘ ＋ ｃｔ） ｜ ≤ Ｍ１ｅ
－μ１ｔ，　 　 ｔ ＞ ０，

其中 μ １ ＞ ０，Ｍ１ ＞ ０ 为常数．那么，定理 ２ 对于模型（３１）仍然成立．
下面考虑非局部时滞 Ｎｉｃｈｏｌｓｏｎ’ｓ ｂｌｏｗｆｌｉｅｓ 模型：
　 　 ｕｔ ＝ ｐｕｘｘ ＋ ｄ（Ｊ∗ｕ － ｕ） － ｒｕ ＋

　 　 　 　 ｒβ∫
Ｒ
ｈ（ｙ）ｕ（ｘ － ｙ，ｔ － τ）ｄｙｅ －∫Ｒｈ（ｙ）ｕ（ｘ－ｙ，ｔ －τ）ｄｙ， （３２）

其中 ｐ ≥０，ｄ≥０，ｒ ＞ ０，１ ＜ β ≤ｅ ．ｆ（ｕ，ｖ） ＝ － ｒｕ ＋ ｒｐｖｅ －ｖ 满足先前的条件（Ｐ１）、（Ｐ２）、（Ｐ３）、
（Ｐ４），通过类似的分析可知，定理 ２（稳定性定理）对于模型（３２）依然成立．于是，可以得到模

型（３２）所有非临界波前解的渐近稳定性结果．

５　 总　 　 结

本文研究一类具有非局部时滞反应项的空间非局部扩散模型．在单稳假设条件下，通过权

函数结合比较原理，证明方程（４）的非临界波前解关于时间 ｔ 是指数渐近稳定的．值得注意的

是，该方法可以应用于更一般的非局部时滞反应扩散模型．本文仅得到 ｃ ＞ ｃ∗ 时波前解的指数

渐近稳定性结果，对于 ｃ ＝ ｃ∗ 波前解的稳定性问题需要进一步去研究．另外，对于文献［１５］中
具有分布时滞的反应扩散模型行波解的稳定性也是未来研究的重点．
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