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摘要：　 通过数学变换将一类含有时滞反馈机制的 ＥＮＳＯ 充电振子模型转换成时滞 Ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ⁃
Ｄｕｆｆｉｎｇ 方程，并以此为基础来研究该 ＥＮＳＯ 系统的零解稳定性、Ｈｏｐｆ 分岔和极限环等动力学特征．
用平均法分析了其零解的稳定性与时滞效应的强度，其和时间都有关系，讨论了时滞负反馈对 ＥＮ⁃
ＳＯ 振荡的影响并通过简单数值模拟验证理论分析的结果．
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引　 　 言

Ｅｌ Ｎｉｎ～ ｏ（厄尔尼诺） ／南方涛动（ＥＮＳＯ）是大尺度海气相互作用（特别是热带海气耦合相

互作用）的集中表现，是年际气候变化中的最强信号，因此其成为认识年际气候变化规律和预

测年际气候变化的重要突破口．为了揭示 ＥＮＳＯ 现象的物理机制及其变化规律，科学家们在进

行观测资料统计和诊断分析、数值模拟的同时，也开展了 ＥＮＳＯ 机理的动力学理论研究［１⁃５］ ．相
对于复杂的全球海⁃气耦合数值模式， 通过简化海气非线性相互作用物理过程所得到的振子

概念模型能够更容易地刻画海气耦合运动本质和物理机理， 从而更成功地模拟 ＥＮＳＯ 的某些

重要物理现象．因此许多学者提出研究 ＥＮＳＯ 的各种振子形式的动力系统模型， 例如“时滞振

子” “平流⁃反射振子” “充电⁃放电振子”“西太平洋振子”，以及“时滞微分方程”理论来探索

ＥＮＳＯ 动力学机理［６⁃１２］ ．另一方面， 笔者也注意到 Ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ⁃Ｄｕｆｆｉｎｇ 振子作为概念模型已应用

于耦合海冰模式、模拟高分辨率的冰芯资料、古气候动力学理论等研究［１３⁃１５］ ．由于时滞效应对

非线性系统稳定性的影响不可忽视［１６⁃１７］，本文中， 用一个受到时滞反馈作用的 Ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ⁃
Ｄｕｆｆｉｎｇ 振子来研究时滞反馈效应对 ＥＮＳＯ 的影响．基于 Ｊｉｎ［６］ 所提出的 ＥＮＳＯ 充电振子理论模

型， 增加考虑时滞反馈作用机制，该 ＥＮＳＯ 振子模型的动力学控制方程组可以写成如下形式：
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其中 Ｔ 表示赤道东太平洋的海表温度（ＳＳＴ）距平， ｈ 表示赤道西太平洋的温跃层厚度距平．上
面的模型有效地描述了海表温度距平和温跃层厚度距平间的非线性相互作用．Ｃ，Ｄ，Ｅ，Ｒｈ 和 ε
表示正的模式参数， 有关它们的详细定义和物理意义参见文献［６］，在这里增加了时滞反馈作

用项 Δ ．

１　 时滞 Ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ⁃Ｄｕｆｆｉｎｇ 方程

通过数学变换［１８⁃２１］， 得到以下微分方程：

　 　 ｄ２Ｔ
ｄｔ２

＋ ω２Ｔ ＋ ε （μ ＋ ３Ｔ２） ｄＴ
ｄｔ

＋ ＲｈＴ３é

ë
êê

ù

û
úú ＝ εΔ， （２）

其中

　 　 με ＝ Ｒｈ － Ｃ， ω２ ＝ ＤＥ － ＣＲｈ， （３）
并且

　 　 ０ ＜ ε ＜ １， ＣＲｈ ＜ ＤＥ ． （４）
为了不失一般性，这里考虑弱时滞反馈效应，取

　 　 Δ ＝ κＴ（ ｔ － τ）， （５）
κ 是时滞强度， τ 是时滞时间．式（２）就是包含时滞反馈效应的 Ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ⁃Ｄｕｆｆｉｎｇ 方程．在充放

电振子模态中，主要考虑赤道海水热容量在海表风应力的驱动下发生充电 ／放电的过程，在这

一过程中加入了 Ｒｏｓｓｂｙ 波的时滞反馈作用：由于海表西风异常产生的 Ｒｏｓｓｂｙ 波遇到西边界后

成为沿赤道上翻的 Ｋｅｌｖｉｎ 波，这个冷性的 Ｋｅｌｖｉｎ 波到达赤道中太平洋后减小了热通量，从而

形成负反馈 κ ＜ ０， 在 Ｒｏｓｓｂｙ 波转换成 Ｋｅｌｖｉｎ 波时所需的时间即为时滞时间 τ ．含有时滞效应

的 Ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ⁃Ｄｕｆｆｉｎｇ 方程的动力学已有比较多的研究［２２⁃２３］，本文将对模式（２）的性态做分析．

２　 零解的稳定性与 Ｈｏｐｆ 分岔

为了研究方便，这里假设 ω ＝ １， 将含有 ε 的项移到等式右边：

　 　 ｄ２Ｔ
ｄｔ２

＋ Ｔ ＝ εＧ， （６）

其中

　 　 Ｇ（Ｔ，Ｔ，Δ） ＝ － （μ ＋ ３Ｔ２） ｄＴ
ｄｔ

－ ＲｈＴ３ ＋ κＴ（ ｔ － τ） ． （７）

根据时滞微分方程的平均法，设方程（６）中 （Ｔ，Ｔ） 满足

　 　 Ｔ ＝ Ａｃｏｓ（ ｔ － φ）， （８）

　 　 ｄＴ
ｄｔ

＝ － Ａｓｉｎ（ ｔ － φ） ． （９）

此时方程（６）化为极坐标形式：
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＝ － εｓｉｎ（ ｔ － φ）Ｇ（Ａｃｏｓ（ ｔ － φ）， － Ａｓｉｎ（ ｔ － φ）， κＡτｃｏｓ（ ｔ － τ － φτ）），
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ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１０）

由于振幅 Ａ 和相位 φ是时间的慢变函数，则有 Ａ（ ｔ － τ） ≅ Ａ（ ｔ），φ（ ｔ － τ） ≅ φ（ ｔ） ．此时对

方程组（１０）等号右边在（０，２π）内取积分，可得到
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方程组（１１）即为含有时滞反馈的平均方程，将方程（６）的近似解改写为

　 　 Ｔ ＝ Ａ１ｃｏｓ ｔ ＋ Ａ２ｓｉｎ ｔ ． （１２）
则其对应的平均方程为
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显然 （Ａ１，Ａ２） ＝ （０，０） 是一个平衡态，它的 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵为

　 　 Ｊ ＝
－ κｓｉｎ τ － μ － κｃｏｓ τ

κｃｏｓ τ － κｓｉｎ τ － μ
é
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特征值 λ 的特征方程为

　 　 λ ２ ＋ ２（κｓｉｎ τ ＋ μ）λ ＋ （κｓｉｎ τ ＋ μ） ２ ＋ （κｃｏｓ τ） ２ ＝ ０． （１５）
根据 Ｒｏｕｔｈ⁃Ｈｕｒｗｉｔｚ 判据，满足条件

　 　 － （κｓｉｎ τ ＋ μ） ＜ ０， （κｓｉｎ τ ＋ μ） ２ ＋ （κｃｏｓ τ） ２ ＞ ０． （１６）
原点为渐近稳定的平衡点．可见，零解的稳定性与时滞反馈有关．当 － （κｓｉｎ τ ＋ μ） ＝ ０ 时，特征

方程有一对纯虚根，此时系统发生 Ｈｏｐｆ 分岔．笔者在以前的研究工作中［１８⁃１９］，已经严格证明了

不含时滞反馈机制的 ＥＮＳＯ 充电振子模式存在一个稳定的极限环，即存在 １ 个周期振荡．因此

应有 ｄＡ ／ ｄｔ ＝ ０， 由方程组（１１）第一式可知其极限环的幅值 Ａ 与时滞反馈也有关．

３　 物 理 机 理

在上述 ＥＮＳＯ 模型中，ＥＮＳＯ 系统在一定参数变化范围内存在稳定的极限环，说明 ＥＮＳＯ
是一个不依赖于初始扰动的自激振荡系统．阻尼 μ ＜ ０ 时，ＥＮＳＯ 系统有周期解，此处 μ 由 （Ｒｈ

－ Ｃ） 决定（Ｒｈ 为 Ｂｊｅｒｋｎｅｓ 正反馈系数、 Ｃ 为海洋温跃层负反馈系数），说明不考虑 Ｒｏｓｓｂｙ 波的

时滞负反馈作用，正反馈大于负反馈时，ＥＮＳＯ 模式出现周期振荡，此时热带海气耦合的不稳

定增长是产生 ＥＮＳＯ 循环的主要因子．而在海波时滞效应的影响下，即使正反馈小于负反馈，
振荡依然出现，说明 Ｒｏｓｓｂｙ 波转换成 Ｋｅｌｖｉｎ 波这一过程产生的时间滞后对于 ＥＮＳＯ 循环的影

响很关键．

４　 简单数值模拟

构造一个描述 ＥＮＳＯ 系统的完整海气耦合模式是十分复杂的，且难以得到反映清晰物理

过程的解．利用简单的概念模式来研究 ＥＮＳＯ 等气候系统动力学机理是气象学家常用的方法．
在大量基础理论研究中，抓住主要矛盾的近似理论和简化方程仍然具有纯数值计算模拟不能

０３１１ 时滞反馈作用下 ＥＮＳＯ 充电振子模型的分岔分析



替代的价值．本节将对文中讨论的时滞反馈作用下 ＥＮＳＯ 充电振子模型做简单数值模拟，来验

证以上理论分析的结果．
图 １ 和图 ２ 是用数值方法解方程（６）的结果，取 ε ＝ ０．１，Ｒｈ ＝ １，μ ＝ ２（ ＞ ０），初始值（Ｔ０，

Ｔ０） ＝ （１，０） ．随着时滞强度 κ 和时滞时间 τ 的变化，反映 ＥＮＳＯ 系统不同的物理条件［８］，这里

取 ０ ≤ τ ≤２ ａ，０ ≤｜ κ ｜ ≤１０．可以看到，充电振子模式在考虑时滞作用以后系统的稳定性、分
岔情况和极限环都有所变化．

（ａ） Δ ＝ ０ 与 τ ＝ ２ ａ， κ ＝ － ０．８ 的对比

（ａ） Δ ＝ ０ ｖｓ． τ ＝ ２ ａ， κ ＝ － ０．８

（ｂ） τ ＝ ２ ａ

１３１１刘　 宇　 丹　 　 　 杜　 智　 远　 　 　 赵　 　 强



（ｃ） κ ＝ － １０
图 １　 时间序列

Ｆｉｇ． １　 Ｔｉｍｅ ｓｅｒｉｅｓ

图 １（ａ）中虚线是没有时滞反馈机制的结果，实线是时滞反馈强度较小时方程（２）的解．原
系统在 μ ＞ ０ 时是稳定的，这与文献［１９］中的图 ２ 结果一致．时滞反馈强度较小的情况下

（ κ ＝ ０．８），系统保持稳定．图 １（ｂ）中随着时滞反馈强度的增大， 系统出现了分岔， 进入准周

期振荡的状态， 振幅随着 κ 增加而增大， 波形和相位也发生了变化．图 １（ｃ）为改变时滞时间，
使其从满足式（１６）到不满足， 发现系统由平衡态走向分岔， 这与前文中的理论分析结果一致．

（ａ） κ ＝ － ２．６， τ ＝ ２ ａ

２３１１ 时滞反馈作用下 ＥＮＳＯ 充电振子模型的分岔分析



（ｂ） κ ＝ － ７， τ ＝ ２ ａ

（ｃ） κ ＝ － １０， τ ＝ ０．３５ ａ
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（ｄ） κ ＝ － １０， τ ＝ １．６ ａ

图 ２　 相平面图和功率谱

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｐｌａｎｅ ａｎｄ ｔｈｅ ｐｏｗｅｒ ｓｐｅｃｔｒｕｍ

从图 ２ 中的相图中可以看出，有时滞反馈机制的 ＥＮＳＯ 系统出现稳定的极限环，并且极限

环的幅值随着时滞强度和时滞时间改变，时滞效应对于 ＥＮＳＯ 振荡幅度有影响，这同样验证了

第 ３ 节中的分析结果；图 ２ 中的功率谱表示了不同的时滞强度和时滞时间对应振荡频率的变

化，在合理的、具有物理意义的参数取值范围内，ＥＮＳＯ 振荡周期在 ４．２ ａ 到 ２．９ ａ 之间，这与实

际观测结果一致，可见该时滞 ＥＮＳＯ 概念模型具有实际应用意义．

５　 结　 　 论

ＥＮＳＯ 是非常复杂的海气耦合非线性系统， 对其物理机理的有限理解使得对 ＥＮＳＯ 的数

值模拟和准确预测面临着极大的阻碍．本文研究一类含有时滞反馈作用下的 ＥＮＳＯ 充电振子

动力学模式，定性分析和简单数值模拟发现，时滞反馈效应对 ＥＮＳＯ 系统有较大影响．在正阻

尼的情况下，无时滞的原系统在平衡点处是稳定的，时滞反馈的出现使得系统由平衡态进入准

周期振荡，出现 Ｈｏｐｆ 分岔，其振荡的振幅与时滞强度和时滞时间都有关．
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