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摘要：　 研究了 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 方程透射特征值问题，提出一种 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 谱元法求解，该方法兼具了有

限元法处理边界及区域的灵活性和谱方法的快速收敛特性．运用加权余量原理，得到了 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ
谱元法用于透射特征值问题的基本理论以及数学公式，将原问题转化为二次特征值问题．最后通过

数值实验算例验证了 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 谱元法的有效性．
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引　 　 言

透射特征问题来源于非均匀的逆散射理论［１］，在近几年的发展中已经成为逆散射理论的

一个重要组成部分［２］ ．特征值能够通过远场数据分析得到并且可以用来分析散射对象的材料

属性［３］，在很多领域有广泛的应用．目前，对于透射特征值问题的数值模拟有比较多的方法，如
有限元法、边界元法［４］，Ｃｏｌｔｏｎ 和 Ｓｕｎ 等对透射特征值问题提出了不同的离散方法［５⁃８］：混合有

限元法、二次特征值法和连续有限元法等．有限元法能够很好地处理边界和区域复杂结构，有
很好的适应性，但是随着对象波数的增大，需要更多的网络节点数目，这样会使得计算量增大，
耗费大量计算资源．对于这类问题，谱方法是一种比较好的处理方法［９］ ．它将插值基函数取为

无限可微全局函数，具有较好的收敛性．理论上谱方法可以在最短波长上取最少的网格点得到

所需的精度［１０］，但是谱方法对于复杂区域上的问题求解效果不好，区域适应性不高．谱元法是

由 Ｐａｔｅｒａ［１１］在结合谱方法的精度和有限元的思想的基础上提出来的一种新方法，它兼具了有

限元处理边界和区域的灵活性和谱方法的快速收敛特性．由于在单元上采用无穷光滑的插值

基函数，谱元法的精度可以根据需求和计算条件来调节［１２］，并且具有和有限元同样优势的几

何区域适应性，所以该方法非常适应求解透射特征值问题．
本文结构如下：第 １ 节通过变分原理得到原问题的弱形式，并对二维有界单联通区域 Ｄ进

行了单元划分，构造 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 谱元逼近函数［１３］，得到总刚度矩阵和总荷载矩阵；第 ２ 节给出

多组数值实验，通过对比其他方法，验证了谱元法的有效性；第 ３ 节对文章进行了小结和展望．
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１　 二维透射特征值问题数值方法

１．１　 数值模型

考虑声波在一个有界单连通的各向同性介质 Ｄ ∈ Ｒ２ 上的 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 方程透射特征值问

题，即求解 ｋ ∈ Ｃ，ｖ ∈ Ｌ２（Ｄ），ｗ ∈ Ｌ２（Ｄ），ｖ － ｗ ∈ Ｈ２
０（Ｄ）， 满足方程：

　 　 Δｗ ＋ ｋ２ｎ（ｘ）ｗ ＝ ０，　 　 ｉｎ　 Ｄ， （１ａ）
　 　 Δｖ ＋ ｋ２ｖ ＝ ０， ｉｎ　 Ｄ， （１ｂ）
　 　 ｗ － ｖ ＝ ０， ｏｎ　 ∂Ｄ， （１ｃ）

　 　 ∂ｗ
∂γ

－ ∂ｖ
∂γ

＝ ０， ｏｎ　 ∂Ｄ， （１ｄ）

其中 γ 为散射体边界上的单位法向量， ｎ（ｘ） 表示折射率，非零常数 ｋ 为传输特征值，相应的

ｗ，ｖ 称为特征函数，称 （ｋ，ｗ，ｖ） 为特征对．

　 　 Ｈ２
０（Ｄ） ＝ ｕ ∈ Ｈ２（Ｄ）： ｕ ＝ ０， ∂ｕ

∂γ
＝ ０　 ｏｎ　 ∂Ｄ{ } ． （２）

记 ｕ ＝ ｗ － ｖ ∈ Ｈ２
０（Ｄ）， 用式（１ａ）减去式（１ｂ）可得

　 　 （Δ ＋ ｋ２）ｕ ＝ － ｋ２（ｎ（ｘ） － １）ｗ ． （３）
式（３）左右两边同时乘以 Δ ＋ ｋ２ｎ（ｘ） 算子可以得到

　 　 （Δ ＋ ｋ２ｎ（ｘ）） １
ｎ（ｘ） － １

（Δ ＋ ｋ２）ｕ ＝ ０． （４）

这样，该透射特征值问题可以表述为［１４］，求 （ｋ２ ≠０，ｕ） ∈Ｃ × Ｈ２
０（Ｄ） 满足对于任意 ｖ∈Ｈ２

０，有

　 　 １
ｎ（ｘ） － １

（Δ ＋ ｋ２）ｕ，（Δ ＋ ｋ２ｎ（ｘ））ｖæ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０． （５）

也即

　 　 ∫
Ｄ

１
ｎ（ｘ） － １

（Δｕ ＋ ｋ２ｕ）（Δｖ ＋ ｋ２ｎ（ｘ）ｖ）ｄｘ ＝ ０． （６）

１．２　 标准单元内函数 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 谱逼近

将有界单连通区域 Ｄ 分解为若干个互不重叠的矩形区域，记单元总数为 ＮＧ，Ｄ ＝∪
ＮＧ

ｉ ＝ １
Ｄｉ，考

察第 ｉ个单元 Ｄｉ，并设 Ｌｉ
ｘ ＝ ｘｉ ＋１ － ｘｉ，Ｌｉ

ｙ ＝ ｙｉ ＋１ － ｙｉ，将此单元 Ｄｉ 化成标准正方形求解单元 ｅｉ， 则

　 　 ξ ＝ ２
Ｌｉ
ｘ

（ｘ － ｘｉ） － １　 ｏｒ　 ｘ ＝ １
２

Ｌｉ
ｘ（ξ ＋ １） ＋ ｘｉ， （７）

　 　 η ＝ ２
Ｌｉ
ｙ

（ｙ － ｙｉ） － １　 ｏｒ　 ｙ ＝ １
２

Ｌｉ
ｙ（η ＋ １） ＋ ｙｉ ． （８）

用谱方法进行方程离散时，通常使用 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 正交多项式或者 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 正交多项式构

造全局基函数［１５］ ．本文选择 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 正交多项式配置插值点，在单元 ｅｉ 内，在 ｘ 方向选取 Ｎｉ
ｘ

＋ １ 个点，在 ｙ 方向选取 Ｎｉ
ｙ ＋ １ 个点作为 ｕ（ｘ，ｙ） 的插值点，此处用 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 多项式的极值点

作为插值点：
　 　 ξ ｉ

ｊ ＝ ｃｏｓ（ ｊπ ／ Ｎｉ
ｘ），　 　 　 ｊ ＝ ０，１，…，Ｎｉ

ｘ，
　 　 η ｉ

ｋ ＝ ｃｏｓ（ｋπ ／ Ｎｉ
ｙ）， ｋ ＝ ０，１，…，Ｎｉ

ｙ ．
在单元 ｅｉ 内， ｕｉ（ξ，η） 的插值式可表达为
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　 　 ｕｉ（ξ，η） ＝ ∑
Ｎｉｘ

ｉ ＝ ０
∑
Ｎｉｙ

ｋ ＝ ０
ｕｉ
ｊｋｈｉ

ｊ（ξ）ｈｉ
ｋ（η） ＝ ∑

Ｎｉｘ

ｊ ＝ ０
∑
Ｎｉｙ

ｋ ＝ ０
ｕｉ
ｊｋϕｉ

ｊｋ（ξ，η） ． （９）

在单元 ｅｉ 外， ｈｉ
ｊ（ξ），ｈｉ

ｋ（η） 为零；在 ｅｉ 内满足 ｈｉ
ｊ（ξ ｐ） ＝ δ ｊｐ，ｈｉ

ｋ（η ｑ） ＝ δ ｋｑ，（ξ ｊ，η ｋ） 和（ξ ｐ，η ｑ） 为

插值点，且

　 　 ｈｉ
ｊ（ξ） ＝ ２

Ｎｉ
ｘ
∑
Ｎｉｘ

ｍ ＝ ０

１
ｃｊｃｍ

Ｔｍ（ξ ｉ
ｊ）Ｔｍ（ξ）ｈｉ

ｋ（η） ＝ ２
Ｎｉ

ｙ
∑
Ｎｉｙ

ｎ ＝ ０

１
ｃｋｃｎ

Ｔｎ（η ｉ
ｋ）Ｔｍ（η） ． （１０）

同理，试函数有以下形式：

　 　 ｖｉ（ξ，η） ＝ ∑
Ｎｉｘ

ｐ ＝ ０
∑
Ｎｉｙ

ｑ ＝ ０
ｖｉｐｑｈｉ

ｐ（ξ）ｈｉ
ｑ（η） ＝ ∑

Ｎｉｘ

ｐ ＝ ０
∑
Ｎｉｙ

ｑ ＝ ０
ｖｉｐｑϕｉ

ｐｑ（ξ，η）， （１１）

　 　 ｈｉ
ｐ（ξ） ＝ ２

Ｎｉ
ｘ
∑
Ｎｉｘ

ｐ ＝ ０

１
ｃｐｃｌ

Ｔｌ（ξ ｉ
ｐ）Ｔｌ（ξ），ｈｉ

ｑ（η） ＝ ２
Ｎｉ

ｙ
∑
Ｎｉｙ

ｑ ＝ ０

１
ｃｑｃｒ

Ｔｒ（η ｉ
ｑ）Ｔｒ（η）， （１２）

其中 Ｔｋ（ξ） ＝ ｃｏｓ（ｋａｒｃｏｓ ｘ） 为 ｋ 阶 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 多项式， ｃｍ 满足

　 　 ｃｍ ＝
２，　 　 ｍ ＝ ０， Ｎｉ

ｘ，

１，　 　 ｍ ≠ ０， Ｎｉ
ｘ ．

{ （１３）

１．３　 单元刚度矩阵的生成

将插值函数 ｕｉ（ξ，η），ｖｉ（ξ，μ） 代入式（６）中，并运用 ｖｉｐｑ 的任意性，可得到

　 　 （Ａｉ ＋ ｋ２Ｂｉ ＋ ｋ４Ｃｉ）ｕ－ ＝ ０， （１４）
其中 ｕ－ 是由全局节点值矩阵 ｕ 的列向量组成的．

下面定义以上 ３ 个矩阵，见表 １．
表 １　 标准单元区域上几种矩阵定义

Ｔａｂｌｅ １　 Ｓｅｖｅｒａｌ ｍａｔｒｉｘ ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎｓ ｉｎ ｔｈｅ ｓｔａｎｄａｒｄ ｃｅｌｌ ａｒｅａ

ｍａｔｒｉｘ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ

Ａｉ （Ｎｉ
ｘ ＋ １） ２ × （Ｎｉ

ｙ ＋ １） ２ Ａｉ
ｊｋｐｑ ＝ ∫

Ｄｉ

１
ｎ － １

Δϕｉ
ｊｋ·Δϕｉ

ｐｑｄｘ

Ｂｉ （Ｎｉ
ｘ ＋ １） ２ × （Ｎｉ

ｙ ＋ １） ２ Ｂｉ
ｊｋｐｑ ＝ ∫

Ｄｉ

１
ｎ － １

Δϕｉ
ｊｋϕｉ

ｐｑ ＋ ｎ
ｎ － １

Δϕｉ
ｊｋϕｉ

ｐｑ( ) ｄｘ

Ｃｉ （Ｎｉ
ｘ ＋ １） ２ × （Ｎｉ

ｙ ＋ １） ２ Ｃｉ
ｊｋｐｑ ＝ ∫

Ｄｉ

ｎ
ｎ － １

ϕｉ
ｊｋϕｉ

ｐｑｄｘ

　 　 将 Ａｉ，Ｂｉ，Ｃｉ 代入式（１４），可得

　 　 ∑
Ｎｉｘ

ｊ ＝ ０
∑
Ｎｉｙ

ｋ ＝ ０
［Ａｉ［ｈｉ

ｊ（ξ）ｈｉ
ｋ（η），ｈｉ

ｐ（ξ）ｈｉ
ｑ（η）］ ＋ ｋ２Ｂｉ［ｈｉ

ｊ（ξ）ｈｉ
ｋ（η），ｈｉ

ｐ（ξ）ｈｉ
ｑ（η）］ ＋

　 　 　 　 ｋ４Ｃｉ［ｈｉ
ｊ（ξ）ｈｉ

ｋ（η），ｈｉ
ｐ（ξ）ｈｉ

ｑ（η）］］ｕｉ
ｊｋ ＝ ０， （１５）

其中　 　 ｊ ＝ ０，１，…，Ｎｘ， ｋ ＝ ０，１，…，Ｎｙ ．
　 　 Ａｉ［ｈｉ

ｊ（ξ）ｈｉ
ｋ（η），ｈｉ

ｐ（ξ）ｈｉ
ｑ（η）］ ＝

　 　 　 　 ∫１
－１
∫１

－１

１
ｎ － １

· ４
Ｌｉ
ｘＬｉ

ｙ

· １６
（Ｎｉ

ｘＮｉ
ｙ） ２ ｈｉ

ｋ

∂２ｈｉ
ｊ（ξ）

∂ξ ２
＋ ｈｉ

ｊ（ξ）
∂２ｈｉ

ｋ（η）
∂η ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
×

　 　 　 　 ｈｉ
ｑ（η）

∂２ｈｉ
ｐ（ξ）
∂ξ ２

＋ ｈｉ
ｐ（ξ）

∂２ｈｉ
ｑ（η）
∂η ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ｄξｄη， （１６）

　 　 Ｂｉ［ｈｉ
ｊ（ξ）ｈｉ

ｋ（η），ｈｉ
ｐ（ξ）ｈｉ

ｑ（η）］ ＝
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　 　 　 　 － ２
Ｌｉ
ｘ

Ｌｉ
ｙ

２
ｎ ＋ １
ｎ － １

· １６
（Ｎ１

ｘＮｉ
ｙ） ２∑

Ｎｉｘ

ｍ ＝ ０
∑
Ｎｉｙ

ｎ ＝ ０
∑
Ｎｉｘ

ｌ ＝ ０
∑
Ｎｉｙ

ｒ ＝ ０

１
ｃｊｃｍｃｋｃｎｃｐｃｌｃｑｃｒ

×

　 　 　 　 Ｔｍ（ξ ｊ）Ｔｎ（η ｋ）Ｔｌ（ξ ｐ）Ｔｒ（η ｑ）ａｍｌｂｎｒ －

　 　 　 　 ２
Ｌｉ
ｘ

Ｌｉ
ｙ

２
ｎ ＋ １
ｎ － １

· １６
（Ｎ１

ｘＮｉ
ｙ） ２∑

Ｎｉｘ

ｍ ＝ ０
∑
Ｎｉｙ

ｎ ＝ ０
∑
Ｎｉｘ

ｌ ＝ ０
∑
Ｎｉｙ

ｒ ＝ ０

１
ｃｊｃｍｃｋｃｎｃｐｃｌｃｑｃｒ

×

　 　 　 　 Ｔｍ（ξ ｊ）Ｔｎ（η ｋ）Ｔｌ（ξ ｐ）Ｔｒ（η ｑ）ｂｍｌａｎｒ， （１７）
其中

　 　 ａｍｌ ＝ ∫１
－１

∂Ｔｍ（ξ）
∂ξ

∂Ｔｌ（ξ）
∂ξ

ｄξ， ｂｎｒ ＝ ∫１
－１
Ｔｎ（η）Ｔｒ（η）ｄη， （１８）

　 　 ａｎｒ ＝ ∫１
－１

∂Ｔｎ（η）
∂η

∂Ｔｒ（η）
∂η

ｄη， ｂｍｌ ＝ ∫１
－１
Ｔｍ（ξ）Ｔｌ（ξ）ｄξ， （１９）

　 　 Ｃｉ［ｈｉ
ｊ（ξ）ｈｉ

ｋ（η），ｈｉ
ｐ（ξ）ｈｉ

ｑ（η）］ ＝

　 　 　 　 ∫１
－１
∫１

－１

４
Ｌｉ
ｘＬｉ

ｙ

· ｎ
ｎ － １

１６
（Ｎｉ

ｘＮｉ
ｙ） ２∑

Ｎｉｘ

ｍ ＝ ０
∑
Ｎｉｙ

ｎ ＝ ０
∑
Ｎｉｘ

ｌ ＝ ０
∑
Ｎｉｙ

ｒ ＝ ０

１
ｃｊｃｋｃｍｃｎｃｐｃｑｃｌｃｒ

×

　 　 　 　 Ｔｍ（ξ ｊ）Ｔｍ（ξ）Ｔｎ（η ｋ）Ｔｎ（η）Ｔｌ（ξ ｐ）Ｔｌ（ξ）Ｔｒ（η ｑ）Ｔｒ（η）ｄξｄη ． （２０）
１．４　 总体矩阵的生成

将各单元上矩阵合成为总体矩阵， 最终可以得到以下一般二次特征值问题：
　 　 （Ａ ＋ λＢ ＋ λ ２Ｃ）ｕ－ ＝ ０， （２１）

其中　 　 λ ＝ ｋ２ ．

２　 数 值 分 析

为了验证 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 谱元法求解透射特征值问题的有效性．本文中考虑 ３ 种数学模型： ①
以原点为中心的边长为 ２ 的正方形； ② 以原点为中心的环型，外边界为边长为 ２ 的正方形，内
边界为边长为 １ 的正方形，环宽度为 １； ③ Ｌ 型，长为 ３，宽为 ３，Ｌ 型区域宽度为 １．区域划分时

将整个区域分解为等规模的若干个矩形，取网格大小 ｈ ＝ １ ／ １２， 在单元矩形上利用 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ
多项式的极值点作为插值点，本文均选择 ３ 阶 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 多项式进行离散，如图 １ 所示．

图 １　 ３ 次 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 多项式配置插值点示意图

Ｆｉｇ． １　 Ｃｏｌｌｏｃａｔｉｏｎ ｐｏｉｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ３ｒｄ⁃ｏｒｄｅｒ Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ

本文考虑 ｎ（ｘ） 取常数和非常数两种情况，在 ３ 个模型区域上得到 ４ 个最小的正实透射特

征值，结果如表 ２、３ 所示．
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表 ２　 ｎ（ｘ） ＝ １６ 时不同区域上所对应的 ４ 个最小的正实透射特征值

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｒｅａｌ ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｓｏｍｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｒｅｇｉｏｎｓ．Ｔｈｅ ｉｎｄｅｘ ｏｆ ｒｅｆｒａｃｔｉｏｎ ｎ（ｘ） ＝ １６

ｔｈｅ ｓｑｕａｒｅ ａｒｅａ ｔｈｅ ｒｉｎｇ ａｒｅａ ｔｈｅ Ｌ ａｒｅａ
ｋ１ １．８１９ ４ １．９４９ ２ １．７４４ ９
ｋ２ ２．３４２ ０ ２．４７４ ４ ２．１２５ ５
ｋ３ ２．３４３ ７ ２．４７５ ３ ２．１７５ ３
ｋ４ ２．８２８ ４ ２．８５０ ９ ２．６８８ ３

表 ３　 ｎ（ｘ） ＝ ｘ１ － ｘ２ 时不同区域上所对应的 ４ 个最小的正实透射特征值

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｒｅａｌ ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｓｏｍｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｒｅｇｉｏｎｓ． Ｔｈｅ ｉｎｄｅｘ ｏｆｒｅｆｒａｃｔｉｏｎ ｎ（ｘ） ＝ ｘ１ － ｘ２

ｔｈｅ ｓｑｕａｒｅ ａｒｅａ ｔｈｅ ｒｉｎｇ ａｒｅａ ｔｈｅ Ｌ ａｒｅａ
ｋ１ ３．５８３ １ ２．０７４ ５ ３．０６６ ５
ｋ２ ４．０９６ ５ ３．９７２ １ ３．９８４ ６
ｋ３ ５．２１３ ９ ５．２６８ ４ ４．８７４ ２
ｋ４ ５．７２７ ２ ５．９３１ ９ ５．３７０ ６

图 ２　 正方形区域上总体矩阵 图 ３　 环形区域上总体矩阵 图 ４　 Ｌ 形区域上总体矩阵

（ｎｚ ＝ ９６７） （ｎｚ ＝ ２ ８６２） （ｎｚ ＝ １ ２６２）

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｇｌｏｂａｌ ｍａｓｓ ｍａｔｒｉｘ ｉｎ ｔｈｅ Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｇｌｏｂａｌ ｍａｓｓ ｍａｔｒｉｘ ｉｎ ｔｈｅ Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｇｌｏｂａｌ ｍａｓｓ ｍａｔｒｉｘ ｉｎ ｔｈｅ

ｓｑｕａｒｅ ａｒｅａ （ｎｚ ＝ ９６７） ｒｉｎｇ ａｒｅａ （ｎｚ ＝ ２ ８６２） Ｌ ａｒｅａ （ｎｚ ＝ １ ２６２）

图 ５　 正方形模型上谱元法与有限元法结果对比

Ｆｉｇ． ５　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｓｐｅｃｔｒａｌ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ａｎｄ ｔｈｅ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ｉｎ ｔｈｅ ｓｑｕａｒｅ ａｒｅａ
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图 ６　 环型模型上谱元法和有限元法结果对比 图 ７　 Ｌ 型模型上谱元法与有限元法结果对比

Ｆｉｇ． ６　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｓｐｅｃｔｒａｌ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ Ｆｉｇ． ７　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｓｐｅｃｔｒａｌ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ

ａｎｄ ｔｈｅ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ｉｎ ｔｈｅ ｒｉｎｇ ａｒｅａ ａｎｄ ｔｈｅ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ｉｎ ｔｈｅ Ｌ ａｒｅａ

图 ８　 在相同基函数阶数下谱元法与有限元运行时间对比

Ｆｉｇ． ８　 Ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｃｏｎｓｕｍｐｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｐｅｃｔｒａｌ ｍｅｔｈｏｄ ａｎｄ ｔｈｅ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ

ｉｎ ｔｈｅ ｓａｍｅ ｏｒｄｅｒ ｏｆ Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ ｐｒｉｍａｒｙ ｆｕｎｃｔｉｏｎ

　 　 图 ２～图 ４ 分别给出了 ３ 种区域上总体矩阵结构．需要说明的是，由于谱元法所生成的总

体矩阵是对称的、稀疏的、正定的、带状的，因此采用基于 ＭＰＩ 的并行运算［１６］，对于总体矩阵采

用分布式存储．该方法可以较大地节约运行内存，从而提高执行效率．本文所有数值实验都是

在 ＭＡＴＬＡＢ Ｒ２０１４ａ，Ｗｉｎｄｏｗｓ １０，系统安装内存 ２．００ ＧＢ 下实现，本文将 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 谱元法与

传统有限元法进行对比，通过误差分析得到谱元法在计算精度上相对于有限元法较高，如图 ５
～７ 所示．图 ８ 给出了谱元法和有限元法执行时间对比．

通过以上数据以及对比图像反映，Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 谱元法求解二维区域透射特征值问题是合理

有效的，对区域适应性也比较强．在相同精度要求下，谱元法通过较稀疏的单元划分可减少计

算时间和运行内存．
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３　 总结和发展

本文利用 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 谱元法对二维区域上透射特征值问题进行处理，首先通过变分法将

原问题变为二次特征值问题．将总体区域划分为若干规则矩形，单元上采用三阶精度的 Ｃｈｅｂｙ⁃
ｓｈｅｖ 谱函数进行逼近，谱元法通过在每一个单元上应用谱展开从而结合了谱方法和有限元的

优点，将每个单元上得到的矩阵集成为总体矩阵．最后再选取 ３ 个特定模型进行数值求解，通
过实验结果验证了 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 谱元法求解透射特征值问题的有效性．

今后的工作可以从以下几个方面展开：加密网格，并采用更高阶 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 谱逼近；针对

形状更为复杂的散射体进行计算分析；三维区域上 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 谱元法推广．

参考文献（Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ）：

［１］　 ＣＯＬＴＯＮＤ， ＭＯＮＫ Ｐ． Ｔｈｅ ｉｎｖｅｒｓｅ ｓｃａｔｔｅｒｉｎｇ ｐｒｏｂｌｅｍ ｆｏｒ ｔｉｍｅ⁃ｈｏｒｍｏｎｉｃ ａｃｏｕｓｔｉｃ ｗａｖｅｓ ｉｎ ａｎ
ｉｎｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓ ｍｅｄｉｕｍ［Ｊ］ ． Ｔｈｅ Ｑｕａｒｔｅｒｌｙ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，
１９８８， ２６（１）： ３２３⁃３５０．

［２］　 ＣＯＬＴＯＮ Ｄ， ＰＡＩＶＡＲＩＮＴＡ Ｌ， ＳＹＬＶＥＳＴＥＲ Ｊ． Ｔｈｅ ｉｎｔｅｒｉｏｒ ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ ｐｒｏｂｌｅｍ［ Ｊ］ ． Ｉｎｖｅｒｓｅ
Ｐｒｏｂｌｅｍｓ ＆ Ｉｍａｇｉｎｇ， ２０１７， １（１）： １３⁃２８．

［３］　 ＣＡＫＯＮＩ Ｆ， ＣＯＬＴＯＮ Ｄ， ＨＡＤＤＡＲＨ． Ｏｎ ｔｈｅ ｄｅｔｅｒｍｉｎａｔｉｏｎ ｏｆ Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ ｏｒ ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ ｅｉｇｅｎ⁃
ｖａｌｕｅｓ ｆｒｏｍ ｆａｒ ｆｉｅｌｄ ｄａｔａ［Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｔｅｓ Ｒｅｎｄｕｓ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｑｕｅ， ２０１２， ３４８（７）： ３７９⁃３８３．

［４］　 ＣＡＫＯＮＩ Ｆ， ＫＲＥＳＳ Ｒ． Ａ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｉｎｔｅｇｒａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｔｈｅ ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ
ｐｒｏｂｌｅｍ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｃａｂｌｅ Ａｎａｌｙｓｉｓ， ２０１６， ９６（１）： ２３⁃３８．

［５］　 ＣＯＬＴＯＮ Ｄ， ＭＯＮＫ Ｐ， ＳＵＮ Ｊ． Ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ａｎｄ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ ｅｉｇｅｎ⁃
ｖａｌｕｅｓ［Ｊ］ ． Ｉｎｖｅｒｓｅ Ｐｒｏｂｌｅｍｓ， ２０１０， ２６（２６）： ０４５０１１．

［６］　 ＪＩ Ｘ， ＳＵＮ Ｊ， ＴＵＲＮＥＲ Ｔ． Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ９２２： ａ ｍｉｘｅｄ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ ｔｒａｎｓ⁃
ｍｉｓｓｉｏｎ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓ［Ｊ］ ． ＡＣＭ Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ ｏｎ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｓｏｆｔｗａｒｅ， ２０１２， ３８（４）： １⁃８．

［７］　 ＪＩ Ｘ， ＳＵＮ Ｊ， ＸＩＥ Ｈ． Ａ ｍｕｌｔｉｇｒｉｄ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ ｐｒｏｂｌｅｍｓ［Ｊ］ ．
Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｃｉｅｎｔｉｆｉｃ Ｃｏｍｐｕｔｉｎｇ， ２０１４， ６０（２）： ２７６⁃２９４．

［８］　 ＳＵＮ Ｊ． Ｉｔｅｒａｔｉｖｅ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓ［Ｊ］ ． Ｓｏｃｉｅｔｙ ｆｏｒ Ｉｎｄｕｓｔｒｉａｌ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｅｄ
Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ， ２０１１， ４９（４９）： １８６０⁃１８７４．

［９］　 ＡＮ Ｊ， ＳＨＥＮ Ｊ． Ｓｐｅｃｔｒａｌ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ ｔｏ ａ ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ ｐｒｏｂｌｅｍ ａｎｄ ｉｔｓ ａｐｐｌｉｃａ⁃
ｔｉｏｎｓ ｔｏ ａｎ ｉｎｖｅｒｓｅ ｐｒｏｂｌｅｍ ［ Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｕｔｅｒｓ ＆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ Ｗｉｔｈ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ， ２０１５， ６９
（１０）： １１３２⁃１１４３．

［１０］　 ＯＲＳＺＡＧ Ｓ Ａ． Ｓｐｅｃｔｒａｌ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｉｎ ｃｏｍｐｌｅｘ ｇｅｏｍｅｔｒｉｅｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａ⁃
ｔｉｏｎａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓ， １９８０， ３７（１）： ７０⁃９２．

［１１］　 ＰＡＴＥＲＡ Ａ Ｔ． Ａ ｓｐｅｃｔｒａｌ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｆｌｕｉｄ ｄｙｎａｍｉｃｓ： ｌａｍｉｎａｒ ｆｌｏｗ ｉｎ ａ ｃｈａｎｎｅｌ ｅｘｐａｎ⁃
ｓｉｏｎ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓ， １９８４， ５４（３）： ４６８⁃４８８．

［１２］　 容志建， 许传炬． 基于张量乘积的快速谱元算法［Ｊ］ ． 数学研究， ２００８， ４１（３）： ２６４⁃２７１．（ＲＯＮＧ
Ｚｈｉｊｉａｎ， ＸＵ Ｃｈｕａｎｊｕ． Ｔｅｎｓｏｒ ｐｒｏｄｕｃｔ ｂａｓｅｄ ｆａｓｔ ｓｐｅｃｔｒａｌ ｅｌｅｍｅｎｔ ｓｏｌｖｅｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍａｔｈ⁃
ｅｍａｔｉｃａｌ Ｓｔｕｄｙ， ２００８， ４１（３）： ２６４⁃２７１．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１３］　 林伟军． 弹性波传播模拟的 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 谱元法［Ｊ］ ． 声学学报， ２００７，３２（６）： ５２５⁃５３３．（ＬＩＮ Ｗｅｉ⁃
ｊｕｎ． Ａ Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ ｓｐｅｃｔｒａｌ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｅｌａｓｔｉｃ ｗａｖｅ ｍｏｄｅｌｉｎｇ ［ Ｊ］ ． Ａｃｔａ Ａｃｕｓｔｉｃａ，
２００７， ３２（６）： ５２５⁃５３３．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

９３８谱元法求解 Ｈｅｌｍｈｌｏｔｚ 方程透射特征值问题



［１４］　 周欣， 李铁香． Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 方程透射特征值问题的数值算法［ Ｊ］ ． 应用数学进展， ２０１６， ５（４）：
６８３⁃６９４．（ＺＨＯＵ Ｘｉｎ， ＬＩ Ｔｉｅｘｉａｎｇ． Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｏｆ
Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ ｅｑｕａｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ａｄｖａｎｃｅｓ ｉｎ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ， ２０１６， ５（４）： ６８３⁃６９４． （ ｉｎ Ｃｈｉ⁃
ｎｅｓｅ））

［１５］　 朱晓钢， 聂玉峰． 变系数分数阶对流扩散方程的一种算子矩阵方法［Ｊ］ ． 应用数学和力学， ２０１８，
３９（１）： １０４⁃１１２．（ＺＨＵ Ｘｉａｏｇａｎｇ， ＮＩＥ Ｙｕｆｅｎｇ． Ａｎ ｏｐｅｒａｔｉｏｎａｌ ｍａｔｒｉｘ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ａｄ⁃
ｖｅｃｔｉｏｎ⁃ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ ｖａｒｉａｂｌｅ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎ⁃
ｉｃｓ， ２０１８， ３９（１）： １０４⁃１１２．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１６］　 朱昌允， 秦国良， 徐忠． Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 谱元方法结合并行算法求解三维区域的 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 方程［Ｊ］ ．
应用力学学报， ２０１２， ２９（３）： ２４７⁃２５１． （ＺＨＵ Ｃｈａｎｇｙｕｎ， ＱＩＮ Ｇｕｏｌｉａｎｇ， ＸＵ Ｚｈｏｎｇ． Ｐａｒａｌｌｅｌ
Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ ｓｐｅｃｔｒａｌ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｉｎ ３Ｄ ｄｏｍａｉｎ［Ｊ］ ． Ｃｈｉｎｅｓｅ Ｊｏｕｒ⁃
ｎａｌ ｏｆ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１２， ２９（３）： ２４７⁃２５１．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

Ａ Ｓｐｅｃｔｒａｌ Ｅｌｅｍｅｎｔ Ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ Ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ Ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ
Ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ Ｅｑｕａｔｉｏｎ

ＤＡＩ Ｈａｉ，　 ＰＡＮ Ｗｅｎｆｅｎｇ
（Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｓｃｉｅｎｃｅ， Ｗｕｈａｎ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ， Ｗｕｈａｎ ４３００７０， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ａ Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ ｓｐｅｃｔｒａｌ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｔｈｅ ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｏｆ
ｔｈｅ Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｗａｓ ｐｒｏｐｏｓｅｄ， ｗｈｉｃｈ ｃｏｍｂｉｎｅｄ ｔｈｅ ｆｌｅｘｉｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ
ｍｅｔｈｏｄ ｔｏ ｄｅａｌ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ａｎｄ ｒｅｇｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ ｆａｓｔ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｓｐｅｃｔｒａｌ ｍｅｔｈｏｄ．
Ｂｙ ｍｅａｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｉｎｃｉｐｌｅ ｏｆ ｗｅｉｇｈｔｅｄ ｒｅｓｉｄｕａｌｓ， ｔｈｅ ｂａｓｉｃ ｔｈｅｏｒｙ ａｎｄ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ｆｏｒｍｕｌａｅ ｏｆ
ｔｈｅ Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ ｓｐｅｃｔｒａｌ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｗｅｒｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ．
Ｔｈｅ ｏｒｉｇｉｎａｌ ｐｒｏｂｌｅｍ ｗａｓ ｔｒａｎｓｆｏｒｍｅｄ ｉｎｔｏ ｑｕａｄｒａｔｉｃ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ ｐｒｏｂｌｅｍｓ． Ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅ， ｓｅｖｅｒａｌ
ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｅｘａｍｐｌｅｓ ｗｅｒｅ ｇｉｖｅｎ ｔｏ ｉｌｌｕｓｔｒａｔｅ ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔｉｖｅｎｅｓｓ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｍｅｔｈｏｄ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ ｐｒｏｂｌｅｍ； ｑｕａｄｒａｔｉｃ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ ｐｒｏｂｌｅｍ； ｓｐｅｃｔｒａｌ ｅｌｅｍｅｎｔ
ｍｅｔｈｏｄ； Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ ｂａｓｉｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎ

０４８ 戴　 　 海　 　 　 潘　 　 文　 　 峰

引用本文 ／ Ｃｉｔｅ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ：
　 　 戴海， 潘文峰． 谱元法求解 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 方程透射特征值问题［Ｊ］ ． 应用数学和力学， ２０１８， ３９（７）： ８３３⁃

８４０．
ＤＡＩ Ｈａｉ， ＰＡＮ Ｗｅｎｆｅｎｇ． Ａ ｓｐｅｃｔｒａｌ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｏｆ ｔｈｅ
Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ ｅｑｕａｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１８， ３９（７）： ８３３⁃８４０．


