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摘要：　 对传统弹性应力波理论以及平板冲击下的应力波传播提出了重要修正．现有的弹性应力波

理论在旋转运动以及与内力的对应关系、波动方程等方面存在理论缺失和不完备性．提出弹性体存

在体积波和偏斜波，体积波可独立传播但偏斜波受体积波的影响，两种波构成一个弱耦合波系．平
板冲击应为三维应变状态，体应变和偏应变两个波动变量依然保持二阶张量状态，但独立的波动

变量可简化为一个体应变和一个偏斜主应变，波动方程简化为关于两个波动变量的弱耦合波动方

程组．应力波的界面效应涉及了冲击加载面上应力波的激发和应力波在自由面上的反射，建立了加

载面和自由面上边界条件与波动变量的依赖关系．冲击加载面上同时激发出体积波和偏斜波，但体

积波与部分偏斜波组成一个以较快速度传播的复合脉冲，剩余偏斜波形成另一个以较慢速度传播

的偏斜脉冲．两个入射脉冲在自由面上分别反射回来结构相同的复合脉冲和偏斜脉冲，即形成 ４ 个

反射脉冲的传播．应力波的双脉冲结构与平板撞击下试件自由面速度的二次压缩现象是一致的，１０
发不同厚度的氧化铝平板冲击试验测得的二次压缩信号验证了偏斜脉冲的理论预测．
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引　 　 言

在地球物理勘探［１］、冲击破坏与防护［２⁃３］、工程抗震［４⁃５］、应力波检测技术［６］ 等领域，弹性

应力波是技术和工程应用的基础．弹性应力波涉及波动变量、波动方程、波速、运动与内力的关

系、界面效应等问题．经过一个多世纪的探索实践，已经形成了弹性应力波的基本认识并纳入

到弹性力学教科书和波动文献中［７⁃１５］ ．然而，现有弹性应力波理论并非尽善尽美，下面简要回

顾现有的弹性应力波理论，并对存在的问题作简要分析．
在弹性力学教材中，弹性应力波是通过对 Ｎａｖｉｅｒ（纳维）方程的数学处理而得到相应的波

动方程的．对于各向同性线弹性固体，以位移 ｕ 表达的 Ｎａｖｉｅｒ 方程为［１０］

９４２

　 应用数学和力学，第 ３９ 卷 第 ３ 期
　 ２０１８ 年 ３ 月 １５ 日出版

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ　
　 　 Ｖｏｌ．３９，Ｎｏ．３，Ｍａｒ．１５，２０１８

∗ 收稿日期：　 ２０１７⁃１２⁃１５； 修订日期：　 ２０１８⁃０１⁃０９
基金项目：　 国家自然科学基金（１１３７２３６５；１１０７２２７６；１１１７６０３５）
作者简介：　 刘占芳（１９６３—），男，教授，博士（通讯作者． Ｅ⁃ｍａｉｌ： ｚｈａｎｆａｎｇ＠ ｃｑｕ．ｅｄｕ．ｃｎ）．



　 　 （λ ＋ μ） ÑÑ·ｕ ＋ μ Ñ２ｕ ＋ ρｂ ＝ ρ ∂２ｕ
∂ｔ２

． （１）

对 Ｎａｖｉｅｒ 方程（１）两端求散度，并考虑均布的体力，即可得到体积波的波动方程：

　 　 （λ ＋ ２μ） Ñ２θ ＝ ρ ∂２θ
∂ｔ２

， （２）

其中体积应变 θ 为位移的散度，θ ＝ Ñ·ｕ ．体积波的波速为

　 　 ｃ１ ＝ （λ ＋ ２μ） ／ ρ ＝
Ｋ ＋ ４

３
Ｇ

ρ
， （３）

上式中 Ｋ为体积模量．体积波的波速 ｃ１ 不仅涉及体积模量 Ｋ，还涉及剪切模量 Ｇ ＝ μ， 这意味着

体积波既联系体积应变，也联系着偏斜应变［１４⁃１５］ ．本文将证明，应力波有两个脉冲，较快的第一

个脉冲是体积应变和部分偏斜应变的叠加，且以共同波速 ｃ１ 传播，这样就完全解释了为什么

波速 ｃ１ 既联系体积模量也联系剪切模量．
如果对 Ｎａｖｉｅｒ 方程（１）两端求旋度，可得到旋转波的波动方程：

　 　 μ Ñ２ω ＝ ρ ∂２ω
∂ｔ２

． （４）

这里旋转矢量是位移旋度的一半， ω ＝ （Ñ× ｕ） ／ ２， 运动学上旋转矢量 ω 表达了弹性体内连续

的转角．由方程（４）易得旋转波的波速为

　 　 ｃ２ ＝ μ ／ ρ ． （５）
然而，旋转波存在的问题在于波动变量为旋转矢量，而经典弹性力学并未提供与之对应的内

力．从运动与内力关系的角度看，有旋转变形而无对应的内力是不完整的．另外，不能把旋转矢

量简单处理为刚体微转动，因为相邻质点若发生刚体转动会造成变形的不协调问题．广义弹性

力学已经指出，旋转矢量描述了连续的旋转变形而非刚体微转动，且旋转变形联系着偶应力或

者反对称应力［１６⁃１７］ ．不过旋转变形及其效应只在微小尺寸的弹性结构中表现显著，一般的宏观

弹性体可以忽略旋转变形及其效应．经典弹性力学忽略了旋转变形及偶应力、动量矩守恒方程

以及相应的边界条件，应用于宏观弹性结构已经具有足够的精度．此外，旋转波的波速 ｃ２ 涉及

了剪切模量 μ， 实际上，剪切模量并不反映旋转变形与对应内力的力学属性．
为进一步说明旋转变形问题，现在简单考察一下小变形的情况．物体的变形用位移的右梯

度 ｕ Ñ来度量，位移右梯度可分解为对称的应变张量 ε 和反对称的转动张量 Ω ［１６⁃１７］：
　 　 ｕ Ñ＝ ε ＋ Ω ． （６）

经典弹性力学中应变通过广义 Ｈｏｏｋｅ（胡克）定律联系着应力，而转动张量往往视为微转动，没
有对其提出独立的弹性本构关系；或者只用应变来描述弹性变形，忽略转动张量及其带来的影

响，实践证明这种处理对宏观尺寸下的弹性结构具有足够的精度．应变刻画了连续的平动变形

而转动张量描述了连续的旋转变形．方程（６）右端第二项的转动张量等价于旋转矢量［１８］，所
以，旋转矢量也可表示为另一种形式， ω ＝ － （１ ／ ２） ∶ Ω， 这里 为置换张量．联系方程（６），弹
性体的任一线元 ｄｘ 的位移增量 ｄｕ 为

　 　 ｄｕ ＝ （ε ＋ Ω）·ｄｘ ＝ ε·ｄｘ ＋ ω × ｄｘ ． （７）
所以，线元的变化包括线元的伸长（缩短）和弯曲，应变使线元发生长度的变化，旋转矢量使得

线元发生纯弯曲而不引起长度改变，可引入曲率张量来度量线元弯曲状态的变化．考虑含偶应

力的弹性理论，非对称应力分解为对称应力 σ和反对称应力 τ 之和，而反对称应力 τ 依赖于转
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动张量或旋转矢量［１６⁃１７］：
　 　 τ ＝ η Ñ２Ω ＝ － η Ñ２ω· ． （８）

经典弹性力学中只考虑了对称应力，反对称应力为零，所以方程（８）的右端也为零，因此，旋转

波的波动方程（４）是不存在的．这表明，经典弹性力学由于忽略了线元弯曲情况以及所对应的

内力偶，自然应忽略旋转波的波动方程．或言之，不应对经典 Ｎａｖｉｅｒ 方程作旋度运算．如果计及

旋转变形，Ｍｉｎｄｌｉｎ 和 Ｔｉｅｒｓｔｅｎ［１９］以及 Ｌｉｕ（刘占芳）等［２０］已提出旋转波的波动方程应满足四阶

双曲型的波动方程．
弹性力学中与体积波（２）和旋转波（４）组成在一起的是剪切波．注意到 Ｎａｖｉｅｒ 方程（１）左

端第一项为体积应变的梯度，传统应力波理论假设无散条件，即体积应变为零［１２］，即假设 θ ＝
Ñ·ｕ ＝ ０， 同时忽略体力项，即可得到剪切波的波动方程：

　 　 μ Ñ２ｕ ＝ ρ ∂２ｕ
∂ｔ２

． （９）

所以剪切波的波速为 ｃ２ ＝ μ ／ ρ ．由于无散条件假设，这个剪切波不能与前述体积波（２）共同

传播，这个判断不符合物理上例如地震时始终出现两个脉冲的现象．无散条件也构成了位移的

几何约束，所以剪切波（９）不成为具有 ３ 个独立位移分量的波动方程．弹性应力波在介质中构

成一个波系，每个波的波动变量应彼此独立．但在上述体积波、旋转波和剪切波组成的波系中，
波动变量分别为体积应变、旋转矢量和位移，而体积应变和旋转矢量并不独立于位移．弹性应

力波也是弹性应变能的传播，体积波可表示为体积应变能的传播，但是旋转波和剪切波似乎不

能表示为旋转应变能和畸变应变能的传播，因为变形没有直接对应的内力．
在波动力学的科学文献中，提出了以位移作为波变量的下述两个波动方程［１４⁃１５］ ．按照矢量

的二重叉积公式：
　 　 Ñ× （Ñ× ｕ） ＝ ÑÑ·ｕ － Ñ２ｕ， （１０）

可将 Ｎａｖｉｅｒ 方程改写为

　 　 （λ ＋ ２μ） ÑÑ·ｕ － μ Ñ× （Ñ× ｕ） ＋ ρｂ ＝ ρ ∂２ｕ
∂ｔ２

． （１１）

如果认为介质的位移是无散的，即假定 Ñ·ｕ ＝ ０， 进一步假定无体积力影响时，即可由 Ｎａｖｉｅｒ
方程（１１）得等容波：

　 　 Ñ２ｕ ＝ １
ｃ２２

∂２ｕ
∂ｔ２

． （１２）

这个波解读为只传播偏应变．但从位移的 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ（亥姆霍兹）分解来看，无散条件对应着矢

量势的旋度，所以无旋的偏应变与旋转之间存在着内在的不一致问题．如果位移矢量的 Ｈｅｌｍ⁃
ｈｏｌｔｚ 分解成立，无散条件对应着有旋位移场，即有旋转变形，应提供与旋转变形对应的内力．实
际上，恰如前面旋转波（４）的情况，现有波动理论没有给出与之对应的内力．另外，如果假定介

质的位移是无旋的，即假定 Ñ× ｕ ＝ ０， 同样不考虑体积力影响时，由 Ｎａｖｉｅｒ 方程（１１）即可得无

旋波：

　 　 Ñ２ｕ ＝ １
ｃ２１

∂２ｕ
∂ｔ２

． （１３）

波动方程（１３）的波动变量是位移，通常解读为既可传播体应变也可传播偏应变．
对同一个位移，引进了无散和无旋两个约束条件来构造波动方程，两个约束条件是彼此不

相容的．为克服两个约束条件的不相容性以使介质中同时传播等容波和无旋波，通常需要用
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Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 分解定理把位移表示为两个位移之和，即一个标量势的梯度和一个矢量势的旋度之

和［１４⁃１５］ ．但是，正如前面已经提到的，小变形弹性体是忽略旋转变形的．小变形下的宏观弹性体

用对称的应变张量来度量线元长度的变化，对应的应力为对称张量，控制方程为动量守恒方

程，对称量意味着不涉及转动．经典弹性力学忽略了线元的弯曲变化、曲率及对应的偶应力、动
量矩守恒方程．既然忽略了旋转变形，就无需对位移作标量势梯度和矢量势旋度的分解，也即

没有旋度项．小变形弹性体的情况不同于电磁场和流体力学的情况，电磁场的电场强度和流体

力学的速度场往往具有强烈的涡旋运动，应用 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 分解定理并引进标量势和矢量势能够

在数学处理上带来便利．在即将讨论的平板冲击中，冲击试件为圆柱薄片，轴向冲击下位移只

有轴向和径向运动，可考虑位移没有旋度，无需作位移的 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 分解．
尽管现有的应力波理论在波动模型、实验测试以及应用等取得了很大的进展，但在波动方

程、旋转变形与对应内力的关系、运动相容性等方面仍然存在着内在的缺失和不完备性．为克

服现有弹性应力波理论中存在的问题，本文探索改进弹性应力波理论，通过平板冲击下应力波

的传播和界面分析，解析弹性应力波的结构，试验验证提出的双脉冲应力波结构．

１　 体积波和偏斜波的波动方程

正如已经提到的，宏观尺度下可用应变张量来度量相对变形的程度．这实际上忽略了等式

（６）右端的转动张量，所以下面的波动分析只针对宏观弹性体．应变张量是位移左、右梯度之和

的一半：

　 　 ε ＝ １
２
（ｕ Ñ＋ Ñｕ） ． （１４）

应变可进一步分解为偏斜应变和球应变：

　 　 ε ＝ ｅ ＋ １
３

ｔｒ（εＩ） ＝ ｅ ＋ １
３

θＩ ． （１５）

注意到偏应变张量的迹为零．在应变的和分解中，应变的偏量和球量是线性无关的两个二阶张

量，且应变的和分解是唯一的．广义 Ｈｏｏｋｅ 定律是关于 Ｃａｕｃｈｙ（柯西）应力与应变的线性本构

关系：
　 　 σ ＝ ２με ＋ λ ｔｒ（εＩ） ． （１６）

弹性体的动量守恒方程为

　 　 Ñ·σ ＋ ρｂ ＝ ρ ∂２ｕ
∂ｔ２

． （１７）

联系方程（１４）和（１６），由式（１７）容易得到以位移表达的 Ｎａｖｉｅｒ 方程（１），再次表示为

　 　 （λ ＋ μ） ÑÑ·ｕ ＋ μ Ñ２ｕ ＋ ρｂ ＝ ρ ∂２ｕ
∂ｔ２

． （１８）

对经典弹性力学而言，必须注意 Ｎａｖｉｅｒ 方程（１８）是针对应变描述的平动变形下的场方程，即
忽略了计及旋转变形的动量矩守恒方程．考虑均匀体力场的情况，对方程（１８）分别作左、右梯

度运算后并求和，并考虑方程（１４），简单整理可得

　 　 （λ ＋ μ） ÑÑθ ＋ μ Ñ２ε ＝ ρ ∂２ε
∂ｔ２

． （１９）

利用方程（１５），上式可进一步写成

　 　 （λ ＋ μ） ÑÑθ ＋ １
３

μ Ñ２θＩ ＋ μ Ñ２ｅ ＝ １
３

ρ ∂２θ
∂ｔ２

Ｉ ＋ ρ ∂２ｅ
∂ｔ２

． （２０）
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用二阶单位张量 Ｉ 对方程（２０）两端作双点积，可得到体积波的波动方程：

　 　 （λ ＋ ２μ） Ñ２θ － ρ ∂２θ
∂ｔ２

＝ ０． （２１）

这与传统理论的波动方程（２）是完全一致的．体积波的传播速度依然为

　 　 ｃ１ ＝ λ ＋ ２μ
ρ

． （２２）

根据静水压与体积应变的关系：

　 　 Ｐ ＝ λ ＋ ２
３

μæ

è
ç

ö

ø
÷ θ ＝ Ｋθ， （２３）

体积波传播的也是静水压力波．至于波速 ｃ１ 为什么既涉及体积模量也涉及剪切模量，是因为有

部分偏应变伴随体应变并以波速 ｃ１ 共同运动，这一点将在后面的平板冲击下应力波的传播予

以证明．
另外，在方程（２１）两端同乘以 Ｉ ／ ３， 再与方程（２０）相减，可得到另外一个波动方程［２０］：

　 　 μ Ñ２ｅ － ρ ∂２ｅ
∂ｔ２

＝ （λ ＋ μ）（ １
３

Ñ２θＩ － ÑÑθ） ． （２４）

从双曲方程的角度，方程（２４）右端不为零，这是一个弱耦合的二阶双曲波动方程．方程（２４）的
左端决定了双曲方程的属性，右端的非齐次项可视为该方程的源项．由于偏斜应变作为波动方

程的波动变量，可令该波为偏斜应变波．由于偏斜应变本构上联系着偏应力

　 　 ｓ ＝ ２μｅ， （２５）
所以偏斜应变波也是偏斜应力波．偏斜波的波速为

　 　 ｃ２ ＝ μ
ρ

． （２６）

注意到这个波速只关联于剪切模量，这与偏应变与偏应力之间的力学关系是一致的．不过，偏
斜应变有一部分与体积波共同传播，另一部分才以波速 ｃ２ 独立传播，所以这个波速实际上是

应力波的第二个脉冲的传播速度．这个问题仅从波动方程（２４）不易看出来，接下来第 ２ 节和第

４ 节将提供理论分析和数值仿真的证明．但是，无论是与体积波共同传播还是独立传播的情

况，其中的偏应变都通过本构关系（２５）来确定偏应力．
由于宏观弹性体忽略了旋转变形，所以这里提出的体积波和偏斜波都是无旋的应力波，显

然没有现有波动理论的等容波或旋转波．波动变量都是应变张量，称应变波比应力波更反映运

动的本质，但由于应变共轭于应力，应变作为波动变量与应力波概念也完全契合．称偏斜波源

于偏应变，称剪切波也不完备，或许可称形变波．没有以位移表达的波动方程，这有别于传统应

力波理论．体应变和偏应变同时满足波动方程（２１）和（２４），两者联立组成弹性应力波的波动

方程组，方程（２１）是一个独立的波动方程，在解出方程（２１）后，以 θ 导出为源项可以求解方程

（２４）．显然，体积波是独立传播的波而偏斜波是耦合波，两个波形成了一个弱耦合波系．因偏应

变的迹为零，所以有 ６ 个独立分量，对应着 ６ 个独立的波动方程．体积波传播体积变形能，而偏

斜波传播偏斜变形能．

２　 平板冲击下应力波的双脉冲结构

弹性应力波在介质中组成了一个弱耦合波系，为解析弹性应力波的双脉冲结构并且不失

去波的基本属性，可借助平板冲击来分析应力波的传播．平板冲击常用于考察材料高压高率的
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力学特性，但当冲击强度低于 Ｈｕｇｏｎｉｏｔ（雨贡纽）弹性限时，此时传播的是弹性应力波．注意到，
即使冲击强度较高导致材料出现压缩损伤破坏等过程，在损伤破坏阵面的前缘也存在弹性前

驱波的传播，所以考察平板冲击的弹性波是解析应力应变时空演化以及破坏行为的基础．
应力波的一个完整过程，既包括波的传播也包括波的界面效应，轻气炮平板冲击试

验［２１⁃２４］为研究平面应力波及界面效应提供了一个典型的途径．当圆片飞片在一定速度内正撞

圆片靶板时，适当设计的宽厚比以及较短的观测时间可视为应力波的激发、传播及一次反射过

程，保证在一定观测时间内不必考虑试件的侧向界面效应，见图 １．迄今为止，人们一直把平板

正撞冲击作为一维应变状态来处理，相应的一维纵波的波动方程为［１５，２１，２４］

　 　 Ñ２ｕ ＝ １
ｃ２１

∂２ｕ
∂ｔ２

． （２７）

取直角坐标系的 ｘ 轴指向冲击方向且坐标系原点置于冲击加载面上，上式中的唯一变量 ｕ 表

示 ｘ 轴方向的位移．但是，把平板撞击近似视为一维应变状态无论在理论上还是波动测试上都

会带来不容忽视的问题．由于弹性体传播两种波，若将平板冲击近似为一维应变状态，由于只

有一个波动变量当然只能传播一种波，而介质传播两种波的能力不受几何结构的影响，应重新

审视一维应变假定．波动方程是场方程，传播哪些波由波动方程决定，外部载荷会影响波动变

量的时空演化，但不能决定特定波的传播，譬如刚才提到的平板正撞认为一定传播纵波，实际

上两种弹性波都会被激发出来，只是外载会强烈影响幅值的变化．

图 １　 一级轻气炮平板冲击圆片试件侧视示意图（试件厚度 ｈ 远小于试件直径 ｄ）
Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｓｉｄｅ ｖｉｅｗ ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｏｆ ｔｈｅ ｓｐｅｃｉｍｅｎ ｉｎ ｏｎｅ⁃ｓｔａｇｅ ｌｉｇｈｔ⁃ｇａｓ ｇｕｎ ｐｌａｎｅ ｉｍｐａｃｔ

（ ｔｈｅ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ ｈ ｉｓ ｍｕｃｈ ｓｍａｌｌｅｒ ｔｈａｎ ｄｉａｍｅｔｅｒ ｄ）

图 ２　 侧向位移在参考点为零而应变不为零

Ｆｉｇ． ２　 Ｚｅｒｏ ｌａｔｅｒａｌ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｂｕｔ ｎｏｎ⁃ｚｅｒｏ ｌａｔｅｒａｌ ｓｔｒａｉｎ ａｔ ａｎｙ ｏｒｉｇｉｎ

平板冲击下较大的宽厚比以及较短的测量时间，可保证试件轴线附近的观测数据不必考

虑试件圆柱边界的影响．此时，可将平板冲击等效为试件侧向无限大且冲击载荷在加载面上均

匀分布，参见图 ２ 的横剖面．由于侧向无限大的几何结构和均布载荷，沿 ｙ 轴可任选一个位置

为参考点或坐标原点 ｏ， 几何结构和冲击载荷关于该点为对称点．沿 ｙ 轴位移 ｕｙ 关于该点反对

称且线性分布，所以坐标原点的位移为零，显然，坐标原点的应变 ∂ｕｙ ／ ∂ｙ 不为零，且沿 ｙ 轴的
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应变均相等．如果沿 ｙ 轴选取另外一个位置 ｏ′ 作为坐标原点，则几何结构和载荷以及位移、应
变的分布与选取坐标原点 ｏ 的情况完全相同．

是否可以考虑沿侧向每一点的位移均为零呢？ 或者说，是否可以把侧向无限大的弹性体

等效为侧向刚体约束呢？ 本文考察固定端在坐标原点 ｏ 、沿侧向一个单元体长柱的刚度．由于

沿 ｙ 轴每点的应变状态相同，所以距离原点为 ｌ 的侧向位移为 ｕｙ ＝ ｌε ｙ ．同样，每点的应力状态

也相同，距离原点为 ｌ 的单元体长柱受到侧向力为 σ ｙ ＝ Ｅε ｙ， 因此，单元体长柱的侧向刚度为

　 　 Ｋｙ ＝
σ ｙ

ｕｙ

＝ Ｅ
ｌ
．

侧向无限大时， ｌ趋向无限大，侧向刚度趋于零，侧向位移趋于无限大．因此，把侧向无限大的弹

性体等效为侧向刚体是不合理的．
平板试件等效为侧向无穷大，由于材料的泊松效应，轴向压缩下每个质点依然具有侧向变

形能力，只是沿侧向每个质点的应变状态相同，在垂直轴向的平面内每个质点沿侧向均匀膨

胀．在应变主轴状态下，应变状态表为 ３ 个主应变，３ 个主应变只是轴向 ｘ坐标，而不是侧向 ｙ和
ｚ 的坐标函数，下面将证明平板冲击下依然传播两个应力波．如果一维应变成立，只有一个独立

应变以及对应一个独立应力，则只能传播一个独立的应力波．这与弹性体中存在两个应力波的

情况相冲突．
根据应变与位移的关系，即可写出平板冲击下的应变状态为

　 　 ε ＝

∂ｕ１

∂ｘ
０ ０

０
∂ｕ２

∂ｙ
０

０ ０
∂ｕ２

∂ｙ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

＝
ε １ ０ ０
０ ε ２ ０
０ ０ ε ２

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

， （２８）

其中 ｕ１ 表示 ｘ轴方向的位移而 ｕ２ 表示沿 ｙ轴或 ｚ轴方向的侧向位移．这里合理地给出了两个侧

向位移相等以及两个侧向应变的主值相等，且均不为零．平板冲击依然处于三维应变状态，在
应变主轴标架下只有两个独立分量．把应变张量分解为偏量和球量之和，则有

　 　 ε ＝
ｅ１ ０ ０
０ ｅ２ ０
０ ０ ｅ２

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

＋ １
３

θ ０ ０
０ θ ０
０ ０ θ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

． （２９）

上式中偏应变的迹为零，体应变为二阶各向同性张量 θ ＝ ε １ ＋ ２ε ２， 两个独立分量也可表示为

第一主偏应变 ｅ１ 和体应变 θ ．根据应变的分解，容易把上式的偏量和球量改写为由轴向应变和

侧向应变表达的形式：

　 　 ε ＝

２
３
（ε １ － ε ２） ０ ０

０ １
３
（ε ２ － ε １） ０

０ ０ １
３
（ε ２ － ε １）

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

＋
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１
３
（ε １ ＋ ２ε ２） ０ ０

０ １
３
（ε １ ＋ ２ε ２） ０

０ ０ １
３
（ε １ ＋ ２ε ２）

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

． （３０）

上式右端第一项为偏应变而第二项为体应变．如果考虑侧向刚性约束的极端情况，忽略侧向应

变，即令上式的侧向应变为零，则有如下形式：

　 　 ε ＝
ε １ ０ ０
０ ０ ０
０ ０ ０

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

＝

２
３

ε １ ０ ０

０ － １
３

ε １ ０

０ ０ － １
３

ε １

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

＋

１
３

ε １ ０ ０

０ １
３

ε １ ０

０ ０ １
３

ε １

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

． （３１）

比较发现，若在极端的一维应变假定下，只有一个主应变即只有一个独立分量．极端假设下两

个侧向应变为零，排除了介质具有 Ｐｏｉｓｓｏｎ 效应，对侧向运动形成刚性强约束，造成应有的刻画

体积和偏斜这两种应变机制简化为一维应变的一种机制，所以一般不应作一维应变的假设．刚
性强约束使得本来是两个独立变量的问题简化为一个独立变量的问题，排除了本应存在的偏

斜波的传播，将产生理论预测与波动测量不一致的问题．
平板撞击下应变状态沿侧向方向都一致，所以可令式（２９）的体应变和偏应变均为轴向位

置和时间的函数，即有

　 　 θ ＝ θ（ｘ，ｔ）， ｅ ＝ ｅ１（ｘ，ｔ）， ｅ２ ＝ ｅ３ ＝ － １
２

ｅ（ｘ，ｔ） ． （３２）

由波动方程组（２１）和（２４），体积波和偏斜波的波动方程简化为非齐次偏微分方程组：

　 　 （λ ＋ ２μ） ∂２θ
∂ｘ２

－ ρ ∂２θ
∂ｔ２

＝ ０， （３３）

　 　 μ ∂２ｅ
∂ｘ２

－ ρ ∂２ｅ
∂ｔ２

＝ － ２
３
（λ ＋ μ） ∂２θ

∂ｘ２ ． （３４）

在上面的波动方程组中，有两个波动变量，应力波沿一维轴向传播，但质点的应变或应力状态

均保持三维的二阶张量状态，只是独立的波动变量为两个．
偏斜波（３４）做进一步处理可化为波动方程的标准形式．用 － ２ ／ ３ 乘以方程（３３）再与方程

（３４）相加，可得偏斜波的另一种形式

　 　 μ ∂２ｅ
∂ｘ２

＝ ρ ∂２ｅ
∂ｔ２

， （３５）

其中 ｅ ＝ ｅ － ２θ ／ ３．方程（３５）是标准的双曲波动方程，其波速为偏斜波的波速 ｃ２， 但是波动变量

转化为偏应变的第一个主值减去 ２θ ／ ３．这样，偏斜波分为两个部分：以波速 ｃ２ 传播的部分为 ｅ，
移除的部分 ２θ ／ ３ 关联于体应变，必以体积波的波速 ｃ１ 传播．

联立波动方程（３３）和波动方程（３５），应力波的波系形成两个脉冲：运动较快的第一个脉

冲由体积波和部分偏斜波复合而成，运动较慢的第二个脉冲为剩余偏斜波的传播．由于波速 ｃ１
大于波速 ｃ２，传播过程中第二个独立偏斜脉冲会逐渐落后于第一个复合脉冲．与体积波共同运
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动的部分偏应变，其第一个主值为 ２θ ／ ３， 另外两个主值为 － θ ／ ３ 以保持偏应变的二阶张量属

性．正因为如此，第一个脉冲的传播速度 ｃ１ 既取决于体积模量也取决于剪切模量，第二个脉冲

的传播速度 ｃ２ 则只关联于剪切模量．第二个独立脉冲的第一偏应变主值为 ｅ ＝ ｅ － ２θ ／ ３， 另外

两个主值则均为 － ｅ ／ ２ ＋ θ ／ ３，即剩余偏应变还是二阶偏张量．复合脉冲中的体应变和偏应变以

不同的本构关系分别联系着静水压力和偏应力，所以复合脉冲传播的是应力，而第二个脉冲则

只联系着偏应力．应力波的双脉冲结构及其传播将在第 ４ 节的数值分析中进一步讨论．
现在回到一维应变的极端情况即式（３１）表达的情况．此时，把 ｅ ＝ ２ε １ ／ ３ 和 θ ＝ ε １ 代入到波

动方程（３３）和（３４）中，原来的两个波动方程归结为一个波动方程

　 　 （λ ＋ ２μ）
∂２ε １

∂ｘ２
－ ρ

∂２ε １

∂ｔ２
＝ ０ ． （３６）

所以一维应变的极端情况只能传播体积波．同时，典型的偏斜波动方程（３５）也消失了．考虑到

式（３１），这个体积波（３６）既有体应变也有偏应变的成分，所以其波速 ｃ１ 取决于体积模量和剪

切模量．不过即使是一维应变的极端情况，也以应变 ε １ 作为波动变量而非如式（２７）那样以一

维位移作为波动变量．必须强调，一维应变作为假设完全忽略了应有的侧向应变，使介质中传

播的两个脉冲简化为一个脉冲，给实验测量信号的解读造成极大困扰，平板冲击下自由面的二

次压缩现象说明了这个问题，后面第 ５ 节中将给予具体阐述．

３　 平板冲击下应力波的界面效应

弹性应力波在传播过程中没有衰减，波动变量的幅值取决于加载面上激发的边值，下面考

虑弹性应力波在加载面和自由面上的激发和反射过程．首先将波阵面看作间断面的传播，对于

运动的间断面，质量守恒方程表示为［２５⁃２６］

　 　 ［ρ（ｖ － ｃ）］·ｎ ＝ ０， （３７）
其中 ｖ 为质点运动速度， ｃ 为间断面运动速度， ｎ 为间断面方向矢量，方括号表示间断，间断面

前后的量分别用上标＋和－来表示．考虑右行的平面间断面，在直角坐标系下，有 ｎ１ ＝ １ 且 ｎ２ ＝
ｎ３ ＝ ０ 以及只有 ｖ，ｃ 的一个分量．令间断面前面的初态为静止，则有 ρ ＋ ＝ ρ 和 ｖ ＋ ＝ ０．质量守恒的

间断条件（３７）化为

　 　 ρ － （ｖ － － ｃ） ＋ ρｃ ＝ ０． （３８）
运动间断面上的动量守恒条件为［２５⁃２６］

　 　 ［ρｖ（ｖ － ｃ） － σ］·ｎ ＝ ０． （３９）
同样地，运动的平面间断面之前的质点处于初始静止状态，平面间断面下只计及第一主应力且

有 σ ＋
１ ＝ ０， 则方程（３９）简化为

　 　 σ －
１ ＝ ρ － ｖ － （ｖ － － ｃ） ． （４０）

把方程（３８）代入到方程（４０）中得到间断面上的应力为

　 　 σ －
１ ＝ － ρ ｃｖ － ． （４１）

上式表示运动间断面上应力与质点速度的关系， ρｃ 称为波阻抗．
体积波和偏斜波的阵面均可视为运动的间断面，下面建立冲击加载面和自由面上应力波

的激发和反射的界面效应．首先，冲击加载面承受平面外载 ｆ（ ｔ） 以及加载面速度为 ｖ（ ｔ），加载

面上激发出体积波和偏斜波，体积波和偏斜波对应的静水压和偏应力分量分别为 ｐ 和 ｓ， 根据

广义 Ｈｏｏｋｅ 定律，分别有
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　 　 ｐ ＝ λ ＋ ２
３

μæ

è
ç

ö

ø
÷ θ， ｓ ＝ ２μｅ ． （４２）

另一方面，根据方程（４１），对于体积波和偏斜波的两个阵面，即有

　 　 ｐ ＝ － ρｃ１ｚ１， ｓ ＝ － ρｃ２ｚ２， （４３）
其中 ｚ１ 和 ｚ２ 表示体积波和偏斜波对应的质点速度．在冲击方向上，加载面载荷平衡于两个波的

内力之和，加载面速度是两个波质点速度之和，即有

　 　 ｐ ＋ ｓ ＝ ｆ（ ｔ）， ｚ１ ＋ ｚ２ ＝ ｖ（ ｔ） ． （４４）
把方程（４２）、（４３）代入到方程（４４）中，易得到加载面上的体应变和偏应变：

　 　 θ（ ｔ） ＝
（ ｆ ＋ ρｃ２ｖ）ｃ１

（λ ＋ ２μ ／ ３）（ｃ１ － ｃ２）
， ｅ（ ｔ） ＝

（ ｆ ＋ ρｃ１ｖ）ｃ２
２μ（ｃ２ － ｃ１）

． （４５）

注意到体应变和偏应变都是时间的函数．
加载面上激发的体积波和偏斜波在传播过程中，体积波是独立传播的，同时体积波还拖动

偏斜波的一部分能量一起运动，偏斜波剩余能量以较慢速度传播．首先到达自由面的是体积波

和部分偏斜波的脉冲，令传播距离为 ｈ， 到达自由面的体积波为 θ（ｈ，ｔ）， 部分偏斜波为 ２θ（ｈ，
ｔ） ／ ３， 入射波作用在自由面上的内力为

　 　 σ′ ＝ λ ＋ ２
３

μæ

è
ç

ö

ø
÷ θ（ｈ，ｔ） ＋ ２μ·２

３
θ（ｈ，ｔ） ＝ （λ ＋ ２μ）θ（ｈ，ｔ） ． （４６）

在自由面上入射脉冲将反射回体积波和偏斜波，令反射脉冲分别为 θ′（ｈ，ｔ） 和 ｅ′（ｈ，ｔ）， 对应

的应力为

　 　 ｐ′ ＝ λ ＋ ２
３

μæ

è
ç

ö

ø
÷ θ′， ｓ′ ＝ ２μｅ′ ． （４７）

利用方程（４１），得入射阵面和反射阵面上应力与质点速度的关系：
　 　 σ′ ＝ － ρｃ１ｗ１， ｐ′ ＝ ρｃ１ｗ２， ｓ′ ＝ ρｃ２ｗ３， （４８）

其中 ｗ１，ｗ２ 和 ｗ３ 分别为入射波和反射波引起的质点速度．自由面上的入射和反射意味着

　 　 σ′ ＋ ｐ′ ＋ ｓ′ ＝ ０， ｗ１ ＋ ｗ２ ＋ ｗ３ ＝ ｖ１， （４９）
其中 ｖ１（ｈ，ｔ） 为自由面的速度．把方程（４６）、（４７）代入到方程（４８）、（４９），可得

　 　 θ′ ＝
（λ ＋ ２μ）（ｃ１ ＋ ｃ２）θ（ｈ，ｔ） ＋ ρｃ１ｃ２ｖ１

（λ ＋ ２μ ／ ３）（ｃ２ － ｃ１）
， ｅ′ ＝

２（λ ＋ ２μ）ｃ２θ（ｈ，ｔ） ＋ ρｃ１ｃ２ｖ１
２μ（ｃ１ － ｃ２）

． （５０）

以较慢速度传播的偏斜脉冲会推迟到达自由面，入射到自由面的偏斜应变为 ｅ（ｈ，ｔ）， 会

产生反射的体积波 θ″（ｈ，ｔ） 和偏斜波 ｅ″（ｈ，ｔ）， 相应的应力为

　 　 σ″ ＝ ２μｅ（ｈ，ｔ）， ｐ″ ＝ λ ＋ ２
３

μæ

è
ç

ö

ø
÷ θ″， ｓ″ ＝ ２μｅ″ ． （５１）

根据波阵面上应力与质点速度的关系，得到

　 　 σ″ ＝ － ρｃ２ｙ１， ｐ″ ＝ ρｃ１ｙ２， ｓ″ ＝ ρｃ２ｙ３ ． （５２）
对于自由面边界条件，有

　 　 σ″ ＋ ｐ″ ＋ ｓ″ ＝ ０， ｙ１ ＋ ｙ２ ＋ ｙ３ ＝ ｖ２， （５３）
其中 ｖ２（ｈ，ｔ） 为自由面的速度．把方程（５１）、（５２）代入到方程（５３），可得

　 　 θ″ ＝
４μｃ１ｅ（ｈ，ｔ） ＋ ρｃ１ｃ２ｖ２
（λ ＋ ２μ ／ ３）（ｃ２ － ｃ１）

， ｅ″ ＝
２μ（ｃ１ ＋ ｃ２）ｅ（ｈ，ｔ） ＋ ρｃ１ｃ２ｖ２

２μ（ｃ１ － ｃ２）
． （５４）

上式为自由面上入射偏斜波产生的体积波和偏斜波．
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方程（４５）为冲击面上体积波和偏斜波的边界条件，方程（５０）和（５４）为自由面上两个入射

脉冲生成的体积波和偏斜波的边界条件，这些边界条件反映了应力波在加载面和自由面上的

界面效应．显然，波的激发和反射依赖于加载面和自由面的冲击压力和界面速度，一般需要通

过冲击实验来测定．

４　 平板冲击下复合脉冲和偏斜脉冲的数值分析

圆柱形平板试件受到圆柱形平板飞片撞击，在激发的应力波从撞击面出发、传播到自由面

再反射回传到撞击面的观测时间内，可忽略试件侧向边界对应力波的影响，通常在一级轻气炮

上进行动载平板试验．在平板冲击试验中，应力波可近似为沿平板厚度方向变化而在垂直板厚

度方向均匀分布．
现在利用波动方程（３３）、（３４）以及边界条件（４５）、（５０）和（５４），数值分析平面应力波的

传播与界面效应．数值分析采用中心差分格式．
取平板试件为氧化铝陶瓷，试件厚度 ｈ ＝ １０．０ ｍｍ，陶瓷材料参数见表 １．撞击面上的边界

条件涉及方程（４５）中撞击力 ｆ（ ｔ） 和撞击面速度 ｖ（ ｔ） 随时间变化，二者均设为关于时间的正

弦半波压缩脉冲，参见图 ３ 和图 ４．

图 ３　 平板试件撞击面上的冲击压力变化 图 ４　 平板试件撞击面的速度变化

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｃｈａｎｇｅ ｏｆ ｉｍｐａｃｔ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｏｎ ｔｈｅ Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｃｈａｎｇｅ ｏｆ ｔｈｅ ｉｍｐａｃｔ ｓｕｒｆａｃｅ
ｉｍｐａｃｔ ｓｕｒｆａｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｐｌａｔｅ ｓｐｅｃｉｍｅｎ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｐｌａｔｅ ｓｐｅｃｉｍｅｎ

表 １　 陶瓷平板试件的材料参数

Ｔａｂｌｅ １　 Ｍａｔｅｒｉａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃｅｒａｍｉｃ ｐｌａｔｅ ｓｐｅｃｉｍｅｎ

ρ ／ （ｋｇ·ｍ－３） Ｅ ／ ＧＰａ ν λ ／ ＧＰａ μ ／ ＧＰａ ｃ１ ／ （ｍ·ｓ－１） ｃ２ ／ （ｍ·ｓ－１）

３．８８×１０３ ３７２．８４ ０．２３ １２９．１１ １５１．５６ １．０５６×１０４ ６．２５×１０３

　 　 首先观察撞击面上应力波的激发以及传播过程，下面各个波形图中（图 ５ ～图 １０）给出了

体积波和偏斜波的波形．特别指出这些结果只给出了偏应变的第一个主值，其张量性质没有变

化．图 ５ 为 ｔ ＝ ０．１ μｓ 时体积波和偏斜波的波形，两个脉冲从撞击面上同时出发．根据波动方程

（３３）、（３４），体积波独立传播，但偏斜波将受到体积波的影响．
图 ６ 为 ｔ ＝ ０．８ μｓ 时体积波和偏斜波的波形，体积波在传播过程中保持了独立波形且速度

较快，但偏斜波的波形发生了分离，有一部分与体积波共同运动，所以第一个脉冲是体积波与

部分偏斜波的复合，第二个脉冲为剩余偏斜波的波形．由于偏斜波速小于体积波速，以偏斜波

速运动的第二个偏斜脉冲与第一个复合脉冲渐行渐远，且第一个脉冲宽度较第二个脉冲宽度
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大一些．
右行的波传播到右侧自由面上将发生波的入射和反射，由于两个脉冲波速的差异，第一个

复合脉冲将先于第二个独立脉冲到达自由面．自由面上是无应力状态但将产生自由面运动速

度，令方程（５０）中自由面运动速度 ｖ１ ＝ ３８２．５５ ｍ ／ ｓ ．图 ７ 表示当 ｔ ＝ １．０ μｓ 时第一个复合脉冲运

动到自由面上的入射与反射波形，此时入射的复合脉冲与反射脉冲同时发生在自由面上．

图 ５　 右行的体积波和偏斜波在 ｔ ＝ ０．１ μｓ 时 图 ６　 右行的体积波和偏斜波在

的波形图（二者均为压缩脉冲） ｔ ＝ ０．８ μｓ 时的波形图

Ｆｉｇ． ５　 Ｗａｖｅｆｏｒｍ ｏｆ ｔｈｅ ｒｉｇｈｔ⁃ｐｒｏｐａｇａｔｉｎｇ ｖｏｌｕｍｅｔｒｉｃ Ｆｉｇ． ６　 Ｗａｖｅｆｏｒｍ ｏｆ ｔｈｅ ｒｉｇｈｔ⁃ｐｒｏｐａｇａｔｉｎｇ
ａｎｄ ｄｅｖｉａｔｏｒｉｃ ｗａｖｅｓ ａｔ ｔ ＝ ０．１ μｓ ｖｏｌｕｍｅｔｒｉｃ ａｎｄ ｄｅｖｉａｔｏｒｉｃ
（ｂｏｔｈ ｏｆ ｔｈｅｍ ａｒｅ ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅ ｐｕｌｓｅｓ） ｗａｖｅｓ ａｔ ｔ ＝ ０．８ μｓ

图 ８ 表示当 ｔ ＝ １．２ μｓ 时第一个复合脉冲在自由面完成反射后的波形，且入射的压缩脉冲

为负值而反射回的拉伸脉冲为正值．一个入射复合脉冲反射回两个拉伸脉冲，第一个反射脉冲

也是体积波与偏斜波的复合脉冲，第二个脉冲是部分偏斜脉冲，注意到此时右行的第二个偏斜

脉冲还没有到达自由面．

图 ７　 当 ｔ ＝ １．０ μｓ 时右行的第一个脉冲 图 ８　 当 ｔ ＝ １．２ μｓ 时第一个脉冲在自由面

在自由面上的入射与反射 上反射后形成左行的两个拉伸脉冲

Ｆｉｇ． ７　 Ｗａｖｅｆｏｒｍ ｏｆ ｉｎｃｉｄｅｎｃｅ ａｎｄ ｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ １ｓｔ Ｆｉｇ． ８　 Ｗａｖｅｆｏｒｍ ｏｆ ｔｗｏ ｌｅｆｔ⁃ｐｒｏｐａｇａｔｉｎｇ ｐｕｌｓｅｓ ｒｅｆｌｅｃｔｅｄ
ｐｕｌｓｅ ｏｎ ｔｈｅ ｆｒｅｅ ｓｕｒｆａｃｅ ａｔ ｔ ＝ １．０ μｓ ｂｙ ｔｈｅ １ｓｔ ｐｕｌｓｅ ｏｎ ｔｈｅ ｆｒｅｅ ｓｕｒｆａｃｅ ａｔ ｔ ＝ １．２ μｓ

右行的第二个偏斜脉冲到达自由面后，同样发生入射与反射的界面效应，自由面将产生第

二个自由面速度，令方程（５４）中的自由面速度为 ｖ２ ＝ ６７．５６ ｍ ／ ｓ ．图 ９ 为 ｔ ＝ １．６６ μｓ 时右行的第

二个偏斜脉冲在自由面上的入射与反射波形，入射到自由面上的偏斜脉冲同时反射回左行的

两个脉冲．由于界面效应，压缩脉冲转变成拉伸脉冲．
图 １０ 为 ｔ ＝ １．８５ μｓ 时第二个右行脉冲也完成反射后的波形．第二个右行压缩脉冲在自由

０６２ 刘 占 芳　 　 郭　 原　 　 唐 少 强　 　 黄 心 嘉　 　 庄　 茁



面上同样反射回两个拉伸脉冲，第一个拉伸脉冲是体积波与部分偏斜波的复合脉冲，第二个脉

冲是独立的部分偏斜脉冲．

图 ９　 当 ｔ ＝ １．６６ μｓ 时右行第二个脉冲 图 １０　 当 ｔ ＝ １．８５ μｓ 时两个脉冲在自由面上

在自由面上的入射与反射 完全反射后形成左行的 ４ 个脉冲

Ｆｉｇ． ９　 Ｗａｖｅｆｏｒｍ ｏｆ ｉｎｃｉｄｅｎｃｅ ａｎｄ ｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ２ｎｄ Ｆｉｇ． １０　 Ｗａｖｅｆｏｒｍ ｏｆ ４ ｌｅｆｔ⁃ｐｒｏｐａｇａｔｉｎｇ ｐｕｌｓｅｓ ｒｅｆｌｅｃｔｅｄ
ｐｕｌｓｅ ｏｎ ｔｈｅ ｆｒｅｅ ｓｕｒｆａｃｅ ａｔ ｔ ＝ １．６６ μｓ ｂｙ ２ ｐｕｌｓｅｓ ｏｎ ｔｈｅ ｆｒｅｅ ｓｕｒｆａｃｅ ａｔ ｔ ＝ １．８５ μｓ

比较图 ６ 和图 １０ 的波形图，右行的两个脉冲在自由面上发生了两次入射与反射，每次反

射后都产生两个脉冲，这样，反射过程结束后左行的应力波有 ４ 个脉冲．无论是入射脉冲还是

反射脉冲，第一个脉冲是体积波与偏斜波的复合，第二个脉冲是偏斜脉冲，这种双脉冲结构都

没有改变．从应变能密度的角度看，右行的压缩变形能经过自由面反射后形成拉伸变形能，但
是压缩能密度要高于拉伸能密度，因为拉伸变形能在空间上被稀释了．

５　 平板冲击下自由面上偏斜波信号的实验验证

右行的两个脉冲先后在自由面上发生入射与反射，所以自由面也先后两次受到应力波冲

击产生自由面速度，可以预计自由面速度将是两次入射与反射形成的自由面速度的复合，参见

图 １１，即自由面速度曲线上会存在一个跳跃，这可完美解释氧化铝陶瓷平板冲击下自由面速

度的二次压缩现象［２７⁃３０］，譬如图 １２ 为一个典型的自由面速度曲线．

图 １１　 自由面速度是应力波的两个 图 １２　 厚度为 ４．０ ｍｍ 的氧化铝陶瓷平板

脉冲引起的自由面速度之和 冲击测得的自由面速度

Ｆｉｇ． １１　 Ｔｈｅ ｆｒｅｅ ｓｕｒｆａｃｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｄｒｉｖｅｎ ２ ｔｉｍｅｓ Ｆｉｇ．１２　 Ｔｈｅ ｆｒｅｅ ｓｕｒｆａｃｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｍｅａｓｕｒｅｄ ｉｎ ｔｈｅ ｉｍｐａｃｔ ｔｅｓｔ
ｂｙ ２ ｐｕｌｓｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔｒｅｓｓ ｗａｖｅｓ ｏｆ ａｌｕｍｉｎａ ｐｌａｔｅｓ ｗｉｔｈ ａ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ ｏｆ ４．０ ｍｍ

自由面速度跳跃出现的时刻对应着第二个脉冲到达了自由面，也即偏斜波信号出现的时

１６２弹性应力波的双脉冲结构与平板冲击试验验证



刻．针对不同厚度的氧化铝陶瓷平板进行冲击试验，测量自由面速度曲线上出现速度跳跃的时

间，发现偏斜波出现的时间与理论预测的时间高度吻合．图 １３ 为 １０ 发不同厚度的氧化铝陶瓷

平板冲击下，偏斜脉冲信号出现的时间与偏斜波理论预测的对比．因此，氧化铝陶瓷平板冲击

下自由面速度的二次压缩现象以及偏斜波信号测量的时间验证了偏斜波的存在．

图 １３　 不同厚度试件偏斜脉冲出现的时间与测量的时间具有高度的一致性

Ｆｉｇ． １３　 Ｐｒｅｄｉｃｔｅｄ ｔｉｍｅｓ ｏｆ ｄｅｖｉａｔｏｒｉｃ ｐｕｌｓｅｓ ａｇｒｅｅｉｎｇ ｗｅｌｌ ｗｉｔｈ ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｓ ｏｆ ｓｐｅｃｉｍｅｎｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓｅｓ

如果平板撞击简化为一维应变冲击，理论上就排除了偏斜脉冲的传播，传统应力波理论就

不能解释自由面速度的二次加速信号，特别是冲击压力低于屈服应力时，弹性波传播也出现二

次压缩现象．偏斜脉冲传播的偏应变是二阶张量，第一个主值为 ｅ ＝ ｅ － ２θ ／ ３ ＝ － ２ε ２，所以侧向

应变越大，偏斜脉冲信号越显著以及自由面效应也更易测量．侧向应变的大小与材料力学性

质、试件几何结构、冲击加载条件有关．笔者期待更丰富的波动信号测量，检验弹性应力波传播

过程中应力、应变、质点速度、界面压力及界面速度的力学响应．

６　 结　 　 论

本文指出了现有的弹性应力波理论在运动相容性、旋转变形与对应内力缺失等方面存在

的若干问题．
从 Ｎａｖｉｅｒ 方程出发，提出了弹性体中存在体积波和偏斜波．体积波满足独立的波动方程，

以偏斜应变作为波动变量的偏斜波的波动方程含有体积应变项，二者组成了一个弱耦合波系．
平板冲击不应作为一维应变或一维位移来处理．平板冲击下的波动变量依然保持二阶张

量状态，但只有两个弱耦合的波动方程，波动变量退化为体应变和第一偏应变主值．简单的变

量置换说明，应力波传播了两个脉冲，第一个脉冲是体积波和部分偏斜波的复合脉冲，第二个

脉冲是独立的部分偏斜波的脉冲．根据运动间断面上的质量和动量守恒方程，建立了平板撞击

下加载面和自由面上应力波的激发和反射条件．
数值模拟了平板撞击下应力波的复合脉冲和偏斜脉冲的激发、传播、入射和反射过程．偏

斜脉冲以较慢速度到达自由面，可产生自由面速度曲线的二次压缩信号，这可解读氧化铝平板

冲击试验的自由面速度的二次压缩现象．冲击加载下不同厚度试件的二次压缩信号验证了偏

斜脉冲的理论预测．
本文提出的体积波和偏斜波、复合脉冲和偏斜脉冲的弹性应力波理论，修正了现有的弹性

应力波理论，得到了氧化铝平板撞击下自由面速度信号的实验验证．笔者衷心期待并热忱欢迎

同行给予指导帮助！

２６２ 刘 占 芳　 　 郭　 原　 　 唐 少 强　 　 黄 心 嘉　 　 庄　 茁
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