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摘要：　 利用动力系统方法，针对广义带导数的非线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程的精确解问题进行研究分

析．采用行波变换，将其化为常微分方程动力系统；计算出该方程动力系统的首次积分，讨论了系统

在不同参数条件下的奇点与相图，得到对应的精确解，包括孤立波解、周期波解、扭结波解和反扭

结波解．运用数值模拟的方法，对方程的光滑孤立波解和周期波解等进行了数值模拟．分析计算获

得的结果完善了相关文献已有的研究成果．
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引　 　 言

非线性偏微分方程是现代数学一个重要的分支组成．近些年来，众多研究者在研究分析中

得到了许多可行的求解非线性偏微分方程精确解的方法，如：ｔａｎｈ 函数法［１⁃２］、首次积分法［３］、
Ｇ′ ／ Ｇ 展开法［４］、Ｊａｃｏｂｉ 椭圆函数展开法［５］等．文献［６⁃８］详细研究了偏微分方程的行波精确解

及其分支．而用动力系统的方法［９］来求解偏微分方程精确解也颇受研究者们重视．在文献［１０⁃
１２］中，利用动力系统的方法求解了偏微分方程．

广义带导数的非线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程是一个非常重要的非线性偏微分方程，关于此方程

的研究，已经吸引了很多的数学和物理研究学者的注意．文献［１３］运用齐次平衡法对此方程进

行分析研究．文献［１４］运用 Ｈｉｒｏｔａ 方法对此类方程进行研究．本文将对下面的广义带导数的非

线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程，应用动力系统方法来求解这个模型的精确解．目前为止，尚未有研究者

用动力系统方法对下面的方程进行研究：
　 　 ｉｕｘ ＝ ｕｔｔ ＋ ２ ｕ ２ｕ ＋ ｉα（ ｕ ２ｕ） ｔ ＋ ｉβ（ ｕ ２） ｔｕ ＋ γ ｕ ４ｕ， （１）

在这里 α，β，γ 为实常数，而 ｕ 是一个复函数．

１　 方程（１）简化的动力系统

为了得到方程（１）的精确解，假设
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　 　 ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ϕ（ξ）ｅｉη， ξ ＝ ｃｘ ＋ ｋｔ， η ＝ ｗｘ ＋ ｃ
２ｋ

ｔ， （２）

其中， ｃ，ｋ，ｗ 为实参数．将式（２）代入式（１）中，并分离实部和虚部，可得到一个常微分方程组：

　 　
ｃ２

４ｋ２
－ ｗæ

è
ç

ö

ø
÷ ϕ ＝ ｋ２ϕ″ ＋ ２ － αｃ

２ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ϕ３ ＋ γϕ５，

（３α ＋ ２β）ｋϕ２ϕ′ ＝ ０ ．

ì

î

í

ïï

ïï

（３）

为了得到方程（１）的非平凡解，需假设 ３α ＋ ２β ＝ ０ 且 ｋ ≠ ０， 那么

　 　 ϕ″ ＝ － γ
ｋ２ ϕ５ ＋ αｃ － ４ｋ

２ｋ３ ϕ３ ＋ ｃ２

４ｋ４
－ ｗ
ｋ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ϕ ． （４）

为了方便计算，令

　 　 － γ
ｋ２

＝ Ａ， αｃ － ４ｋ
２ｋ３

＝ Ｂ， ｃ２

４ｋ４
－ ｗ
ｋ２

＝ Ｃ，

则

　 　 ϕ″ ＝ Ａϕ５ ＋ Ｂϕ３ ＋ Ｃϕ ． （５）
假设 ｄϕ ／ ｄξ ＝ ｙ， 于是式（５）等价于下面的二维平面系统：

　 　

ｄϕ
ｄξ

＝ ｙ，

ｄｙ
ｄξ

＝ Ａϕ５ ＋ Ｂϕ３ ＋ Ｃϕ ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（６）

该系统有如下首次积分：

　 　 Ｈ ＝ １
３

Ａϕ６ ＋ １
２

Ｂϕ４ ＋ Ｃϕ２ － ｙ２ ． （７）

２　 系统（６）的相图分支

系统（６）对应的奇点 （ϕ，ｙ） 需满足

　 　
ｙ ＝ ０，
Ａϕ５ ＋ Ｂϕ３ ＋ Ｃϕ ＝ ０ ．{

则该系统有奇点 Ｅ０（０，０），Ｅ１（ϕ１，０），Ｅ２（ϕ２，０），Ｅ３（ϕ３，０），Ｅ４（ϕ４，０）， 其中

　 　 （ϕ１，２） ２ ＝ － Ｂ ＋ Ｂ２ － ４ＡＣ
２Ａ

， （ϕ３，４） ２ ＝ － Ｂ － Ｂ２ － ４ＡＣ
２Ａ

，

且 ϕ１ ≠ ϕ２，ϕ３ ≠ ϕ４ ．本文只讨论坐标为实数的奇点，而奇点个数取决于对应的参数空间．只有

一个奇点 Ｅ（０，０） 的情况较为简单，本文不做具体分析．
接下来，借助线性系统（６）的系数矩阵

　 　 Ｍ ＝
０ １

５Ａϕ４ ＋ ３Ｂϕ２ ＋ Ｃ ０
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

的 Ｊａｃｏｂｉ 行列式，来判定奇点类型．从而可知

　 　 Ｊ（０，０） ＝ ｄｅｔ Ｍ（０，０） ＝ － Ｃ，
　 　 Ｊ（ϕ１，２，０） ＝ ｄｅｔ Ｍ（ϕ１，２，０） ＝ － ５Ａ（ϕ１，２） ４ － ３Ｂ（ϕ１，２） ２ － Ｃ，
　 　 Ｊ（ϕ３，４，０） ＝ ｄｅｔ Ｍ（ϕ３，４，０） ＝ － ５Ａ（ϕ３，４） ４ － ３Ｂ（ϕ３，４） ２ － Ｃ ．
根据 Ｈａｍｉｌｔｏｎ（哈密尔顿）量 Ｈ 等于动能加势能［１５］ ．势能为
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　 　 Ｇ（ϕ） ＝ － １
６

Ａϕ６ － １
４

Ｂϕ４ － １
２

Ｃϕ２ ．

势能的极大值为鞍点，极小值为中心，拐点为尖点（退化）．又根据平面动力系统定理，对于平面

可积系统的奇点， 若 Ｊ ＜ ０， 那么该奇点为鞍点； 若 Ｊ ＞ ０ 且 （ｔｒ Ｍ） ２ － ４Ｊ ＜ ０（或 ＞ ０）， 那

么该奇点为中心（或结点）．下面划分参数空间，用 Ｊａｃｏｂｉ 行列式来判断奇点的类型，并对应于

不同的参数空间，利用 ＭＡＰＬＥ 软件画出相图（如图 １）．从图中可以看出：
情况 １　 Ａ ＞ ０，Ｂ ＜ ０，Ｃ ＞ ０时，如图 １（ａ）中，系统（６）有 ５ 个奇点，其中 Ｅ（０，０） 是鞍点，

Ｅ（ϕ１，２，０） 是鞍点， Ｅ（ϕ３，４，０） 是中心．
情况 ２　 Ａ ＞ ０，Ｃ ＜ ０ 时，如图 １（ｂ）、１（ｃ）中，系统（６）有 ３ 个奇点，其中 Ｅ（０，０） 是中心，

Ｅ（ϕ１，２，０） 是鞍点．
情况 ３　 Ａ ＜ ０，Ｃ ＞ ０ 时，如图 １（ｄ）、１（ｅ）中，系统（６）有 ３ 个奇点，其中 Ｅ（０，０） 是鞍点，

Ｅ（ϕ３，４，０） 是中心．
情况 ４　 Ａ ＜ ０，Ｂ ＞ ０，Ｃ ＜ ０ 时，如图 １（ｆ）中，系统（６）有 ５ 个奇点，其中 Ｅ（０，０） 是中心，

Ｅ（ϕ１，２，０） 是鞍点， Ｅ（ϕ３，４，０） 是中心．

（ａ） Ａ ＞ ０， Ｂ ＜ ０， Ｃ ＞ ０ （ｂ） Ａ ＞ ０， Ｂ ＜ ０， Ｃ ＜ ０ （ｃ） Ａ ＞ ０， Ｂ ＞ ０， Ｃ ＜ ０

（ｄ） Ａ ＜ ０， Ｂ ＜ ０， Ｃ ＞ ０ （ｅ） Ａ ＜ ０， Ｂ ＞ ０， Ｃ ＞ ０ （ｆ） Ａ ＜ ０， Ｂ ＞ ０， Ｃ ＜ ０
图 １　 系统（６）的相图分支

Ｆｉｇ． １　 Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｐｈａｓｅ ｐｏｒｔｒａｉｔｓ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ （６）

３　 方程（１）的精确解

在这一部分，将根据上一部分中给出的相图轨道，通过定性分析结合三角函数和 Ｊａｃｏｂｉ 椭
圆函数等，讨论方程（１）的行波解．

由式（７），可以得出

００２１ 广义带导数的非线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程的动态分析和精确解



　 　 ｙ ＝ １
３

Ａϕ６ ＋ １
２

Ｂϕ４ ＋ Ｃϕ２ － ｈ ． （８）

为方便计算，引入中间变量 φ ＝ ϕ２， 于是 φ１ ＝ （ϕ１，２） ２，φ２ ＝ （ϕ３，４） ２， 则

　 　 ｙ ＝ ｄϕ
ｄξ

＝ ｄφ
２ φ ｄξ

，

那么，式（８）变为

　 　 ｄφ
２ φ ｄξ

＝ １
３

Ａφ３ ＋ １
２

Ｂφ２ ＋ Ｃφ － ｈ ．

令 Ｙ ＝ ｄφ ／ ｄξ， 上式可写成

　 　 Ｙ ＝ ４
３

Ａφ４ ＋ ２Ｂφ３ ＋ ４Ｃφ２ － ４ｈφ ． （９）

对情况 １，当 Ａ ＞ ０，Ｂ ＜ ０，Ｃ ＞ ０ 时，如图 １（ａ）， ０ ＜ φ２ ＜ φ１， 记 ｈ１ ＝ Ｈ（φ１，０），ｈ２ ＝
Ｈ（φ２，０）， 那么此时 ｈ１ ＜ ０ ＜ ｈ２ ．

① 当 ｈ ＝ ｈ１ 时，系统（６）存在着两个被 Ｈ（φ，Ｙ） ＝ ｈ ＝ ｈ１ 定义的异宿轨道．此时 Ｙ２ ＝
（４ ／ ３）Ａ（φ１ － φ） ２φ（φ － φ ｌ）， 系统（６）存在扭结波解和反扭结波解：

　 　 φ（ξ） ＝ φ１ －
４Ａ１Ｐ１

Ｐ２
１ｅ ±ω１ξ ＋ φ２

ｌ ｅ∓ω１ξ － ２Ｂ１Ｐ１

， （１０）

其中

　 　 ０ ＜ φ０ ＜ φ１， Ａ１ ＝ φ１（φ１ － φ ｌ）， Ｂ１ ＝ － （２φ１ － φ ｌ），

　 　 Ｐ１ ＝
２ Ａ１（Ａ１ ＋ Ｂ１φ０ ＋ φ２

０） ＋ Ｂ１φ０ ＋ ２Ａ１

φ０
， ω １ ＝

３Ａ１

４Ａ
．

由式（１０）得方程（１）有如下精确扭结波解：

　 　 ｕ（ｘ，ｔ） ＝ φ１ －
４Ａ１Ｐ１

Ｐ２
１ｅ ±ω１ξ ＋ φ２

ｌ ｅ∓ω１ξ － ２Ｂ１Ｐ１

æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ２

ｅｉη ． （１１）

② 当 ｈ ∈ （ｈ１，０） 时，系统 （６） 存在着一族围绕着 Ｅ０，Ｅ３，Ｅ４ 的周期轨道．此时 Ｙ２ ＝
（４ ／ ３）Ａ（φ － φＬ）［（φ － ｂ１） ２ ＋ ａ２

１］φ， 系统（６）存在周期波解：

　 　 φ（ξ） ＝
φＬＢ２（１ － ｃｎ（Ω１ξ，ｋ））

（Ａ２ ＋ Ｂ２） － （Ａ２ ＋ Ｂ２）ｃｎ（Ω１ξ，ｋ）
， （１２）

其中

　 　 Ａ２
２ ＝ （φＬ － ｂ１） ２ ＋ ａ２

１， Ｂ２
２ ＝ ａ２

１ ＋ ｂ２， Ω１ ＝ １
２

３Ａ２Ｂ２

４Ａ
， ｋ２ ＝

φ２
Ｌ － （Ａ２ － Ｂ２） ２

４Ａ２Ｂ２
．

由式（１２）得方程（１）有如下精确周期波解：

　 　 ｕ（ｘ，ｔ） ＝
φＬＢ２（１ － ｃｎ（Ω１ξ，ｋ））

（Ａ２ ＋ Ｂ２） － （Ａ２ ＋ Ｂ２）ｃｎ（Ω１ξ，ｋ）
æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ２

ｅｉη ． （１３）

③ 当 ｈ ＝ ０ 时，系统（６）存在着两个被 Ｈ（φ，Ｙ） ＝ ｈ ＝ ０ 定义的同宿轨道．此时 Ｙ２ ＝
（４ ／ ３）Ａφ２（φ － φＭ）（φ － φｍ）， 系统（６）存在孤立行波解：

　 　 φ（ξ） ＝
－ ２φＭφｍ

（φｍ － φＭ）ｃｏｓｈ（ω ２ξ） － （φｍ ＋ φＭ）
， （１４）
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　 　 φ（ξ） ＝
－ ２φＭφｍ

（φＭ － φｍ）ｃｏｓｈ（ω ２ξ） － （φｍ ＋ φＭ）
， （１５）

其中， ω ２ ＝ ４φＭφｍ ／ ３ ．由式（１４）和（１５）得方程（１）有如下精确孤立波解：

　 　 ｕ（ｘ，ｔ） ＝
－ ２φＭφｍ

（φｍ － φＭ）ｃｏｓｈ（ω ２ξ） － （φｍ ＋ φＭ）
æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ２

ｅｉη， （１６）

　 　 ｕ（ｘ，ｔ） ＝
－ ２φＭφｍ

（φＭ － φｍ）ｃｏｓｈ（ω ２ξ） － （φｍ ＋ φＭ）
æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ２

ｅｉη ． （１７）

④ 当 ｈ ∈ （０，ｈ２） 时， 系统（６）存在着两族分别围绕着 Ｅ３，Ｅ４ 的周期轨道．此时 Ｙ２ ＝
（４ ／ ３）Ａ（φ － ｒ１）（ ｒ２ － φ）φ（ ｒ３ － φ），Ｙ２ ＝ （４ ／ ３）Ａ（φ － ｒ１）（φ － ｒ２）φ（φ － ｒ３）， 系统（６）的左边

的周期轨道对应如下表达式：

　 　 φ（ξ） ＝ ｒ１ －
ｒ１

１ － α２
１ｓｎ２（Ω２ξ，ｋ）

； （１８）

系统（６）的右边的周期轨道对应如下表达式：

　 　 φ（ξ） ＝ ｒ３ ＋
ｒ２ － ｒ３

１ － α２
２ｓｎ２（Ω２ξ，ｋ）

， （１９）

其中

　 　 ｋ２ ＝
（ ｒ１ － ｒ２） ｒ３
（ ｒ１ － ｒ３） ｒ２

， Ω２ ＝ １
２

３ｒ２（ ｒ１ － ｒ３）
４Ａ

， α２
１ ＝

－ ｒ２
ｒ１ － ｒ３

， α２
２ ＝

ｒ２ － ｒ２
ｒ１ － ｒ３

．

由式（１８）和（１９）得方程（１）有如下精确周期波解：

　 　 ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ｒ１ －
ｒ１

１ － α２
１ｓｎ２（Ω２ξ，ｋ）

æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ２

ｅｉη， （２０）

　 　 ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ｒ３ ＋
ｒ２ － ｒ３

１ － α２
２ｓｎ２（Ω２ξ，ｋ）

æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ２

ｅｉη ． （２１）

对情况 ２，当 Ａ ＞ ０，Ｃ ＜ ０ 时，如图 １（ｂ）、１（ｃ）， φ１ ＞ ０， 那么此时 ｈ１ ＜ ０．
① 当 ｈ ＝ ｈ１ 时， 系统（６）存在着两个被 Ｈ（φ，Ｙ） ＝ ｈ ＝ ｈ１ 定义的异宿轨道．此时 Ｙ２ ＝

（４ ／ ３）Ａ（φ１ － φ） ２φ（φ － φ ｎ）， 系统（６）存在扭结波解和反扭结波解：

　 　 φ（ξ） ＝ φ１ －
４Ａ２Ｐ２

Ｐ２
２ｅ ±ω３ξ ＋ φ２

ｎｅ∓ω３ξ － ２Ｂ２Ｐ２

， （２２）

其中

　 　 ０ ＜ φ０ ＜ φ１， Ａ２ ＝ φ１（φ１ － φ ｎ）， Ｂ２ ＝ － （２φ１ － φ ｎ），

　 　 Ｐ２ ＝
２ Ａ２（Ａ２ ＋ Ｂ２φ０ ＋ φ２

０） ＋ Ｂ２φ０ ＋ ２Ａ２

φ０
， ω ３ ＝

３Ａ２

４Ａ
．

由式（２２）得方程（１）有如下精确扭结波解：

　 　 ｕ（ｘ，ｔ） ＝ φ１ －
４Ａ２Ｐ２

Ｐ２
２ｅ ±ω３ξ ＋ φ２

ｎｅ∓ω３ξ － ２Ｂ２Ｐ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ２

ｅｉη ． （２３）

② 当 ｈ ∈ （ｈ１，０） 时，系统（６）存在着一族围绕着 Ｅ０ 的周期轨道．此时 Ｙ２ ＝ （４ ／ ３）Ａ（φ －
ｓ１）（φ － ｓ２）φ（φ － ｓ３）， 系统（６）存在周期波解：

　 　 φ（ξ） ＝
ｓ２

１ － α２
３ｓｎ２（Ω３ξ，ｋ）

， （２４）

２０２１ 广义带导数的非线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程的动态分析和精确解



其中

　 　 ｋ２ ＝
（ ｓ１ － ｓ２）（ － ｓ３）

（ ｓ２ － ｓ３） ｓ１
， Ω３ ＝ １

２
３ｓ１（ ｓ２ － ｓ３）

４Ａ
， α２

３ ＝
ｓ１ － ｓ２

ｓ１
．

由式（２４）得方程（１）有如下精确周期波解：

　 　 ｕ（ｘ，ｔ） ＝
ｓ２

１ － α２
３ｓｎ２（Ω３ξ，ｋ）

æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ２

ｅｉη ． （２５）

③ 当 ｈ∈（０，∞ ） 时，系统（６）存在着被 Ｈ（φ，Ｙ） ＝ ｈ∈（０，∞ ） 定义的一系列有界开轨道．
此时 Ｙ２ ＝ （４ ／ ３）Ａφ２（φ － φＮ）（φ － φ ｎ）， 系统（６）存在如下行波解：

　 　 φ（ξ） ＝
－ ２φＮφ ｎ

（φ ｎ － φＮ）ｃｏｓｈ（ω ４ξ） － （φ ｎ ＋ φＮ）
， （２６）

　 　 φ（ξ） ＝
－ ２φＮφ ｎ

（φＮ － φ ｎ）ｃｏｓｈ（ω ４ξ） － （φ ｎ ＋ φＮ）
， （２７）

其中， ω ４ ＝ － ４φＮφ ｎ ／ ３ ，注意到 φＮφ ｎ ＝ ３Ｃ ／ Ａ ＜ ０．由式（２６）和（２７）得方程（１）有如下精确孤

立波解：

　 　 ｕ（ｘ，ｔ） ＝
－ ２φＮφ ｎ

（φ ｎ － φＮ）ｃｏｓｈ（ω ４ξ） － （φ ｎ ＋ φＮ）
æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ２

ｅｉη， （２８）

　 　 ｕ（ｘ，ｔ） ＝
－ ２φＮφ ｎ

（φＮ － φ ｎ）ｃｏｓｈ（ω ４ξ） － （φ ｎ ＋ φＮ）
æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ２

ｅｉη ． （２９）

对情况 ３，当 Ａ ＜ ０，Ｃ ＞ ０ 时，如图 １（ｄ）、１（ｅ）， φ２ ＞ ０， 此时 ｈ２ ＞ ０．
① 当 ｈ ∈ （ － ∞，０） 时，系统（６）存在着一族围绕着平衡点 Ｅ０，Ｅ３，Ｅ４ 的周期轨道．那么此

时， Ｈ（φ，Ｙ） ＝ ｈ 的表达式与情况 １ 中的②相同，所以可以得到与式（１３）相同的周期波解．
② 当 ｈ ＝ ０ 时，系统（６）有着两个被 Ｈ（φ，Ｙ） ＝ ｈ ＝ ０ 定义的同宿轨道．此时， Ｈ（φ，Ｙ） ＝ ｈ 的

表达式与情况 １ 中的③相同，所以可以得到分别与式（１６）和（１７）相同的孤立行波解．
③ 当 ｈ∈ （０，ｈ２） 时，系统（６）有着两族分别围绕着 Ｅ３，Ｅ４ 的周期轨道．此时， Ｈ（φ，Ｙ） ＝ ０

的表达式与情况 １ 中的④相同，所以可以得到分别与式（２０）和（２１）相同的周期波解．
对情况 ４，当 Ａ ＜ ０，Ｂ ＞ ０，Ｃ ＜ ０ 时，如图 １（ｆ）， ０ ＜ φ１ ＜ φ２， 此时 ｈ１ ＜ ０ ＜ ｈ２ ．
① 当 ｈ∈（ － ∞，ｈ１） 时，系统（６）有着围绕着平衡点 Ｅ１，Ｅ２，Ｅ３，Ｅ４ 的一族周期轨道．此时，

Ｈ（φ，Ｙ） ＝ ｈ 的表达式与情况 １ 中的②相同，所以可以得到与式（１３）相同的周期波解．
② 当 ｈ ＝ ｈ１ 时，系统（６）有着两个被 Ｈ（φ，Ｙ）＝ ｈ ＝ ｈ１ 定义的异宿轨道．此时 Ｙ２ ＝ （４ ／ ３）Ａ（φ

－ φ１） ３φ， 系统（６）存在扭结波解和反扭结波解：

　 　 φ（ξ） ＝
Ａφ３

２ξ ２

－ ３ ＋ Ａφ２
２ξ ２ ． （３０）

由式（２３）得方程（１）有如下精确扭结波解：

　 　 ｕ（ｘ，ｔ） ＝
Ａφ３

２ξ ２

－ ３ ＋ Ａφ２
２ξ ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ２

ｅｉη ． （３１）

③ 当 ｈ ∈ （ｈ１，０） 时，系统（６）有着一族围绕着 Ｅ０ 的周期轨道．Ｈ（φ，Ｙ） ＝ ｈ 的表达式与情

况 ２ 中的②相同，所以可以得到与式（２５）相同的周期波解．
④ 当 ｈ ∈ （０，ｈ２） 时，系统（６）有着两族分别围绕着 Ｅ３，Ｅ４ 的周期轨道．此时， Ｈ（φ，Ｙ） ＝ ｈ

的表达式与情况 １ 中的④相同，所以可以得到分别与式（２０）和（２１）相同的周期波解．

３０２１杨　 　 娜　 　 　 陈　 龙　 伟　 　 　 熊　 　 梅



４　 结　 　 论

本文主要采用动力系统方法，对广义带导数的非线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程进行动态分析，并
求得精确行波解．动力系统方法不仅可以得到非线性偏微分方程的精确解，而且有利于研究学

者对非线性行波方程的动态分析．本文对广义带导数的非线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程动态分析的结

果，体现了行波结构的多样性，具有一定的研究意义．

参考文献（Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ）：

［１］　 ＷＡＺＷＡＺ Ａ Ｍ． Ｔｈｅ ｅｘｔｅｎｄｅｄ ｔａｎｈ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｎｅｗ ｃｏｍｐａｃｔ ａｎｄ ｎｏｎｃｏｍｐａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｔｈｅ
ＫＰ⁃ＢＢＭ ａｎｄ ｔｈｅ ＺＫ⁃ＢＢＭ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ［ Ｊ］ ． Ｃｈａｏｓ， Ｓｏｌｉｔｏｎｓ ａｎｄ Ｆｒａｃｔａｌｓ， ２００８， ３８（５）： １５０５⁃
１５１６．

［２］　 徐振民， 李柱． 推广的 ｔａｎｈ⁃函数法及其应用［Ｊ］ ． 广西民族大学学报（自然科学版）， ２００９， １５
（３）： ５４⁃５６．（ＸＵ Ｚｈｅｎｍｉｎ， ＬＩ Ｚｈｕ． Ｅｘｔｅｎｄｅｄ ｔａｎｈ⁃ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ａｎｄ ｉｔｓ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ［ Ｊ］ ．
Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｇｕａｎｇｘｉ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｆｏｒ Ｎａｔｉｏｎａｌｉｔｉｅｓ （Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｅｄｉｔｉｏｎ）， ２００９， １５（３）：
５４⁃５６．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［３］　 ＡＢＢＡＳＢＡＮＤＹ Ｓ， ＳＨＩＲＺＡＤＩ Ａ． Ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｉｎｔｅｇｒａｌ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｍｏｄｉｆｉｅｄ Ｂｅｎｊａｍｉｎ⁃Ｂｏｎａ⁃Ｍａｈｏｎｙ
ｅｑｕａｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ ｉｎ Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ， ２０１０， １５
（７）： １７５９⁃１７６４．

［４］ 　 ＢＩＬＩＧＥ Ｓ， ＣＨＡＯＬＵ Ｔ． Ａ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ （Ｇ′ ／ Ｇ） ⁃ｅｘｐａｎｓｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ａｎｄ ｉｔｓ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ［ Ｊ］ ．
Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｉｎｎｅｒ Ｍｏｎｇｏｌｉａ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ （Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｅｄｉｔｉｏｎ）， ２０１１， ４２（１）： １２⁃２０．

［５］　 ＣＨＥＮ Ｙ， ＷＡＮＧ Ｑ． Ｅｘｔｅｎｄｅｄ Ｊａｃｏｂｉ ｅｌｌｉｐｔｉｃ ｆｕｎｔｉｏｎ ｒａｔｉｏｎａｌ ｅｘｐａｎｓｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ａｎｄ ａｂｕｎｄａｎｔ
ｆａｍｉｌｉｅｓ ｏｆ Ｊａｃｏｂｉ ｅｌｌｉｐｔｉｃ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｔｏ （１＋１） ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｄｉｓｐｅｒｓｉｖｅ ｌｏｎｇ ｗａｖｅ ｅｑｕａ⁃
ｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ｃｈａｏｓ， Ｓｏｌｉｔｏｎｓ ａｎｄ Ｆｒａｃｔａｌｓ， ２００５， ２４（３）： ７４５⁃７５７．

［６］　 ＬＩＵ Ｚ Ｒ， ＴＡＮＧ Ｈ． Ｅｘｐｌｉｃｉｔ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｗａｖｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｔｈｅｉｒ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ Ｃａ⁃
ｍａｓｓａ⁃Ｈｏｌｍ ｅｑｕａｔｉｏｎ［ Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ａｎｄ Ｃｈａｏｓ， ２０１０， ２０（８）：
２５０７⁃２５１９．

［７］　 ＬＩＵ Ｑ， ＺＨＯＵ Ｙ Ｑ， ＺＨＡＮＧ Ｗ Ｎ． Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｒａｖｅｌｌｉｎｇ ｗａｖｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｍｏｄｉｆｉｅｄ ｄｉｓ⁃
ｐｅｒｓｉｖｅ ｗａｔｅｒ ｗａｖｅ ｅｑｕａｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ａｎａｌｙｓｉｓ， ２００８， ６９（１）： １５１⁃１６６．

［８］　 ＺＨＯＵ Ｙ Ｑ， ＬＩＵ Ｑ， ＺＨＡＮＧ Ｗ Ｎ． Ｂｏｕｎｄｅｄ ｔｒａｖｅｌｉｎｇ ｗａｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｂｕｒｇｅｒｓ⁃Ｈｕｘｌｅｙ ｅｑｕａｔｉｏｎ
［Ｊ］ ． Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ａｎａｌｙｓｉｓ， ２０１１， ７４（４）： １０４７⁃１０６０．

［９］　 ＬＩ Ｊ Ｂ． Ｓｉｎｇｕｌａｒ Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｔｒａｖｅｌｉｎｇ Ｗａｖｅ Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｍ］ ． Ｂｅｉｊｉｎｇ： Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｐｒｅｓｓ， ２０１３： １⁃
７０．

［１０］　 ＷＡＮＧ Ｈ， ＣＨＥＮ Ｌ Ｗ， ＬＩＵ Ｈ Ｊ． Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ａｎａｌｙｓｉｓ ａｎｄ ｅｘａｃｔ ｔｒａｖｅｌｉｎｇ ｗａｖｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ
（２＋１） ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ Ｚｏｏｍｅｒｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ｐｉｏｎｅｅｒ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ａｄｖａｎｃｅｓ ｉｎ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅ⁃
ｍａｔｉｃｓ， ２０１５， １４（１ ／ ２）： １３⁃１９．

［１１］　 ＬＩＵ Ｈ Ｚ， ＬＩ Ｊ Ｂ． Ｓｙｍｍｅｔｒｙ ｒｅｄｕｃｔｉｏｎｇｓ， ｄｙｎａｍｉｃａｌ ｂｅｈａｖｉｏｒ ａｎｄ ｅｘａｃｔ ｅｘｐｌｉｃｉｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｔｏ
ｔｈｅ ｇｏｒｄｏｎ ｔｙｐｅｓ ｏｆ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ［ Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，
２０１４， ２５７（１）： １４４⁃１５６．

［１２］　 王恒， 王汉权， 陈龙伟， 等． 耦合 Ｈｉｇｇｓ 方程和 Ｍａｃｃａｒｉ 系统的行波解分支［Ｊ］ ． 应用数学和力

学， ２０１６， ３７（４）： ４３４⁃４４０．（ＷＡＮＧ Ｈｅｎｇ， ＷＡＮＧ Ｈａｎｑｕａｎ， ＣＨＥＮ Ｌｏｎｇｗｅｉ， ｅｔ ａｌ． Ｂｉｆｕｒｃａ⁃
ｔｉｏｎｓ ｏｆ ｅｘａｃｔ ｔｒａｖｅｌｌｉｎｇ ｗａｖｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｔｏ ｃｏｕｐｌｅｄ Ｈｉｇｇｓ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ａｎｄ Ｍａｃｃａｒｉ ｓｙｓｔｅｍｓ［ Ｊ］ ．
Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１６， ３７（４）： ４３４⁃４４０．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１３］　 ＷＡＮＧ Ｍ Ｌ， ＺＨＡＮＧ Ｊ Ｌ， ＬＩ Ｘ Ｚ． Ｓｏｌｉｔａｒｙ ｗａｖｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ａ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ

４０２１ 广义带导数的非线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程的动态分析和精确解



Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ ｅｑｕａｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ ｉｎ Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓ， ２００８， ５０（１）： ３９⁃４２．
［１４］　 ＺＨＡＩ Ｗ， ＣＨＥＮ Ｄ Ｙ． Ｎ⁃ｓｏｌｉｔｏｎ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｇｅｎｅｒａｌ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ

ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ［Ｊ］ ． Ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ ｉｎ Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓ， ２００８， ４９（５）： １１０１⁃１１０４．
［１５］　 张伟年， 杜正东， 徐冰． 常微分方程［Ｍ］ ． 北京： 高等教育出版社， ２００６．（ＺＨＡＮＧ Ｗｅｉｎｉａｎ， ＤＵ

Ｚｈｅｎｇｄｏｎｇ， ＸＵ Ｂｉｎｇ． Ｏｒｄｉｎａｒｙ Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ Ｅｑｕａｔｉｏｎ［Ｍ］ ． Ｂｅｉｊｉｎｇ： Ｈｉｇｈｅｒ Ｅｄｕｃａｔｉｏｎ Ｐｒｅｓｓ，
２００６．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

Ｄｙｎａｍｉｃ Ａｎａｌｙｓｉｓ ａｎｄ Ｅｘａｃｔ Ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ Ｇｅｎｅｒａｌ
Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ Ｅｑｕａｔｉｏｎ Ｗｉｔｈ Ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ

ＹＡＮＧ Ｎａ，　 ＣＨＥＮ Ｌｏｎｇｗｅｉ，　 ＸＩＯＮＧ Ｍｅｉ
（Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ， Ｙｕｎｎａｎ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｆｉｎａｎｃｅ ａｎｄ Ｅｃｏｎｏｍｉｃｓ，

Ｋｕｎｍｉｎｇ ６５０２２１， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｄｙｎａｍｉｃ ｓｙｓｔｅｍ ｍｅｔｈｏｄ， ｔｈｅ ｑｕａｌｉｔａｔｉｖｅ ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ ａｎｄ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ
ｏｆ ｔｈｅ ｇｅｎｅｒａｌ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ ｗｅｒｅ ｓｔｕｄｉｅｄ． Ｔｈｒｏｕｇｈ ｔｈｅ ｔｒａｖｅ⁃
ｌｉｎｇ ｗａｖｅ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ， ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｏｒｄｉｎａｒｙ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｗａｓ ｄｅｄｕｃｅｄ ａｎｄ ｔｈｅ
ｆｉｒｓｔ ｉｎｔｅｇｒａｌ ｗａｓ ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ． Ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｓｐａｃｅ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ， ｔｈｅ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ
ｇｅｎｅｒａｌ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ ｗｅｒｅ ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｄ， ａｎｄ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｔｒａｖｅ⁃
ｌｉｎｇ ｗａｖｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｗｅｒｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ， ｓｕｃｈ ａｓ ｓｏｌｉｔａｒｙ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ， ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ａｓ ｗｅｌｌ ａｓ ｋｉｎｋ
ａｎｄ ａｎｔｉ⁃ｋｉｎｋ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ． Ｔｈｅ ｓｏｌｉｔａｒｙ ｗａｖｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｗｅｒｅ ｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄ ｔｈｒｏｕｇｈ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｉｍｕｌａ⁃
ｔｉｏｎ． Ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｓｈｏｗ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｐｒｅｓｅｎｔ ｆｉｎｄｉｎｇｓ ｉｍｐｒｏｖｅ ｔｈｅ ｒｅｌａｔｅｄ ｐｒｅｖｉｏｕｓ ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎｓ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ ｅｑｕａｔｉｏｎ； ｄｙｎａｍｉｃ ｓｙｓｔｅｍ； ｓｏｌｉｔａｒｙ ｗａｖｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ
Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｉｔｅｍ： Ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｏｆ Ｃｈｉｎａ（１１７６１０７５）

５０２１杨　 　 娜　 　 　 陈　 龙　 伟　 　 　 熊　 　 梅

引用本文 ／ Ｃｉｔｅ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ：
　 　 杨娜， 陈龙伟， 熊梅． 广义带导数的非线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程的动态分析和精确解［Ｊ］ ． 应用数学和力

学， ２０１８， ３９（１０）： １１９８⁃１２０５．
ＹＡＮＧ Ｎａ， ＣＨＥＮ Ｌｏｎｇｗｅｉ， ＸＩＯＮＧ Ｍｅｉ． Ｄｙｎａｍｉｃ ａｎａｌｙｓｉｓ ａｎｄ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｇｅｎｅｒａｌ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ
Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１８， ３９（１０）： １１９８⁃
１２０５．


