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摘要：　 基于群不变性原理求解了机械多体动力学系统非线性最优控制问题的 Ｎｏｅｔｈｅｒ 型守恒定

律．该文主要研究一类理想完整约束下的受控机械多刚体系统，通过增广向量法将动力学 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｌａ⁃
ｇｒａｎｇｅ 方程以状态空间形式表示，利用变分法得到最优控制问题最优解的状态方程、伴随方程和控

制方程，对系统性能指标泛函进行包含时间、状态变量、协态变量和控制变量的 Ｎｏｅｔｈｅｒ 对称无限

小变换，进而得到最优解方程组的守恒量，使最优解关系以一组代数方程形式表达，为最优解的积

分方法以及各种数值算法都奠定了坚实基础．最后，以基础振动下机械臂非线性动力学的能量最优

控制实例分析，说明了该文对称性方法的正确性．
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引　 　 言

随着现代科学技术的发展，在实际工程中，尤其是在车辆、航天器、机器人、军工武器等领

域中，出现了由大量结构体相互联结而构成的复杂系统，形成了一个独立的学科分支———机械

多体系统动力学［１］ ．任何力学系统想要更加“灵巧”，必须结合先进控制策略．因此，对受控（带
有控制信号）机械多体系统动力学性能的快速准确评估和控制设计已越发凸显出其巨大的必

要性．随着计算机技术融入，受控多体系统动力学分析与控制的建模过程和复杂计算都可以完

全程序化编程和软件仿真，使其在机械工程中取得了很大的发展和成就［２⁃１０］ ．最优控制是现代

控制理论中一个核心活跃分支，实际中的许多控制问题大都可以归结为在特定约束条件下某

个或某些变量最小的优化问题．机械多体系统动力学最优控制问题是指在控制理论的基本框

架之下，结合系统的动力学规律，选择最优的控制规律，以期达到高效利用资源、发挥最大效

益、保持系统稳定等，它是机械动力学领域最具工程实践价值的主要课题［１１⁃１５］ ．目前机械多体

系统动力学最优控制问题研究主要有间接法、直接法和离散法．这 ３ 种方法都是数值计算方

法，主要区别在于离散化的步骤不一样．无论哪种方法都存在误差以及违约现象．众所周知，古
典变分法、Ｐｏｎｔｒｙａｇｉｎ 极大值原理最后需要解决的是求解必要条件 ＫＫＴ 方程，而 Ｂｅｌｌｍａｎ 动态

规划虽绕开了变分运算，但其关键是求解 ＨＪＢ 递推方程．关于 ＫＫＴ 以及 ＨＪＢ 方程的各种数值
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积分计算是最优控制问题研究中的主要手段，而关于解析积分理论方面的研究一直少有探讨．
在最优控制理论研究中，引入现代数学和力学方法中的对称性和守恒量工具，国内刊物上

几乎少有报道，在国外刊物［１６⁃１９］上报道也不多．动力学系统的对称性理论是研究非线性微分方

程定量问题最可能统一的通用工具，同时它和守恒量密切相关．受控系统的守恒律（首次积分）
在最优控制问题中的作用是降低系统状态空间模型的自由度，从而降低反馈控制策略的维数，
促进由最优性必要条件给出的微分方程的直接积分方法求解，同时守恒量也可作为设计差分

计划以提高数值算法的精度．因此本文研究机械多体系统最优控制问题的对称性和守恒量具

有十分重要的理论和实际意义．

１　 受控机械多体系统的动力学模型

机械多体系统按照所受约束可分为开链无约束系统、理想完整约束系统和非完整约束系

统．目前推导机械多体系统动力学模型的方法有很多，如 Ｋａｎｅ 法、Ｈｕｓｔｏｎ 法、Ｒｏｂｅｒｓｏｎ⁃Ｗｉｔｔｅｎ⁃
ｂｕｒｇ 法、Ｓｔｅｉｈａｕｇ 法、传递矩阵法等，由于分析力学是从能量角度出发并且充分利用约束，由此

得到的 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程具有通用性和适应范围广等特点．不失一般性，下面主要研究带有

控制力作用的多刚体非树形系统的动力学，如图 １ 所示．

图 １　 受控非树形多体系统

Ｆｉｇ． １　 Ａ ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｄ ｎｏｎ⁃ｔｒｅｅ ｍｕｌｔｉｂｏｄｙ ｓｙｓｔｅｍ

单个刚体的位置由 ３ 个 Ｃａｒｔｅｓｉｕｓ（笛卡儿）坐标 （ｘ，ｙ，ｚ） Ｔ 确定，姿态由 ３ 个 Ｅｕｌｅｒ（欧拉）
角 （φ，θ，φ） Ｔ 确定．ｑｉ 为 Ｃａｒｔｅｓｉｕｓ 坐标和 Ｅｕｌｅｒ 角组成的广义坐标．非树形铰链坐标将不再独

立，根据系统的拓扑结构和铰链类型可建立系统的代数几何约束方程：
　 　 ｇ（ ｔ，ｑ） ＝ ０，　 　 ｇ ∈ Ｒｍ， （１）

其中， ｍ 为约束方程数．根据 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理可以得到考虑约束的第二类 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｌａｇｒａｎｇｅ 运动方

程为［２０］
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其中约束乘子 μ 可由约束的相容性和稳定性完全确定为 （ ｔ，ｑｉ，ｑｉ） 的函数， Ｌ 为系统的 Ｌａ⁃
ｇｒａｎｇｅ 函数， Ｆｄ

ｉ（ ｔ，ｑ，ｑ） 表示系统的耗散力（阻尼作用）， Ｆｅ
ｉ（ ｔ，ｑ） 表示系统的激励力， Ｆｃ

ｉ（ ｔ，ｑ，
ｕ） 表示系统所受主动或者反馈控制力，一般为控制信号量 ｕ 的线性函数．

将受控动力学方程改写成状态空间形式，有很多方法如 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 变换法、增广空间法等，
因为需要考虑约束的存在，对于非奇异系统，将约束关于时间求一次导，利用增广空间法，引进
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向量 Ｚ ｉ ＝ （ｑｉ，ｑｉ） Ｔ， 则受控机械多体系统的非线性状态空间方程为（假设终端时间固定而状态

自由）
　 　 Ｚ ＝ ｆ（ ｔ，Ｚ，ｕ）， Ｚ（０） ＝ Ｚ０ ． （３）

２　 系统最优控制问题的变分原理

机械多体系统动力学最优控制是指：在系统运动基本动力学规律（状态空间方程）限制

下，从一类允许的控制方案中找出一个最优控制策略，使系统的运动在由某个初始状态转移到

指定目标状态的同时，其性能指标值（常指控制力总量、运动总时间、运动总形变等）为最优．带
终端项性能指标一般代价积分泛函形式为（Ｂｏｌｚａ（波尔扎）型）

　 　 Ｊ（Ｚ，ｕ） ＝ Φ［Ｚ（ ｔｆ），ｔｆ］ ＋ ∫ｔｆ
０
Ｌ０［Ｚ（ ｔ），ｕ（ ｔ），ｔ］ｄｔ ． （４）

对于控制作用量 ｕ （能量有界连续函数）无其他限制条件时，可用带 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子 λＴ ＝ ［λ １，
…，λ ｎ，λ ｎ＋１，…，λ ２ｎ］ 的变分法处理泛函极值，构造系统类比形式的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数：

　 　 Ｈ０［Ｚ（ ｔ），ｕ（ ｔ），λ（ ｔ），ｔ］ ＝ λＴ（ ｔ） ｆ［Ｚ（ ｔ），ｕ（ ｔ），ｔ］ ＋ Ｌ０［Ｚ（ ｔ），ｕ（ ｔ），ｔ］， （５）
取增广泛函 Ｊ 的一阶变分并令其为零，得
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将式（７）代入式（６），并注意到 δＺ（０） ＝ ０， 可得
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由于 δＺ，δｕ，δλ 都是任意的，并且相互独立，得到控制系统达到最优的必要条件为
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式（９）实际是微分方程两点边值问题加代数方程，可先从代数方程入手，再代入微分方

程，联立求解上述状态方程、伴随方程和控制方程，就可求得最优控制变量 ｕ∗（ ｔ）、最优状态轨

线Ｚ∗（ ｔ） 和最优协态轨线 λ∗（ ｔ） ．

８７７ 机械多体系统动力学非线性最优控制问题的 Ｎｏｅｔｈｅｒ 理论



３　 最优解的 Ｎｏｅｔｈｅｒ 对称性和守恒量

受控多体系统一般是一类结构化的非线性控制系统，对于上述方程（９）是一组多维非线

性微分代数混合方程组，想要得到其解析解表达式是极其困难的，那么能否对最优解（９）进行

降阶处理，进而用成熟的积分方法直接解析求解呢？ 为此，下面对最优控制问题引进 Ｎｏｅｔｈｅｒ
对称性理论．

分别对时间 ｔ、状态变量 Ｚ ｉ、协态变量 λ ｉ 和控制变量 ｕ ｊ 引入无限小变换：

　 　

ｔ－ ＝ ｔ ＋ Δｔ ＝ ｔ ＋ εξ ０（ ｔ，Ｚ ｉ，ｕ ｊ，λ ｉ），

Ｚ
－

ｉ ＝ Ｚ ｉ ＋ ΔＺ ｉ ＝ Ｚ ｉ ＋ εξ ｉ（ ｔ，Ｚ ｉ，ｕ ｊ，λ ｉ），

λ
－

ｉ ＝ λ ｉ ＋ Δλ ｉ ＝ λ ｉ ＋ εη ｉ（ ｔ，Ｚ ｉ，ｕ ｊ，λ ｉ），

ｕ－ ｊ ＝ ｕ ｊ ＋ Δｕ ｊ ＝ ｕｉ ＋ εω ｊ（ ｔ，Ｚ ｉ，ｕ ｊ，λ ｉ），
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（１０）

其中， ε 为无限小参数， ξ ０，ξ ｉ，η ｉ，ω ｊ 为无限小变换的生成函数．
如果最优控制问题的性能指标函数（４）是无限小群变换（１０）的准不变量，即对每一个无

限小变换，始终成立：

　 　 ΔＪ ＝ ∫ｔｆ
０

ｄ
ｄｔ

（εＧ）ｄｔ， （１１）

其中 Ｇ ＝ Ｇ（ ｔ，Ｚ ｉ，ｕ ｊ，λ ｉ） 是显示规范函数，则称变换（１０）为多体动力学控制系统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ 准
对称变换．

注意全变分与等时变分有以下关系式：

　 　

δＺｓ ＝ ΔＺｓ － ＺｓΔｔ ＝ ε（ξ ｓ － Ｚｓξ ０），

δλ ｓ ＝ Δλ ｓ － λ ｓΔｔ ＝ ε（η ｓ － λ ｓξ ０），
δｕｓ ＝ Δｕｓ － ｕｓΔｔ ＝ ε（ω ｓ － ｕｓξ ０），

ΔＺｓ ＝ ε（ξ ｓ － Ｚｓξ ０） ．
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（１２）

性能指标函数 Ｊ 的全变分可为

　 　 ΔＪ ＝ － ∫ｔｆ
０
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联立（１１）和（１３）得动力学控制系统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ 恒等式为

　 　 λ ｉξ ｉ －
∂Ｈ０

∂ｔ
ξ ０ －

∂Ｈ０

∂Ｚ ｉ
ξ ｉ －

∂Ｈ０
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ω ｊ － Ｈ０ξ ０ ＋ Ｇ ＝ ０． （１４）

式（１４）就是机械多体系统动力学最优控制问题的 Ｎｏｅｔｈｅｒ 准对称性的判据方程．
为了更直观地表达，展开式（１４），并采用合并对等技巧，可将 Ｎｏｅｔｈｅｒ 恒等式转化为 Ｋｉｌｌ⁃

ｉｎｇ 方程：
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（１５）

注意到式（１４）中即使并没有出现生成函数 η ｉ， 但是从式（１２）中很容易得到
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同样 Ｊ 的全变分也可表述为
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δ ｔ －

∂Ｈ０

∂Ｚ ｉ
δＺ ｉ －

∂Ｈ０

∂λ ｉ
δλ ｉ －

∂Ｈ０

∂ｕ ｊ
δｕ ｊ{ } ｄｔ －

　 　 　 　 （λ ｉＺ ｉ － Ｈ０）Δｔ ＝

　 　 　 　 － ∫ｔｆ
０

ｄ
ｄｔ

［λ ｉδＺ ｉ ＋ （λ ｉＺ ｉ － Ｈ０）Δｔ］ ＋{

　 　 　 　 － λ ｉ －
∂Ｈ０

∂Ｚ ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ δＺ ｉ －

∂Ｈ０

∂ｕ ｊ
δｕ ｊ ＋ Ｚ ｉ －

∂Ｈ０

∂λ ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ δλ ｉ} ｄｔ ＝

　 　 　 　 － ∫ｔｆ
０

ｄ
ｄｔ

［ελ ｉξ ｉ － εＨ０ξ ０］ ＋ － λ ｉ －
∂Ｈ０

∂Ｚ ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ δＺ ｉ －{

　 　 　 　
∂Ｈ０

∂ｕ ｊ
δｕ ｊ ＋ Ｚ ｉ －

∂Ｈ０

∂λ ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ δλ ｉ} ｄｔ ． （１７）

联立式（１１）、（１７）和最优性条件方程（９）得动力学控制系统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ 型守恒量为

　 　 Ｉ ＝ λ ｉξ ｉ － Ｈ０ξ ０ ＋ Ｇ ＝ ｃｏｎｓｔ ． （１８）
式（１８）就是多体系统动力学最优控制问题的守恒律，也是最优条件方程（９）的首次积分．

很明显守恒律（１８）相比最优性条件方程（９）降阶了，是一组代数方程，若能够求出足够多组独

立的生成元和规范函数，则系统最优解将存在多组守恒定律（１８），结合消元法和初始条件等，
可使方程（９）的求解进一步变得简单明了．

４　 实 例 说 明

某由车辆运动引起的安装在车辆上的机械臂的简化模型如图 ２ 所示，机械臂绕质量块上

的转轴在垂直平面内转动，机械臂施加在质量块上的力忽略不计．求在关节处所施加的控制力

矩耗能最小条件下该系统的最优控制器设计存在的守恒律．
把质量块当作额外的连杆，使问题变成二连杆问题，系统的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数和耗散能为

０８７ 机械多体系统动力学非线性最优控制问题的 Ｎｏｅｔｈｅｒ 理论



　 　

Ｌ ＝ １
２

Ｍｙ２ ＋ １
２

Ｊθ ２ ＋ １
２

ｍ（θ ２ ｌ２ ＋ ｙ２ ＋ ２θｙｌｃｏｓ θ） －

　 　 Ｍｇｙ － ｍｇ（ｙ ＋ ｌｓｉｎ θ），

Ｄ ＝ １
２

ｃｂｙ２ ＋ １
２

ｃθ ２，

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（１９）

其中 ｙ，θ 为质量块位移和机械臂的角位移， ｌ 为机械臂质心到其转轴的距离， Ｊ 为机械臂关于

转轴的转动惯量， Ｍ，ｍ 为质量块和机械臂的质量， ｃｂ，ｃ 为基础移动和机械臂转轴处的阻尼系

数， ｇ 为重力加速度， τ 为施加在机械臂上的转矩，也是本例中的控制信号作用量．

图 ２　 基础振动下的单自由度机械臂示意图

Ｆｉｇ． ２　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ａ ｓｉｎｇｌｅ ｆｒｅｅｄｏｍ ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ ｕｎｄｅｒ ｂａｓｉｃ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ

设质量块运动满足理想几何约束方程，即已知 ｙ 在区间时间段向上或下做直线运动，幅值

是固定的，且其加速度不显含时间变化．则运用约束多体 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｌａｇｒａｎｇｅ 运动方程（２）可得系统

单自由度受控动力学方程为

　 　 Ｊθ ＋ ｃθ ＋ ｍｇｌｃｏｓ θ ＋ ｍｌｙｃｏｓ θ ＝ τ ． （２０）
引进状态向量 Ｚ１ ＝ θ，Ｚ２ ＝ θ， 则系统的状态空间方程和性能积泛函目标函数为

　 　
Ｚ ＝

Ｚ１

Ｚ２

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
＝

Ｚ２

－ ｃ
Ｊ

Ｚ２ －
ｍｇｌｃｏｓ Ｚ１

Ｊ
－
ｍｌｃｏｓ Ｚ１

Ｊ
ｙ ＋ τ

Ｊ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

，

Ｊ ＝ １
２ ∫

４

０
τ ２ｄｔ ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（２１）

系统的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数为
　 　 Ｈ０［Ｚ（ ｔ），τ（ ｔ），λ（ ｔ），ｔ］ ＝

　 　 　 　 λ １Ｚ２ ＋ λ ２ － ｃ
Ｊ
Ｚ２ －

ｍｇｌｃｏｓ Ｚ１

Ｊ
－
ｍｌｃｏｓ Ｚ１

Ｊ
ｙ ＋ τ

Ｊ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ １

２
τ ２ ． （２２）

根据式（９），最优控制器设计满足的规范方程应为

　 　

τ∗ ＝ －
λ∗

２

Ｊ
，

λ∗
１ ＝ －

ｍｇｌｓｉｎ Ｚ∗
１

Ｊ
－
ｍｌｓｉｎ Ｚ∗

１

Ｊ
ｙ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú λ

∗
２ ， λ∗

２ ＝ － λ∗
１ ＋ λ∗

２
ｃ
Ｊ
，

Ｚ∗
１ ＝ Ｚ∗

２ ， Ｚ∗
２ ＝ － ｃ

Ｊ
Ｚ∗

２ －
ｍｇｌｃｏｓ Ｚ∗

１

Ｊ
－
ｙｃｏｓ Ｚ∗

１

Ｊ
ｙ ＋ τ∗

Ｊ
．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（２３）

１８７郑　 　 明　 　 亮



根据式（１４）可知最优控制问题的 Ｎｏｅｔｈｅｒ 恒等式为

　 　 λ １ξ １ ＋ λ ２ξ ２ － λ ２

ｍｇｌｓｉｎ Ｚ１

Ｊ
＋
ｍｌｓｉｎ Ｚ１

Ｊ
ｙ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ξ １ －

　 　 　 　 λ １ － λ ２
ｃ
Ｊ

é

ë
êê

ù

û
úú ξ ２ － τ ＋ λ ２

１
Ｊ

é

ë
êê

ù

û
úú ω １ －

　 　 　 　 １
２

τ ２ ＋ λ １Ｚ２ ＋ λ ２ － ｃ
Ｊ
Ｚ２ －

ｍｇｌｃｏｓ Ｚ１

Ｊ
－
ｍｌｃｏｓ Ｚ１

Ｊ
ｙ ＋ τ

Ｊ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ξ ０ ＋ Ｇ ＝ ０． （２４）

结合式（２４）和（１６）得到系统二组简单无限小生成元解为

　 　
ξ ０ ＝ １， ξ １ ＝ ξ ２ ＝ ０， η １ ＝ η ２ ＝ ０， ω １ ＝ ０，Ｇ ＝ ０，

ξ ０ ＝ ０， ξ １ ＝ λ １， ξ ２ ＝ λ ２， η １ ＝ η ２ ＝ ０， ω １ ＝ ０， Ｇ ＝－ λ ２
１ － λ ２

２ ＋ Ｃ ．{ （２５）

将式（２５）代入式（１８），因此得到最优解守恒律为

　 　

Ｉ１ ＝ － Ｈ０（Ｚ∗，λ∗，τ∗） ＝ － １
２

τ∗２ － λ∗
１ Ｚ∗

２ ＋

　 　 λ∗
２

ｃ
Ｊ
Ｚ∗

２ ＋
ｍｇｌｃｏｓ Ｚ∗

１

Ｊ
＋
ｍｌｃｏｓ Ｚ∗

１

Ｊ
ｙ － τ∗

Ｊ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ｃｏｎｓｔ，

Ｉ２ ＝ Ｃ ＝ ｃｏｎｓｔ ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（２６）

显然，上述结论是正确的，因为在力学自治系统的最优控制问题中，Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数的一个重要

性质就是沿着最优轨线是恒等于常数，即 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数是最优解的第一积分．而本文用

Ｎｏｅｔｈｅｒ 对称性理论成功计算得到，这个方法目前相关文献较少涉及．注意到，本文只是选取了

典型的无穷小变换，若根据 Ｎｏｅｔｈｅｒ 等式还可以求出其他的独立生成元和规范函数解，则可得

到更多组的首次积分．这些第一积分都是最优轨线上系统应满足的方程，结合代数消元法和初

始条件，易对最优控制的解析解进行约化和反馈规律 τ∗ ＝ Ｋ（Ｚ∗（ ｔ），ｔ） 显式化．

５　 结 束 语

本文建立了受控机械多体系统动力学的状态空间方程模型，通过变分法提出了有约束最

优控制问题的最优性条件，提出了最优控制问题的对称性理论，对于机械多体系统动力学的最

优控制问题得到了一个完整的计算守恒律方法，这区别于现有的其他方法．应该看到，用现代

数学方法和力学中的对称性方法来处理非线性最优控制问题的积分理论，使对机械多体动力

学规律与控制系统的设计两大板块有一个更完美和统一的总看法，可以更深刻地理解系统本

质运动的内在规律现象．利用本文的研究内容和方法，可以进一步推广到机械多体系统动力学

鲁棒最优控制、自适应最优控制、智能优化控制等．
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