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摘要：　 为给复杂机械多体系统碰撞动力学问题的定量和定性分析提供一个强有力新工具，该文

将现代分析力学中的对称性理论引入到机械多体外碰撞动力学研究中．首先，基于冲量动量法推导

系统碰撞动力学的 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程；其次，引进群分析理论，根据不变性原则给出系统存在

Ｎｏｅｔｈｅｒ 对称性与 Ｌｉｅ 对称性的各自条件方程以及得到相应守恒量的形式，为动力学方程的解析积

分理论提供了有效途径．最后以一平面开环两连杆机构的碰撞力学为例进行实际分析运用．研究表

明，借助对称性和守恒量可以得到机械多体系统动力学更深层次的力学规律和运动特性，可为系

统更精确的动态优化设计和先进控制奠定理论基础．
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引　 　 言

随着现代科学技术的发展，在实际工程中，尤其是在车辆、航天器、机构、机器人等领域中，
出现了由许多刚体和柔性体以不同形式相互组成的机械系统，形成了一个独立的学科分

支———多体系统动力学［１］ ．在机械工程中存在着大量撞击现象，如航天器的空中交会对接接触

冲击［２］、卫星太阳帆板和天线在轨展开与锁定中的关节处碰撞［３⁃４］、包装机构的间歇运动及构

件间连接间隙引起的冲击［５］、机械臂的间隙内碰撞问题以及外冲击柔性构件的碰撞动力

学［６⁃７］等．碰撞过程以其作用时间短、强度大给系统动力学性态造成了巨大影响，已经成为系统

分析和控制中不可忽略的重要因素．现在碰撞问题己经成为机械多体动力学研究的重要领域

之一［８⁃１２］ ．碰撞动力学从力学本质上是一种变边界、非定常、高度非线性非连续动力学过程［１３］ ．
围绕机械多体系统碰撞动力学研究的首要任务就是：① 建立系统运动学和动力学的通用型方

程模型；② 运动学规律和动力学响应的高效准确计算方法．
动力学系统对称性理论是理论物理、工程数学、现代力学等学科中更高层次的法则，对系

统运动方程对称性的研究有助于揭示力学系统的内在特征和深层次规律［１４］ ．力学系统的对称

性和守恒量有着密切的关系，而系统的守恒量不仅具有明显的物理意义，而且还是系统的首次

积分，可以降阶约化方程．因此，对称性理论也是积分运动方程的一个有效方法，用对称性寻求
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系统守恒量的方法主要有 Ｎｏｅｔｈｅｒ 对称性［１５］ 和 Ｌｉｅ 对称性［１６］ ．然而，目前，机械多体系统碰撞

动力学的研究主要采用数值积分算法或者 ＣＡＤ ／ ＣＡＥ 软件联合仿真设计计算等，在解析积分

理论方面一直很少有文献涉及，由于困难重重，仍处于开始阶段．众所周知，微分方程的解析解

更可以直观反映系统参数之间的定量显示关系和非线性系统大范围的全局性质，而守恒量也

可以作为设计差分计划以提高数值算法的精度，因此本文研究机械多体系统碰撞动力学的对

称性和守恒量具有十分重要的意义．

１　 考虑冲力作用的机械多体系统碰撞动力学方程

目前按照对碰撞过程假设的不同，可以将其建模方法分为以下 ３ 种类型：冲量动量法、连
续碰撞力模型和基于连续介质力学的有限元方法．冲量动量法是根据冲力可按有势力处理和

广义冲量⁃动量方程获得碰撞后系统的运动状态的一种方法，是最为经典的刚体碰撞理论．它
应用方便，计算效率高，本节就是根据此理论用分析力学的方法建立外在冲击力作用下机械多

体系统动力学的 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程．
设所研究的机械多体系统由作为参考体的零刚体 Ｂ０ 和 ｎ 个刚体 Ｂ ｉ（ ｉ ＝ １，２，…，ｎ）， 用五

类运动副（即柱铰和移动铰）连成，其上受有任意多个方向和大小已知的外冲量，如图 １．对系

统建立 Ｄ⁃Ｈ 形式的连体坐标架，如图 ２．

图 １　 受冲击的机械多体系统 图 ２　 多体连杆式 Ｄ⁃Ｈ 坐标系

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｍｕｌｔｉｂｏｄｙ ｓｙｓｔｅｍ ｕｎｄｅｒ ｉｍｐａｃｔ Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｍｕｌｔｉｂｏｄｙ ｌｉｎｋａｇｅ ｗｉｔｈ ａ Ｄ⁃Ｈ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｓｙｓｔｅｍ

令 ｉｒｉ 为固定在刚体 Ｂ ｉ 上的一个点，齐次坐标为 ［ｘｉ，ｙｉ，ｚｉ，１］ Ｔ， 用 ｑｉ 代表关节 ｉ 的广义坐

标（它可以是转动关节 θｉ， 也可是移动关节 ｄｉ），则点ｉｒｉ 的速度 Ｖｉ 为
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其中联系第 ｉ 和 ｉ － １ 刚体坐标系的 ４ × ４ 齐次坐标变换矩阵ｉ －１Ａｉ 为

　 　 ｉ －１Ａｉ ＝
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对于转动关节，式中 α ｉ，ａｉ，ｄｉ 是常数，而 θ ｉ 是关节变量，令
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对于移动关节，式中 α ｉ，ａｉ，θ ｉ 是常数，而 ｄｉ 是关节变量，
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则刚体 Ｂ ｉ 的动能为
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式中 ｔｒ 表示对矩阵求迹．
设 Ｆ（ ｊ）

ｉ 表示作用在第 ｉ 刚体 Ｂ ｉ 上的第 ｊ 个外冲量，则刚体 Ｂ ｉ 的冲量势为

　 　 Ｐ ｉ ＝ － ∑
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ｉ ｒ－ ｉ， （４）

式中 ｉｒ（ ｊ）ｉ 表示冲量 Ｆ（ ｊ）
ｉ 作用点在 ｅ（ ｉ） 中的位置．

约束力学系统在碰撞过程中拉氏方程仍然成立，其形式为［１７］
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注意，Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数 Ｌ 中的势能 Ｐ 中包括了冲力势 Ｐ１ 和其他力势 Ｐ２， 把方程（５）两边乘以 ｄｔ，
并在冲击时间间隔 Δτ 内积分，有如下分析形式的碰撞方程：

　 　 Δ ∂Ｔ
∂ｑｉ
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因此得到具体显式的机械多体系统碰撞动力学方程为

　 　
ＭΔｑ － Ｋ ＝ ０，

Ｋ ｉ ＝ ∑
ｎ

ｊ ＝ ｉ
Ｉ ｊＵ ｊｉ

ｊ ｒ－ ｊ， Ｍｉｋ ＝ ∑
ｎ

ｊ ＝ ｍａｘ（ ｉ，ｋ）
ｔｒ（Ｕ ｊｋＪ ｊ（Ｕ ｊｉ） Ｔ），{ （７）

Δ 为碰撞前后的差符号，上式与有外冲力作用时机械多体系统的的 Ｋａｎｅ 方程结果是一致的，
若 Ｍ 非奇异，则机械多体系统的碰撞动力学方程是一阶方程组，该方程组与系统碰撞前的初

值有很大关系．

２　 系统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ 对称性和守恒量

机械多体动力学系统中存在 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 作用量的形式为

　 　 Ｓ（γ） ＝ ∫ｔ２
ｔ１
Ｌ（ ｔ，ｑ，ｑ）ｄｔ ＝ ∫ｔ２

ｔ１
Ｔ － Ｖｄｔ ． （８）

注意因为是碰撞问题，上面已经指出势能一定要包括冲力势．
取时间和坐标的无限小变换：

４９２１ 机械多体系统碰撞动力学的对称性和守恒量研究



　 　 ｔ∗ ＝ ｔ ＋ Δｔ ＝ ｔ ＋ εξ ０（ ｔ，ｑ，ｑ）， ｑ∗
ｓ ＝ ｑｓ（ ｔ） ＋ Δｑｓ ＝ ｑｓ（ ｔ） ＋ εξ ｓ（ ｔ，ｑ，ｑ）， （９）

其中， ξ ０，ξ ｓ 为无限小生成函数．
系统的广义准 Ｎｏｅｔｈｅｒ 对称性是指在变换（９）下作用量（８）的全变分满足

　 　 ΔＳ ＝ － ∫ｔ２
ｔ１

ｄ
ｄｔ

（ΔＧ） ＋ ∑
ｎ

ｓ ＝ １
Ｑｓδｑｓ{ } ｄｔ， （１０）

其中， ΔＧ ＝ εＧＮ（ ｔ，ｑ，ｑ），ＧＮ 为规范函数， Ｑｓ 为非势广义力．
根据全变分与等时变分的关系 δｑｓ ＝ Δｑｓ － ｑｓΔｔ ＝ ε（ξ ｓ － ｑｓξ ０）， 式（１０）展开可得到

　 　 ∂Ｌ
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∂ｑｓ
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ｎ
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Ｑｓ（ξ ｓ － ｑｓξ ０） ＋ ＧＮ ＝ ０． （１１）

这就是系统 Ｎｏｅｔｈｅｒ 对称性决定的生成元 ξ ０，ξ ｓ 满足的判据方程．
连续变换的对称性都对应着一条守恒定律（首次积分），进而可使微分方程达到降阶和约

化，守恒律是动力学系统更深层次的规律，在动力学方程的可积性、线性化、运动常数以及稳定

性方面有重要作用．Ｎｏｅｔｈｅｒ 对称性可直接导致一类 Ｎｏｅｔｈｅｒ 守恒量，再结合初始条件，从而很

容易解出原振动系统的精确响应解．系统 Ｎｏｅｔｈｅｒ 守恒量的形式为

　 　 ＩＮ ＝ Ｌξ ０ ＋ ∑
ｎ

ｓ ＝ １

∂Ｌ
∂ｑｓ

（ξ ｓ － ｑｓξ ０） ＋ ＧＮ ＝ ｃｏｎｓｔ ． （１２）

直接对上式左边积分可得到

　 　 ｄＩＮ ／ ｄｔ ＝ ０．

３　 系统的 Ｌｉｅ 对称性和守恒量

与 Ｎｏｅｔｈｅｒ 理论研究思路不同的是，Ｌｉｅ 对称性是直接研究运动微分方程在无限小变换下

的不变性．上文已指出，非奇异机械多体系统碰撞动力学的方程是一阶微分方程组：
　 　 ｑｓ ＝ α ｓ（ ｔ，ｑ），　 　 ｓ ＝ １，２，…，ｎ ． （１３）

同样引进无限小变换（９），机械多体系统的 Ｌｉｅ 对称性是指微分方程（１３）在上述无限小变换

（９）下形式不变，即
　 　 ｑ∗

ｓ ＝ α ｓ（ ｔ∗， ｑ∗） ． （１４）
上式也可以表述成 Ｌｉｅ 对称性确定方程为

　 　 ξ ｓ － α ｓξ ０ ＝ ξ ０

∂α ｓ

∂ｔ
＋ ∑

ｎ

ｋ ＝ １

∂α ｓ

∂ｑｋ
ξ ｋ ． （１５）

与 Ｎｏｅｔｈｅｒ 对称性不同的是，一般情况下 Ｌｉｅ 对称性不一定直接导致守恒量．下面给出 Ｌｉｅ
对称性导致守恒量的条件和形式．

如果生成元 ξ ０，ξ ｓ 满足 Ｌｉｅ 对称性相应的确定方程且还存在规范函数 ＧＮ ＝ ＧＮ（ ｔ，ｑ，ｑ） 满

足如下的结构方程：

　 　 ∑
ｎ

ｓ ＝ １

∂α ｓ

ｑｓ
＋ ｄ

ｄｔ
ｌｎ ＧＮ ＝ ０， （１６）

则 Ｌｉｅ 对称性导致新型守恒量：
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∂
∂ｑｓ

ｌｎ ＧＮ － ξ ０ ＝ ｃｏｎｓｔ ． （１７）
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直接对上式左边积分可得到

　 　 ｄＩＮ ／ ｄｔ ＝ ０．

４　 实 例 运 用

某平面两匀质杆 ＯＡ 和 ＡＢ 质量均为 ｍ， 长均为 ｌ，铰接于 Ａ 处，几何示意如图 ３ 所示，开始

时两杆铅直静止，今在 ＡＢ 杆的中点 Ｄ 作用一与杆垂直的水平冲量，试研究此系统冲击后的对

称性和守恒量问题．

图 ３　 平面两杆机构几何模型

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ａ ｐｌａｎａｒ ２⁃ｂａｒ ｍｅｃｈａｎｉｓｍ

用分析力学的方法，可避开支座和铰链处的内力分析，取角 α，β 为系统的广义坐标，点 Ｃ
和 Ｄ 为两杆的质心，则系统的动能为

　 　 Ｔ ＝ ｍｌ２ ２
３

α２ ＋ １
６

β ２ ＋ １
２

αβｃｏｓ（α － β）é

ë
êê

ù

û
úú ． （１８）

仿照广义力计算，来算冲量势对应的广义冲量，给 α 一个变分，固定 β 不变，给 β 一个变分，固
定 α 不变，得到

　 　 －
∂Ｐ１

∂α
＝ Πδα

δα
＝ Π， －

∂Ｐ２

∂β
＝ Πδβ

２δβ
＝ Π

２
． （１９）

冲击前，系统静止，则系统的初始条件为： α ｔ０
＝ ０， β ｔ０

＝ ０， 则根据机械多体系统碰撞动力

学的 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程（６）得

　 　
ｍｌ ４

３
α ＋ １

２
βｃｏｓ（α － β）é

ë
êê

ù

û
úú ＝ Ｉ，

２ｍｌ １
３

β ＋ １
２

αｃｏｓ（α － β）é

ë
êê

ù

û
úú ＝ Ｉ ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（２０）

假设冲击过程中，两杆的位移变形忽略不计，则上式可化简为

　 　
α ＝ ３Ｉ

７ｍｌ
，

β ＝ ６Ｉ
７ｍｌ

，

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（２１）

这是一个解耦的一阶线性微分方程组．
包含冲力势的系统 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数为

　 　 Ｌ ＝ Ｔ － Ｖ ＝ ｍｌ２ ２
３

α２ ＋ １
６

β ２ ＋ １
２

αβｃｏｓ（α － β）é

ë
êê

ù

û
úú ＋
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　 　 　 　 ３
２

ｍｇｌｃｏｓ α ＋ １
２

ｍｇｌｃｏｓ β ＋ Πα ＋ １
２

Πβ ． （２２）

引进无限小变换（９），则生成元满足的系统 Ｎｏｅｔｈｅｒ 等式方程为

　 　 Πξ １ ＋ １
２

Πξ ２ ＋ ｍｌ２ ４
３

α ＋ １
２

βｃｏｓ（α － β）é

ë
êê

ù

û
úú （ξ １ － αξ ０） ＋

　 　 　 　 ｍｌ２ １
３

β ＋ １
２

αｃｏｓ（α － β）é

ë
êê

ù

û
úú （ξ ２ － βξ ０） ＋ Ｌξ ０ ＋ ＧＮ ＝ ０． （２３）

显然上式有如下解：
　 　 ξ ０ ＝ １， ξ １ ＝ ξ ２ ＝ ０， ＧＮ ＝ ０． （２４）

则系统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ 守恒量为

　 　 ＩＮ ＝ ３
２

ｍｇｌｃｏｓ α ＋ １
２

ｍｇｌｃｏｓ β ＋ Πα ＋ １
２

Πβ －

　 　 　 　 ｍｌ２ ２
３

α２ ＋ １
６

β ２ ＋ １
２

αβｃｏｓ（α － β）é

ë
êê

ù

û
úú ＝ ｃｏｎｓｔ ． （２５）

很明显，上式代表了系统的能量守恒定律．
生成元满足的系统 Ｌｉｅ 对称性确定方程和结构方程为

　 　
ξ １ － αξ ０ ＝ ０， ξ ２ － βξ ０ ＝ ０，
ｄ
ｄｔ

ｌｎ ＧＮ ＝ ０ ．

ì

î

í

ïï

ïï

（２６）

上式可存在解为

　 　
ξ ０ ＝ １， ξ １ ＝ １， ξ ２ ＝ １， ｌｎ ＧＮ ＝ ｍｌ２ ４

３
α ＋ １

２
βæ

è
ç

ö

ø
÷ － Πé

ë
êê

ù

û
úú α，

ξ ０ ＝ １， ξ １ ＝ １， ξ ２ ＝ １， ｌｎ ＧＮ ＝ ｍｌ２ １
３

β ＋ １
２

αæ

è
ç

ö

ø
÷ － １

２
Πé

ë
êê

ù

û
úú β ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（２７）

则对应的守恒量为

　 　
ＩＮ１ ＝ ｍｌ２ ４

３
α ＋ １

２
βæ

è
ç

ö

ø
÷ － Π ＝ ｃｏｎｓｔ，

ＩＮ２ ＝ ｍｌ２ １
３

β ＋ １
２

αæ

è
ç

ö

ø
÷ － １

２
Πé

ë
êê

ù

û
úú ＝ ｃｏｎｓｔ ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（２８）

很明显，上式代表了系统的动量守恒定律．
上述 Ｎｏｅｔｈｅｒ 对称性和 Ｌｉｅ 对称性代入变量 α，β 的具体取值，就可以得到更为具体的守恒

量大小．本文的这些内容将增进对于机械多体系统碰撞运动内在力学本质的深入理解，可促进

多体动力学的研究．

５　 结 束 语

对称性理论内容丰富，在数理科学和工程科技中具有广阔的运用前景．机械多体系统碰撞

动力学在计算机技术结合的大前提下，对其自身的积分理论研究也显得十分必要．本文将机械

多体系统的研究内容进行归纳整理，主要介绍了碰撞动力学方程的数学建模、Ｎｏｅｔｈｅｒ 对称性

和守恒量、Ｌｉｅ 对称性和守恒量．上述方法易于标准化，随着符号软件技术的引用，上述过程求

解将十分高效，不仅可以得到系统动态响应的首次积分，同时这也为数值计算提供了有效的验

证手段．进一步地，本文的研究方法可推广到包含复杂边界约束条件（非理想）下的机械多体系

７９２１郑　 明　 亮　 　 　 冯　 　 鲜　 　 　 李　 文　 霞　 　 　 曹　 亚　 玲
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