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摘要：　 主要研究了含参广义向量均衡问题的几类近似解．在 Ｃ⁃ 次似凸性的条件下， 建立了该类

含参广义向量均衡问题 ε⁃ 弱近似解的标量化特征， 并得到该类含参广义向量均衡问题两类近似

解集的连通性．通过举例说明了所得结果的正确性．
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引　 　 言

向量均衡问题作为均衡问题的推广， 为向量优化问题、鞍点问题、向量互补问题和向量变

分不等式等问题的研究提供了统一框架．研究向量均衡问题最重要的问题之一是研究解的性

质， 如解的存在性、 连续性、 适定性、 连通性、稳定性等．在这些性质当中， 连通性被学者们广

泛研究［１⁃４］ ．Ｐｅｎｇ 等［５］通过标量化方法， 在适当的条件下， 得到了含参弱向量均衡问题近似解

映射下半连续性的充分性条件．Ｃｈｅｎ 等［３］提出了 ε⁃弱有效解和 ε⁃有效解的概念， 并且研究了

向量均衡问题近似解集的连通性．Ｌｉ 等［６］ 通过标量化方法， 研究了含参向量均衡问题近似解

映射的 Ｂｅｒｇｅ 上、下半连续性．Ｈａｎ 等［４］研究了广义向量均衡问题近似解集的连通性以及含参

广义向量均衡问题近似解映射的上、下半连续性．Ｗａｎｇ 等［７］ 在不包含任何解映射的条件下，
通过标量化方法， 研究了一类广义含参向量均衡问题解映射的下半连续性．Ｓａｄｅｑｉ 等［８］ 通过

使用标量化方法， 在不使用映射有界的条件下， 研究了向量均衡问题解集的紧性和凸性， 并

且研究了含参均衡问题近似解映射的 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续性．韩瑜等［９］ 在不需要映射的单调性和解

映射信息的条件下， 讨论了一类含参广义向量均衡问题有效解映射的下半连续性和 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ
上半连续性．受以上文献的启发， 本文主要研究在不需要假设映射的单调和紧性条件下， 借助

函数的 Ｃ⁃ 次似凸性， 建立了该类含参广义向量均衡问题 ε⁃ 弱近似解的标量化特征， 并借助

这个标量化结果研究了含参广义向量均衡问题近似解集的连通性．

１　 预 备 知 识

在本文中， Ｘ，Ｙ和 Ｚ是三个赋范空间．假设 Ｃ是 Ｙ的一个闭凸点锥， 并且 ｉｎｔ Ｃ≠⌀ ．设 Ｙ∗
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是 Ｙ的对偶空间， Ｃ的对偶锥 Ｃ∗ 定义为 Ｃ∗ ＝ { ｆ∈ Ｙ∗： ｆ（ｙ） ≥０，∀ｙ∈ Ｃ } ，并且定义 Ｃ∗ 的

拟内部为 Ｃ＃ ＝ { ｆ ∈ Ｙ∗： ｆ（ｙ） ＞ ０，∀ｙ ∈ Ｃ ＼ { ０ } } ．Ｄ 是 Ｙ 的子集， 记 Ｄ 的闭包为 ｃｌ（Ｄ）， Ｄ
的内部为 ｉｎｔ Ｄ ．凸锥 Ｃ 的非空凸子集 Ｂ 称为 Ｃ 的一个基， 若 Ｃ ＝ ｃｏｎｅ（Ｂ） 且 ０ ∉ ｃｌ（Ｂ） ．容易

得到， Ｃ＃ ≠ ⌀，当且仅当 Ｃ 具有基［２］ ．设 ω∈ ｉｎｔ Ｃ， 令 Ｂ∗ ＝ { ｆ∈ Ｃ∗： ｆ（ω） ＝ １ } ，Ｂ＃ ＝ { ｆ∈
Ｃ＃： ｆ（ω） ＝ １ } ．Ｂ∗ 是 Ｃ∗ 的弱 ∗ 紧基， Ｂ＃ 是 Ｃ＃ 的基且关于弱 ∗ 拓扑有 Ｂ∗ ＝ ｃｌ（Ｂ＃） ［１０］ ．

设 Ａ是 Ｘ的非空闭凸子集， Ｆ：Ａ × Ａ→２Ｚ 是集值映射．Ｓａｄｅｑｉ 等［８］考虑了如下形式的广义

向量均衡问题：
找 ｘ ∈ Ａ， 使得

　 　 Ｆ（ｘ，ｙ） ∩ （ － ｉｎｔ Ｃ） ＝ ⌀，　 　 ∀ｙ ∈ Ａ ． （１）
由于在实际问题中， 得到问题（１）的精确解并不容易．正因为如此， 许多学者考虑问题（１）的
近似问题： 设 ε ＞ ０， ｆ ∈ Ｂ∗ ＼ { ０ } ， 找 ｘ ∈ Ａ， 使得

　 　 （Ｆ（ｘ，ｙ） ＋ εω） ∩ （ － ｉｎｔ Ｃ） ＝ ⌀，　 　 ∀ｙ ∈ Ａ；
找 ｘ ∈ Ａ， 使得

　 　 ｆ（Ｆ（ｘ，ｙ）） ＋ ε ⊆ Ｒ ＋，　 　 ∀ｙ ∈ Ａ ．
设 Ａ 是 Ｘ 的非空闭凸子集，ｕ ∈ Ｍ， Ｍ ⊂ Ｚ 并且 Ｆ：Ａ × Ａ × Ｍ →２Ｚ 是集值映射．Ｌｉ 等［６］考

虑了如下形式的含参向量均衡问题：找 ｘ ∈ Ａ， 使得

　 　 Ｆ（ｘ，ｙ，ｕ） ∉－ ｉｎｔ Ｃ，　 　 ∀ｙ ∈ Ａ ． （２）
类似地， 问题（２）的近似问题是： 设 ε ＞ ０， ｆ ∈ Ｂ∗ ＼ { ０ } ，找 ｘ ∈ Ａ， 使得

　 　 Ｆ（ｘ，ｙ，ｕ） ＋ εω ∉－ ｉｎｔ Ｃ，　 　 ∀ｙ ∈ Ａ；
找 ｘ ∈ Ａ， 使得

　 　 ｆ（Ｆ（ｘ，ｙ，ｕ）） ＋ ε ⊆ Ｒ ＋，　 　 ∀ｙ ∈ Ａ ．
当集合 Ａ 与映射 Ｆ 被参数 λ 扰动时，其中 λ ∈ Λ ⊆ Ｙ，考虑如下含参广义向量均衡问题：

找 ｘ ∈ Ａ（λ）， 使得

　 　 Ｆ（ｘ，ｙ，λ） ∩ （ － Δ） ＝ ⌀，　 　 ∀ｙ ∈ Ａ（λ）， （３）
其中， Δ∪ { ０ } 是 Ｚ中的凸锥， Ａ： Λ→２Ｘ ＼ { ⌀ } 以及 Ｆ： Ｘ × Ｘ × Λ→２Ｚ ＼ { ⌀ } 是两个集值

映射．用 Ａ（Λ） 表示 Ａ 的像， 即 Ａ（Λ） ∪λ∈ΛＡ（λ） ．本文主要讨论 Δ 的两种特殊情形， 即 Δ ＝
ｉｎｔ Ｃ 和 Δ ＝ Ｃ ＼ { ０ } ．

定义 １　 设 ε ＞ ０， λ ∈ Λ， Λ ⊂ Ｙ， ｆ ∈ Ｂ∗ ＼ { ０ } 并且 Ａ：Λ →２Ｘ ＼ { ⌀ } 以及 Ｆ：Ｘ × Ｘ ×
Λ → ２Ｚ ＼ { ⌀ } 是两个集值映射．

􀃠 ｘ ∈ Ａ（λ） 称为含参广义向量均衡问题（３） 的 ε⁃ 弱近似解， 如果

　 　 （Ｆ（ｘ，ｙ，λ） ＋ εω） ∩ （ － ｉｎｔ Ｃ） ＝ ⌀，　 　 ∀ｙ ∈ Ａ（λ） ．
􀃡 ｘ ∈ Ａ（λ） 称为含参广义向量均衡问题（３） 的 ε⁃ 近似解， 如果

　 　 （Ｆ（ｘ，ｙ，λ） ＋ εω） ∩ （ － Ｃ ＼ { ０ } ） ＝ ⌀，　 　 ∀ｙ ∈ Ａ（λ） ．
􀃢 ｘ ∈ Ａ（λ） 称为含参广义向量均衡问题（３） 的 εｆ⁃ 近似解， 如果

　 　 ｆ（Ｆ（ｘ，ｙ，λ）） ＋ ε ⊆ Ｒ ＋，　 　 ∀ｙ ∈ Ａ（λ） ．
􀃣 ｘ ∈ Ａ（λ） 称为含参广义向量均衡问题（３）的强有效解， 如果

　 　 Ｆ（ｘ，ｙ，λ） ⊂ Ｃ，　 　 ∀ｙ ∈ Ａ（λ） ．
特别地， 含参广义向量均衡问题（３）的 ε⁃弱近似解集， ε⁃近似解集， εｆ⁃近似解集和强有效解

集分别记为 ＳεＷ（λ）， Ｓε（λ），Ｓεｆ（λ） 和 Ω（λ） ．
设 Ａ：Λ→２Ｘ ＼ { ⌀ } 与Ｆ：Ｘ × Ｘ × Λ→２Ｚ ＼ { ⌀ } 是两个集值映射．如果 Ｓε１Ｗ（λ） 和 Ｓε２Ｗ（λ）
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是非空的并且 ０ ≤ ε １ ＜ ε ２， 则 Ｓε１ ｆ（λ） ⊂ Ｓε２ ｆ（λ）（见文献［８］ 中的引理 ２．１） ．如果 Ｓε１（λ） 和

Ｓε２（λ） 是非空的并且 ０ ≤ ε １ ＜ ε ２， 则 Ｓε１（λ） ⊂ Ｓε２（λ） ．
下面， 通过例 １ 说明存在含参广义向量均衡问题的 ε⁃ 近似解， ε⁃ 弱近似解和强有效解．
例 １　 令 Ｘ ＝ Ｒ，Ｙ ＝ Ｚ ＝ Ｒ２，Λ ＝ ［０，１］，Ｃ ＝ Ｒ２

＋ ＝ { （ｘ１，ｘ２） ∈ Ｒ２：ｘ１ ≥ ０，ｘ２ ≥ ０ } ，Ａ（Λ）
＝ ［ － ５，６ ＋ λ ２］，ω ＝ （１，２），ε ＝ ２， 并且 Ｆ：Ｘ × Ｘ × Λ → ２Ｚ ＼ { ⌀ } 定义如下：

　 　 Ｆ（ｘ，ｙ，λ） ＝ ［ｘ － λ ２ ＋ １，１０］ × ［１ ＋ ｙ２ － λ，５０］，　 　 ∀ｙ ∈ Ａ（λ） ．
首先，求解 Ω（λ） ．当 － ５ ≤ ｙ ≤ λ ２ ＋ ６，λ ∈ Λ ＝ ［０，１］ 时，显然有 １ ＋ ｙ２ － λ ≥ ０ 恒成

立．下面只需 ｘ － λ ２ ＋ １ ≥ ０， 即 ｘ ≥ λ ２ － １．因此， Ω（λ） ＝ ［λ ２ － １，６ ＋ λ ２］ ．
然后， 求解 ＳεＷ（λ），Ｓε（λ） ．由例子条件得，Ｆ（ｘ，ｙ，λ） ＋ εω ＝ ［ｘ － λ ２ ＋ １，１０］ × ［１ ＋ ｙ２

－ λ，５０］ ＋ （２，４） ．由于１ ＋ ｙ２ － λ ＋ ４ ＞ ０，５０ ＋ ４ ＝ ５４ ＞ ０，故对∀ｘ∈［ － ５，６ ＋ λ ２］， 有（Ｆ（ｘ，
ｙ，λ） ＋ εω） ∩ （ － ｉｎｔ Ｃ） ＝ ⌀， 以及（Ｆ（ｘ，ｙ，λ） ＋ εω） ∩ （ － Ｃ ＼ { ０ } ） ＝ ⌀ ．

定义 ２　 设 Ｅ 是 Ｘ的非空闭凸子集， ε ＞ ０， λ ∈ Λ， Λ⊂ Ｙ， 并且 Ａ：Λ→２Ｘ ＼ { ⌀ } 与Ψ：
Ｘ × Ｘ × Λ → ２Ｚ ＼ { ⌀ } 是两个集值映射．

􀃠 λ ∈ Λ，ｙ ∈ Ｅ，ｘ Ψ（ｘ，ｙ，λ） 称为 Ｃ⁃ 凸的，如果 ∀ｘ１，ｘ２ ∈ Ｅ， ｔ ∈ ［０，１］ 使得

　 　 ｔΨ（ｘ１，ｙ，λ） ＋ （１ － ｔ）Ψ（ｘ２，ｙ，λ） － Ψ（ ｔｘ１ ＋ （１ － ｔ）ｘ２，ｙ，λ） ⊆ Ｃ ．
􀃡 λ ∈ Λ，ｘ ∈ Ｅ，ｙ Ψ（ｘ，ｙ，λ） 称为 Ｃ⁃ 凹的，如果 ∀ｙ１，ｙ２ ∈ Ｅ， ｔ ∈ ［０，１］ 使得

　 　 Ψ（ｘ，ｔｙ１ ＋ （１ － ｔ）ｙ２，λ） － （ ｔΨ（ｘ，ｙ１，λ） ＋ （１ － ｔ）Ψ（ｘ，ｙ２，λ）） ⊆ Ｃ ．
􀃢 λ ∈ Λ，ｙ ∈ Ｅ，ｘ Ψ（ｘ，ｙ，λ） 称为 Ｃ⁃次似凸的， 存在 θ ∈ ｉｎｔ Ｃ， 如果 ∀ｘ１，ｘ２ ∈ Ｅ， ｔ

∈ ［０，１］，ε ＞ ０， 使得

　 　 εθ ＋ ｔΨ（ｘ１，ｙ，λ） ＋ （１ － ｔ）Ψ（ｘ２，ｙ，λ） － Ψ（Ｅ，ｙ，λ） ⊆ Ｃ ．
定义 ３［１１］ 　 设 Ｘ１ 和 Ｘ２ 是两个 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 拓扑向量空间， ｕ０ ∈ Ｘ１并且 Ｔ：Ｘ１ → ２Ｘ２ ．
􀃠 如果对于 Ｔ（ｕ０） 的任意邻域 Ｖ， 存在 ｕ０ 的邻域 Ｕ（ｕ０），使得对任意 ｕ ∈ Ｕ（ｕ０）， 有

Ｔ（ｕ） ⊆ Ｖ， 称映射 Ｔ 在点 ｕ０ 处是上半连续的．
􀃡 如果对于任意 ｘ ∈ Ｔ（ｕ０） 以及 ｘ 任意邻域 Ｖ， 存在 ｕ０ 的邻域 Ｕ（ｕ０），使得对任意 ｕ ∈

Ｕ（ｕ０）， 有 Ｔ（ｕ） ∩ Ｖ ≠ ⌀， 称映射 Ｔ 在点 ｕ０ 处是下半连续的．
如果 Ｔ在Ｘ１ 的每一点都是上半连续的（下半连续的）， 则称 Ｔ在Ｘ１ 上是上半连续的（下半

连续的） ．如果 Ｔ 在 Ｘ１ 上同时是上半连续和下半连续的，则称 Ｔ 在 Ｘ１ 上是连续的．
引理 １［１１］ 　 集值映射 Ｔ：Ｘ１ →２Ｘ２ 在点 ｕ０ ∈ Ｘ１ 是下半连续的，当且仅当任意序列 { ｕｎ } ⊆

Ｘ１ 满足 ｕｎ → ｕ０ 以及任意 ｘ０ ∈ Ｔ（ｕ０）， 存在 ｘｎ ∈ Ｔ（ｕｎ） 使得 ｘｎ → ｘ０ ．
引理 ２［４］ 　 假设 { Ａγ：γ ∈Γ } 是拓扑空间 Ｚ中的连通集族．如果∩γ∈Γ Ａγ ≠⌀， 则∪γ∈Γ

Ａγ 是拓扑向量空间 Ｚ 的连通集．
引理 ３［７］ 　 Ｘ 和 Ｚ 是两个赋范空间， Ｅ 是 Ｘ 的非空闭凸子集，Ｆ：Ｅ →２Ｚ 是一个集值映射，

则 Ｆ 在 Ｅ 上是 Ｃ⁃ 次似凸的 ⇔Ｆ（Ｅ） ＋ ｉｎｔ Ｃ 是凸的 ⇒ｃｌ ｃｏｎｅ（Ｆ（Ｅ） ＋ Ｃ） 是凸的．

２　 含参广义向量均衡问题近似解集的标量化性质

本节主要利用映射 Ｆ 关于第 ２ 个变量是 Ｃ⁃ 次似凸的， 研究 ε⁃ 弱近似解的标量化结果．
定理 １　 设 ε ＞ ０， λ ∈ Λ， Λ ⊂ Ｙ 并且 Ａ：Λ →２Ｘ ＼ { ⌀ } 以及 Ｆ： Ｘ × Ｘ × Λ →２Ｚ ＼ { ⌀ }

是两个集值映射．假设 ＳεＷ（λ） ≠ ⌀， 并且 λ ∈ Λ，ｘ ∈ Ａ（λ），ｙ Ｆ（ｘ，ｙ，λ） 是 Ｃ⁃ 次似凸的，
则有
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　 　 ＳεＷ（λ） ＝ ∪
ｆ∈Ｂ∗

Ｓεｆ（λ） ． （４）

证明　 先证明 ∪ｆ∈Ｂ∗Ｓεｆ（λ） ⊂ ＳεＷ（λ） ．令 ｘ０ ∈∪ｆ∈Ｂ∗Ｓεｆ（λ）， 则存在 ｆ ∈ Ｂ∗ 使得

　 　 ｆ（Ｆ（ｘ０，ｙ，λ）） ＋ ε ⊆ Ｒ ＋，　 　 ∀ｙ ∈ Ａ（λ） ． （５）
假设 ｘ０ ∉ ＳεＷ（λ）， 则存在一个 ｙ０ ∈ Ａ（λ） 使得（Ｆ（ｘ０，ｙ０，λ） ＋ εω） ∩ （ － ｉｎｔ Ｃ） ≠⌀ ．因此，
存在一个 ｚ０ ∈ （Ｆ（ｘ０，ｙ０，λ） ＋ εω） ∩ （ － ｉｎｔ Ｃ），使得 ｆ（ ｚ０） ＜ ０．又因为 ｚ０ ∈ （Ｆ（ｘ０，ｙ０，λ） ＋
εω）， 故存在 ξ ０ ∈ Ｆ（ｘ０，ｙ０，λ）， 使得 ｚ０ ＝ ξ ０ ＋ εω ．于是有 ０ ＞ ｆ（ ｚ０） ＝ ｆ（ξ ０ ＋ εω） ＝ ｆ（ξ ０） ＋
εｆ（ω） ＝ ｆ（ξ ０） ＋ ε，即 ｆ（ξ ０） ＋ ε ＜ ０，与式（５） 矛盾．所以 ∪ｆ∈Ｂ∗Ｓεｆ（λ） ⊂ ＳεＷ（λ） ．

下面证明 ＳεＷ（λ） ⊂∪ｆ∈Ｂ∗Ｓεｆ（λ） ．令 ｘ０ ∈ ＳεＷ（λ）， 则

　 　 （Ｆ（ｘ０，ｙ，λ） ＋ εω） ∩ （ － ｉｎｔ Ｃ） ＝ ⌀，　 　 ∀ｙ ∈ Ａ（λ） ．
所以 （Ｆ（ｘ０， Ａ（λ），λ） ＋ Ｃ ＋ εω） ∩ （ － ｉｎｔ Ｃ） ＝ ⌀， 从而

　 　 ｃｌ ｃｏｎｅ（Ｆ（ｘ０， Ａ（λ），λ） ＋ Ｃ ＋ εω） ∩ （ － ｉｎｔ Ｃ） ＝ ⌀ ．
因为 λ ∈ Λ， ｘ ∈ Ａ（λ），ｙ Ｆ（ｘ，ｙ，λ） 是 Ｃ⁃次似凸的，由引理 ３ 可得 ｃｌ ｃｏｎｅ（Ｆ（ｘ，Ａ（λ），λ）
＋ Ｃ ＋ εω） 是一个凸集．由凸集分离定理可知，存在一个连续线性函数 ｈ ∈ Ｙ∗ ＼ { ０ } ， 使得

　 　 ｉｎｆ { ｈ（ ｚ）：ｚ ∈ ｃｌ ｃｏｎｅ（Ｆ（ｘ０，ｙ，λ） ＋ ｃ１ ＋ εω），ｃ１ ∈ Ｃ } ≥
　 　 　 　 ｓｕｐ { ｈ（ｃ）：ｃ ∈－ ｉｎｔ Ｃ } ． （６）

因为 ０ ∈ ｃｌ ｃｏｎｅ（Ｆ（ｘ０，ｙ，λ） ＋ ｃ１ ＋ εω）， 从而

　 　 ｉｎｆ { ｈ（ ｚ）：ｚ ∈ ｃｌ ｃｏｎｅ（Ｆ（ｘ０，ｙ，λ） ＋ ｃ１ ＋ εω），ｃ１ ∈ Ｃ } ≤ ｈ（０） ＝ ０．
结合式（６）有 ｓｕｐ { ｈ（ｃ）：ｃ ∈－ ｉｎｔ Ｃ } ≤０， 于是有 ｈ（ｃ） ≥ ０，∀ｃ ∈ ｉｎｔ Ｃ ．因为 ｈ 是连续线性

泛函， 则有 ｈ（ｃ） ≥ ０，∀ｃ∈ Ｃ ．根据对偶锥的定义知， ｈ ∈ Ｃ∗， 从而 ｈ ∈ Ｃ∗ ＼ { ０ } ．由于 ０ ∈
Ｃ， 则有 Ｆ（ｘ０，ｙ，λ） ＋ εω ⊆ Ｆ（ｘ０，ｙ，λ） ＋ εω ＋ Ｃ ．因此对任意的 ｙ∈ Ａ（λ）， 有 ｈ（Ｆ（ｘ０，ｙ，λ）
＋ εω） ＝ ｈ（Ｆ（ｘ０，ｙ，λ）） ＋ εｈ（ω） ⊆ Ｒ ＋ ．又因为 ω ∈ ｉｎｔ Ｃ 并且 ｈ ∈ Ｃ∗ ＼ { ０ } ， 所以 ｈ（ω） ＞
０ ．令 ｆ ＝ ｈ ／ ｈ（ω）， 则有 ｆ∈ Ｂ∗， ｆ（Ｆ（ｘ０，ｙ，λ）） ＋ ε ⊆ Ｒ ＋， ∀ｙ∈ Ａ（λ），也即是 ｘ０ ∈ Ｓεｆ（λ），
这表明 ｘ０ ∈∪ｆ∈Ｂ∗Ｓεｆ（λ） ．所以 ＳεＷ（λ） ⊂∪ｆ∈Ｂ∗Ｓεｆ（λ） ．

注 １　 假设映射 Ｆ在 Ｃ⁃ 凸的条件下， 可得到不同定义的近似解的标量化结果， 即文献［３］中的引理 ３．１，
文献［６］中的引理 ４．１ 和文献［１０］中的引理 ２．１．假设映射 Ｆ在 Ｃ⁃似凸的条件下， 也可以得到不同定义的近似

解的标量化结果， 即文献［４］中的定理 ３．３、文献［５］中的定理 ４．１ 和文献［９］中的引理 ３．１．当 ε ＝ ０， 映射Ｆ关

于第 ２个变量在 Ｃ⁃次似凸的条件下， 定理 １ 退化为文献［７］中的引理 ３．２．由文献［１２］ 中的式（４）可知， Ｃ⁃次
似凸的条件比 Ｃ⁃ 凸与 Ｃ⁃ 似凸更弱， 故定理 １ 推广了文献［３⁃７，９⁃１０］的相关结果．
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定理 ２　 令 Ω（λ） ≠ ⌀， ｆ ∈ Ｂ∗，λ ∈ Λ， 假设下面条件成立：
１） Ａ（λ） 是非空闭凸集；
２） λ ∈ Λ， ｙ ∈ Ａ（λ），ｘ Ｆ（ｘ，ｙ，λ） 在 Ａ（λ） 上是 Ｃ⁃ 凹的；
３） λ ∈ Λ， ｘ ∈ Ａ（λ），ｙ Ｆ（ｘ，ｙ，λ） 在 Ａ（λ） 上是 Ｃ⁃ 凸的．
则 Ｓεｆ（λ） 是一个凸集，并且 ＳεＷ（λ） 也是一个连通集．
证明　 令 ｘ１ ∈ Ｓεｆ（λ），ｘ２ ∈ Ｓεｆ（λ） 以及 ｔ ∈ ［０，１］， 则有 ｘｔ ＝ ｔｘ１ ＋ （１ － ｔ）ｘ２ ∈ Ａ（λ） ．

由 Ｓεｆ 的定义可知， ｆ（Ｆ（ｘ１，ｙ，λ）） ＋ ε ⊆Ｒ ＋， ｆ（Ｆ（ｘ２，ｙ，λ）） ＋ ε ⊆Ｒ ＋ ．进而，ｔ ｆ（Ｆ（ｘ１，ｙ，λ））
＋ ｔε ⊆ Ｒ ＋，（１ － ｔ） ｆ（Ｆ（ｘ２，ｙ，λ）） ＋ （１ － ｔ）ε ⊆ Ｒ ＋ ．于是有

　 　 ｔｆ（Ｆ（ｘ１，ｙ，λ）） ＋ （１ － ｔ） ｆ（Ｆ（ｘ２，ｙ，λ）） ＋ ε ⊆ Ｒ ＋ ． （７）

９０２１巨　 兴　 兴　 　 　 陈　 加　 伟　 　 　 张　 俊　 容　 　 　 李　 高　 西



由条件 ２）可得

　 　 Ｆ（ ｔｘ１ ＋ （１ － ｔ）ｘ２，ｙ，λ） ⊆ Ｃ ＋ ｔＦ（ｘ１，ｙ，λ） ＋ （１ － ｔ）Ｆ（ｘ２，ｙ，λ） ．
又因为 ｆ ∈ Ｂ∗， 则

　 　 ｆ（Ｆ（ｘｔ，ｙ，λ）） ⊆ Ｒ ＋ ＋ ｔｆ（Ｆ（ｘ１，ｙ，λ）） ＋ （１ － ｔ） ｆ（Ｆ（ｘ２，ｙ，λ）） ． （８）
由式（７）、（８）可得

　 　 ｆ（Ｆ（ ｚｔ，ｙ，λ）） ＋ ε ⊆ Ｒ ＋ ＋ ｔｆ（Ｆ（ｘ１，ｙ，λ）） ＋
　 　 　 　 （１ － ｔ） ｆ（Ｆ（ｘ２，ｙ，λ）） ＋ ε ⊆ Ｒ ＋ ＋ Ｒ ＋ ⊆ Ｒ ＋ ．

所以 ｘｔ ＝ ｔｘ１ ＋ （１ － ｔ）ｘ２ ∈ Ｓεｆ（λ）， 即 Ｓεｆ（λ） 是凸集， 并且是一个连通集．
下证 ＳεＷ（λ） 是一个连通集， 只需证明∩ｆ∈Ｂ∗Ｓεｆ（λ） ≠⌀ ．由条件知Ω（λ） ≠⌀， 显然有

Ω（λ） ⊆ Ｓεｆ（λ） ≠ ⌀， 所以 ∩ｆ∈Ｂ∗Ｓεｆ（λ） ≠ ⌀ ．结合引理 ２ 和定理 １ 可知，ＳεＷ（λ） 是一个连

通集．

注２　 当映射 Ｆ：Ｘ × Ｘ × Λ→ Ｒ时， 含参广义向量均衡问题（３） 退化为文献［６］ 所讨论的含参均衡问题，
并且当 Ｆ 关于第 １ 个变量 ｘ 是凹函数时， 定理 ２ 即为文献［６］中的引理 ３．３．

下面， 通过一个例子说明 ＳεＷ（λ） 是一个连通集．
例 ２　 令 Ｘ ＝ Ｒ，Ｙ ＝ Ｚ ＝ Ｒ２，Λ ＝ ［０，１］，Ｃ ＝ Ｒ２

＋ ＝ { （ｘ１，ｘ２） ∈ Ｒ２：ｘ１ ≥ ０，ｘ２ ≥ ０ } ，Ａ（Λ）
＝ ［０，λ ２ ＋ ４］，ω ＝ （１，３），ε ＝ ２， 并且 Ｆ：Ｘ × Ｘ × Λ → ２Ｚ ＼ { ⌀ } 定义如下：

　 　 Ｆ（ｘ，ｙ，λ） ＝ （ｘ － ｙ ＋ λ － ２，ｘ － ｙ － ５），　 　 ∀ｙ ∈ Ａ（λ） ．
由例子中已知条件可知 Ｆ满足定理 ２的条件，并且 Ｆ（ｘ，ｙ，λ） ＋ εω ＝ （ｘ － ｙ ＋ λ，ｘ － ｙ ＋ １） ．因
此， 为了使得（Ｆ（ｘ，ｙ，λ） ＋ εω） ∩ （ － ｉｎｔ Ｃ） ＝ ⌀，只需 ｘ － ｙ ＋ λ ≥０ 或 ｘ － ｙ ＋ １ ≥ ０， 即 ｘ
≥ （ｙ － １）ｍａｘ ＝ ４ 或者 ｘ ≥ （ｙ － λ）ｍａｘ ＝ ４， 因此只需 ｘ ≥ ４．故 ＳεＷ（λ） ＝ ［４，４ ＋ λ ２］， 从而

ＳεＷ（λ） 是一个连通集．
定理 ３　 设 ｆ ∈ Ｂ∗，λ ∈ Λ， 且下面条件成立：
１） Ａ（λ） 是非空闭凸集；
２） 对 λ ∈ Λ，ｙ ∈ Ａ（λ），ｘ Ｆ（ｘ，ｙ，λ） 在 Ａ（λ） × Ａ（λ） × Λ 上是下半连续的．
则 Ｓεｆ（λ） 是闭的．
证明　 令 { ｘｎ } ⊆ Ｓεｆ（λ）， 并且 ｘｎ → ｘ０， 则有

　 　 ｆ（Ｆ（ｘｎ，ｙ，λ）） ＋ ε ⊆ Ｒ ＋，　 　 ∀ｙ ∈ Ａ（λ） ． （９）
因为 Ａ（λ） 是闭的并且 { ｘｎ } ⊆ Ａ（λ）， 所以 ｘ０ ∈ Ａ（λ） ．对任意的 ｚ∈ Ｆ（ｘ０，ｙ，λ）， 由于 λ ∈
Λ， ｙ ∈ Ａ（λ），ｘ Ｆ（ｘ，ｙ，λ） 在 Ａ（λ） × Ａ（λ） × Λ 上是下半连续的， 所以由引理 １ 可得， 存

在 ｚｎ ∈ Ｆ（ｘｎ，ｙ，λ） 使得 ｚｎ → ｚ ．由式（９）可得

　 　 ｆ（ ｚｎ） ＋ ε ⊆ Ｒ ＋ ． （１０）
对式（１０）的左端取极限， 于是有 ｆ（ ｚ） ＋ ε ⊆ Ｒ ＋ ．因此 ｘ０ ∈ Ｓεｆ（λ） ．故 Ｓεｆ（λ） 是闭的． □

下面，讨论 Ｓεｆ（λ），Ｓε（λ），ＳεＷ（λ） 之间的关系．
定理 ４　 令 ε ＞ ０，Ω（λ） ≠ ⌀，λ ∈ Λ， 假设下面条件成立：
１） λ ∈ Λ， ｘ ∈ Ａ（λ），ｙ Ｆ（ｘ，ｙ，λ） 在 Ａ（λ） 上是 Ｃ⁃ 次似凸的；
２） Ｓεｆ（λ） 在 Ｂ∗ 上关于 ｆ 是下半连续的．
则

　 　 ∪
ｆ∈Ｂ＃

Ｓεｆ（λ） ⊆ Ｓε（λ） ⊆ ＳεＷ（λ） ＝ ∪
ｆ∈Ｂ∗

Ｓεｆ（λ） ⊆ ｃｌ（ ∪
ｆ∈Ｂ＃

Ｓεｆ（λ）） ． （１１）

证明　 由定义知 ∪ｆ∈Ｂ＃Ｓεｆ（λ） ⊆ Ｓε（λ） ⊆ ＳεＷ（λ） ．由定理 １ 得
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　 　 ＳεＷ（λ） ＝ ∪
ｆ∈Ｂ∗

Ｓεｆ（λ） ． （１２）

所以 ∪ｆ∈Ｂ＃Ｓεｆ（λ） ⊆ Ｓε（λ） ⊆ ＳεＷ（λ） ＝∪ｆ∈Ｂ∗Ｓεｆ（λ） ．

下证 ∪ｆ∈Ｂ∗Ｓεｆ（λ） ⊆ ｃｌ（∪ｆ∈Ｂ＃Ｓεｆ（λ）） ．设 ｘ－ ∈∪ｆ∈Ｂ∗Ｓεｆ（λ）， 则存在 ｆ　
－
∈ Ｂ∗ 使得 ｘ－ ∈

Ｓε ｆ　－（λ） ．令 ｈ ∈ Ｂ＃ 并且 ｆｎ ＝ （１ － １ ／ ｎ） ｆ　
－ ＋ （１ ／ ｎ）ｈ， ｎ ＝ １，２，３，…， 所以 ｆｎ ∈ Ｂ＃ ．显然当 ｎ →

＋ ∞ 时 ｆｎ → ｆ　
－
．注意到 Ｓεｆ（λ） 在Ｂ∗ 上关于 ｆ是下半连续的，通过引理１可得，存在 ｘｎ ∈ Ｓεｆｎ（λ）

⊆∪ｆ∈Ｂ＃Ｓεｆ（λ），使得 ｘｎ → ｘ－，即 ｘ－ ∈ ｃｌ（∪ｆ∈Ｂ＃Ｓεｆ（λ）） ．结合式（１２），可得式（１１）成立．

注 ３　 当 ε ＝ ０， 映射 Ａ 和映射 Ｆ 不受参数 λ 扰动影响时， 在适当条件下， 可以得到 ∪ｆ∈Ｂ＃Ｓεｆ（λ） ⊆
Ｓε（λ） ⊆ ＳεＷ（λ） ＝∪ｆ∈Ｂ∗Ｓεｆ（λ） ⊆ ｃｌ（∪ｆ∈Ｂ＃Ｓεｆ（λ））， 即文献［３］中的引理 ５．３、文献［４］中的定理 ３．５、文献

［９］中的定理 ３．２ 以及文献［１０］中的引理 ２．２．

４　 结　 　 论

本文主要研究了含参广义向量均衡问题的几类近似解， 通过举例说明了几类近似解的存

在性．借助函数的 Ｃ⁃ 次似凸性， 建立了该类含参广义向量均衡问题 ε⁃ 弱近似解的标量化特

征， 并借助这个标量化结果研究了含参广义向量均衡问题近似解集的连通性．通过举例说明

所得结果的正确性，主要推广了文献［３，６⁃７，９，１３⁃１５］的相关结果．
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