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摘要：　 Ｌａｓｏｔａ⁃Ｗａｚｅｗｓｋａ 模型常被用来描述动物体内红血球的再生情况．基于 Ｂａｎａｃｈ 压缩映射原

理同时构造合适的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数，针对一类带时滞的 Ｌａｓｏｔａ⁃Ｗａｚｅｗｓｋａ 模型研究了其伪概周期解

的存在性、唯一性及全局吸引性．该文结果具有一定的优越性，且能够使关于 Ｌａｓｏｔａ⁃Ｗａｚｅｗｓｋａ 模型

动力学行为的刻画更加丰富．

关　 键　 词：　 Ｌａｓｏｔａ⁃Ｗａｚｅｗｓｋａ 模型；　 伪概周期解；　 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数；　 全局吸引性

中图分类号：　 Ｏ１７５　 　 　 文献标志码：　 Ａ ＤＯＩ： １０．２１６５６ ／ １０００⁃０８８７．３８０２５６

引　 　 言

Ｌａｓｏｔａ⁃Ｗａｚｅｗｓｋａ 模型常被用来描述动物体内红血球的再生情况，是 Ｗａｚｅｗｓｋａ⁃Ｃｚｙｚｅｗｓｋａ
和 Ｌａｓｏｔａ 首先提出并研究的［１］ ．近些年来，许多学者对该模型（及更一般形式的 Ｌａｓｏｔａ⁃Ｗａｚｅｗｓ⁃
ｋａ 模型）的周期解的存在唯一性［２⁃３］、分岔［４⁃５］、概周期解的存在唯一性［６⁃９］等进行了研究．在实

际生活中，由于人类活动和工业的生态效应（比如制造业对于大气、河流、土壤的污染等），物
种的实际生存环境总是具有伪周期特征．显然，动物体内的环境与动物的实际生存环境息息相

关．因此， 对于 Ｌａｓｏｔａ⁃Ｗａｚｅｗｓｋａ 模型，本文假设动物体内环境具有伪概周期特征，在此基础上，
考虑该模型伪概周期解（即，概周期基础上加遍历项）的存在性等．事实上，对于该类模型已有

少量文献研究其伪概周期解的存在性等［１０⁃１１］ ．文献［１０］考虑了具有分布时滞的 Ｌａｓｏｔａ⁃Ｗａｚｅ⁃
ｗｓｋａ 模型伪概周期解的存在性．在文献［１０］的基础上，Ｒｉｈａｎｉ 等在文献［１１］中增加常数时滞，
研究了带常数及分布时滞的 Ｌａｓｏｔａ⁃Ｗａｚｅｗｓｋａ 模型伪概周期解的存在唯一性及稳定性．但是，
显然易见，各种模型的动力学行为和时滞密切相关［１２⁃１３］，时滞为常数不随时间改变是一种理

想情况．基于此，本文将研究一类时滞依赖时间变化的 Ｌａｓｏｔａ⁃Ｗａｚｅｗｓｋａ 模型的伪概周期解的

存在性、唯一性及全局吸引性．显然，本文的研究内容有别于已有文献的工作，而且在文章的第

３ 节也将举例说明本文的结果具有一定的优越性．

１　 预 备 知 识

在阐述本文的主要结论前，首先列出所需的一些预备知识及假设．以下关于概周期函数及
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伪概周期函数的定义及性质可参见文献［１４］．
定义 １　 称连续函数 ｆ（·）：Ｒ→Ｒ是概周期函数是指对于任意的 ε ＞ ０，存在 ｌ（ε） ＞ ０ 使

得在任意长度为 ｌ 的区间内至少存在数 τ 满足 ｆ（ ｔ ＋ τ） － ｆ（ ｔ） ＜ ε，∀ｔ ∈ Ｒ，全体 τ 组成的

集合 Ｔ（ ｆ·ε） 被称为函数 ｆ 的 ε 稠密集， 用 ＰＡ（Ｒ） 表示全体概周期函数组成的集合．
定义 ２　 称连续函数 ｆ（·）：Ｒ→Ｒ是伪概周期函数是指 ｆ（·） 可写成 ｆ（·） ＝ ｆ１（·） ＋ ｆ０（·），

其中

　 　 ｆ１（·） ∈ ＰＡ（Ｒ），

　 　 ｆ０（·） ∈ Ｐ０（Ｒ） ＝ ｇ（·） ｜ ｇ（·） ∈ Ｃ（Ｒ）： ｌｉｍ
Ｔ→＋¥

１
２Ｔ ∫

Ｔ

－Ｔ
｜ ｇ（ ｔ） ｜ ｄｔ ＝ ０{ } ，

ｆ１（·） 和 ｆ０（·） 分别被称为伪概周期函数 ｆ（·） 的概周期分量和遍历扰动，用 ＰＰ（Ｒ） 表示全体

伪概周期函数组成的集合．
引理 １　 如果 Ｆ（·）：Ｒ → Ｒ 是一致连续的， ｆ（·） ∈ ＰＡ（Ｒ）， ｆ（·） 的值域被包含在 Ｆ（·）

的定义域内，那么， Ｆ（ ｆ（·）） ∈ ＰＡ（Ｒ） ．
引理 ２　 假设 ｆ（·） 是定义在 ［０， ＋ ∞） 上的非负函数，在 ［０， ＋ ∞） 上可积且一致连续，

则 ｌｉｍｔ→＋∞ ｆ（ ｔ） ＝ ０．

２　 主 要 结 果

在这一部分，将利用 Ｂａｎａｃｈ 压缩映射原理、Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数及一些不等式分析技巧研究 Ｌａ⁃
ｓｏｔａ⁃Ｗａｚｅｗｓｋａ 模型

　 　 ｘ′（ ｔ） ＝ － α（ ｔ）ｘ（ ｔ） ＋ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
β ｉ（ ｔ）ｅ

－γ ｉ（ ｔ）ｘ（ ｔ －ｈ（ ｔ）） （１）

的伪概周期解的存在性、唯一性及全局吸引性．为此，本文总是规定以下假设（Ｈ）成立：
（Ｈ） α（·） 是概周期函数且满足 ｉｎｆｔ∈Ｒα（ ｔ） ＝ α － ＞ ０，β ｉ（·），γ ｉ（·） 均为正的伪概周期函

数， ｉ ＝ １，２，…，ｎ，ｈ（·） 是伪概周期函数且存在 ｈ∗ ＜ １ 使得 ｈ′ ≤ ｈ∗ ．
为了研究方程（１）的伪概周期解的存在性，先考虑方程（１）对应的齐次方程：
　 　 ｘ′（ ｔ） ＝ － α（ ｔ）ｘ（ ｔ） ．

该方程的解可表示为

　 　 ｘ（ ｔ；ｔ０，ｘ０） ＝ Ｘ（ ｔ，ｔ０）ｘ０， ｘ（ ｔ０） ＝ ｘ０，　 　 ｔ０， ｘ０ ∈ Ｒ，
其中

　 　 Ｘ（ ｔ，ｓ） ＝ ｅｘｐ { － ∫ｔ
ｓ
α（ｕ）ｄｕ } ．

对于 Ｘ（ ｔ，ｓ）， 有如下引理．
引理 ３［１５］ 　 对 ∀ε ＞ ０ 及 τ ∈ Ｔ（α，ε） 均有

　 　 ｜ Ｘ（ ｔ ＋ τ，ｓ ＋ τ） － Ｘ（ ｔ，ｓ） ｜ ≤ ε（ ｔ － ｓ）ｅ －α －（ ｔ －ｓ），　 　 ∀ｔ，ｓ ∈ Ｒ， ｔ ≥ ｓ ．
为表达方便， 对任意正的连续函数 ｆ， 记

　 　 ｆ ＋ ＝ ｓｕｐ
ｔ∈Ｒ

ｆ（ ｔ）， ｆ － ＝ ｉｎｆ
ｔ∈Ｒ

ｆ（ ｔ），

则， 本文的主要结论如下．

定理 １　 若假设（Ｈ）成立且 ∑ ｎ

ｉ ＝ １
β ＋

ｉ γ
＋
ｉ ＜ α －， 则方程（１）存在唯一严格正的伪概周期

解，且该解是全局吸引的．
证明　 首先基于压缩映射原理证明方程（１）伪概周期解的存在唯一性，令
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　 　 Ｕ ＝ { ｘ（·） ∈ ＰＰ（Ｒ）， ｍ ≤ ｘ（ ｔ） ≤ Ｍ } ，
其中

　 　 Ｍ ＝ １
α －∑

ｎ

ｉ ＝ １
β ＋

ｉ ， ｍ ＝ １
α ＋∑

ｎ

ｉ ＝ １
β －

ｉ ｅ
－γ ＋ｉ Ｍ ．

对 ∀ｘ ∈ Ｕ， 定义 ‖ｘ‖ ＝ ｓｕｐｔ∈Ｒ ｜ ｘ（ ｔ） ｜ ， 则 Ｕ 是一个 Ｂａｎａｃｈ 空间．定义算子 Ｆ：

　 　 { Ｆｘ } （ ｔ） ＝ ∫ｔ
－∞

Ｘ（ ｔ，ｓ）∑
ｎ

ｉ ＝ １
β ｉ（ ｓ）ｅ

－γ ｉ（ ｓ）ｘ（ ｓ－ｈ（ ｓ））ｄｓ ．

对于 ∀ｘ，ｙ ∈ Ｕ，

　 　 ‖Ｆｘ － Ｆｙ‖ ＝ ｓｕｐ
ｔ∈Ｒ ∫ｔ

－∞
Ｘ（ ｔ，ｓ）∑

ｎ

ｉ ＝ １
β ｉ（ ｓ）（ｅ

－γ ｉ（ ｓ）ｘ（ ｓ－ｈ（ ｓ）） － ｅ －γ ｉ（ ｓ）ｙ（ ｓ－ｈ（ ｓ）））ｄｓ ≤

　 　 　 　 ｓｕｐ
ｔ∈Ｒ ∫

ｔ

－∞
Ｘ（ ｔ，ｓ）∑

ｎ

ｉ ＝ １
β ＋

ｉ γ
＋
ｉ ｜ ｘ（ ｓ － ｈ（ ｓ）） － ｙ（ ｓ － ｈ（ ｓ）） ｜ ｄｓ ＝

　 　 　 　 ｓｕｐ
ｔ∈Ｒ

∑
ｎ

ｉ ＝ １
β ＋

ｉ γ
＋
ｉ ‖ｘ － ｙ‖ ∫ｔ

－∞
Ｘ（ ｔ，ｓ）ｄｓ ≤

　 　 　 　 １
α －∑

ｎ

ｉ ＝ １
β ＋

ｉ γ
＋
ｉ ‖ｘ － ｙ‖ ．

由于

　 　 １
α －∑

ｎ

ｉ ＝ １
β ＋

ｉ γ
＋
ｉ ＜ １，

故 Ｆ：Ｕ → Ｕ 是一个压缩映射．因此，为了说明方程（１）存在唯一的严格正的伪概周期解，只需

证明 Ｆ 是从 Ｕ 映到 Ｕ 的算子．首先， ∀ｘ ∈ Ｕ， 易知

　 　 ‖Ｆｘ‖ ≤ ｓｕｐ
ｔ∈Ｒ ∫

ｔ

－∞
Ｘ（ ｔ，ｓ）∑

ｎ

ｉ ＝ １
β ｉ（ ｓ）ｅ

－γ ｉ（ ｓ）ｘ（ ｓ－ｈ（ ｓ）） ｄｓ ≤

　 　 　 　 ｓｕｐ
ｔ∈Ｒ ∫

ｔ

－∞
ｅ －α －（ ｔ －ｓ）∑

ｎ

ｉ ＝ １
β ＋

ｉ ｄｓ ≤

　 　 　 　 １
α －∑

ｎ

ｉ ＝ １
β ＋

ｉ ＝ Ｍ，

　 　 ‖Ｆｘ‖ ≥ ｓｕｐ
ｔ∈Ｒ ∫ｔ

－∞
ｅ －α ＋（ ｔ －ｓ）∑

ｎ

ｉ ＝ １
β －

ｉ ｅ
－γ ＋ｉ Ｍｄｓ ≥

　 　 　 　 １
α ＋∑

ｎ

ｉ ＝ １
β －

ｉ ｅ
－γ ＋ｉ Ｍ ＝ ｍ，

即， ｍ ≤ { Ｆｘ } （ ｔ） ≤ Ｍ，∀ｔ ∈ Ｒ ．接下来， 证明 { Ｆｘ } （ ｔ） 的伪概周期性．因为 ｘ（·），ｈ（·），
γ ｉ（·），β ｉ（·） ∈ ＰＰ（Ｒ）， 故

　 　 ｘ（·） ＝ ｘ１（·） ＋ ｘ０（·）， ｈ（·） ＝ ｈ１（·） ＋ ｈ０（·），
　 　 γ ｉ（·） ＝ γ ｉ１（·） ＋ γ ｉ０（·）， β ｉ（·） ＝ β ｉ１（·） ＋ β ｉ０（·），

其中

　 　 ｘ１（·）， ｈ１（·）， γ ｉ１（·）， β ｉ１（·） ∈ ＰＡ（Ｒ），
　 　 ｘ０（·）， ｈ０（·）， γ ｉ０（·）， β ｉ０（·） ∈ Ｐ０（Ｒ），

式中 ｉ ＝ １，２，…，ｎ ．令

　 　 { Ｆ１ｘ } （ ｔ） ＝ ∫ｔ
－∞

Ｘ（ ｔ，ｓ）∑
ｎ

ｉ ＝ １
β ｉ１（ ｓ）ｅ

－γ ｉ１（ ｓ）ｘ１（ ｓ－ｈ１（ ｓ））ｄｓ，
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　 　 { Ｆ０ｘ } （ ｔ） ＝ ∫ｔ
－∞

Ｘ（ ｔ，ｓ）∑
ｎ

ｉ ＝ １
β ｉ（ ｓ）ｅ

－γ ｉ（ ｓ）ｘ（ ｓ－ｈ（ ｓ））ｄｓ －

　 　 　 　 ∫ｔ
－∞

Ｘ（ ｔ，ｓ）∑
ｎ

ｉ ＝ １
β ｉ１（ ｓ）ｅ

－γ ｉ１（ ｓ）ｘ１（ ｓ－ｈ１（ ｓ））ｄｓ，

则

　 　 { Ｆｘ } （ ｔ） ＝ { Ｆ１ｘ } （ ｔ） ＋ { Ｆ０ｘ } （ ｔ） ．
为了证明 { Ｆｘ } （ ｔ） ∈ ＰＰ（Ｒ）， 只需证明 { Ｆ１ｘ } （ ｔ） ∈ ＰＡ（Ｒ） 且 { Ｆ０ｘ } （ ｔ） ∈ Ｐ０（Ｒ） ．由

引理 １ 和 ｘ１ 的一致连续性知 ｅ －γ ｉ１（ ｓ）ｘ１（ ｓ－ｈ１（ ｓ）） ∈ ＰＡ（Ｒ）， 任取

　 　 τ ∈ Ｔ（α（·），ε） ∩ Ｔ（β ｉ１（·），ε） ∩ Ｔ（ｅ －γ ｉ１（·）ｘ１（·－ｈ１），ε），
同时结合引理 ３，可得

　 　 ‖Ｆ１ｘ（·＋ τ） － Ｆ１ｘ（·）‖ ＝ ｓｕｐ
ｔ∈Ｒ ∫ｔ ＋τ

－∞
Ｘ（ ｔ ＋ τ，ｓ）∑

ｎ

ｉ ＝ １
β ｉ１（ ｓ）ｅ

－γ ｉ１（ ｓ）ｘ１（ ｓ－ｈ１（ ｓ））ｄｓ －

　 　 　 　 ∫ｔ
－∞

Ｘ（ ｔ，ｓ）∑
ｎ

ｉ ＝ １
β ｉ１（ ｓ）ｅ

－γ ｉ１（ ｓ）ｘ１（ ｓ－ｈ１（ ｓ））ｄｓ ＝

　 　 　 　 ｓｕｐ
ｔ∈Ｒ ∫ｔ

－∞
Ｘ（ ｔ ＋ τ，ｓ ＋ τ）∑

ｎ

ｉ ＝ １
β ｉ１（ ｓ ＋ τ）ｅ －γ ｉ１（ ｓ＋τ）ｘ１（ ｓ＋τ －ｈ１（ ｓ＋τ）） －

　 　 　 　 Ｘ（ ｔ，ｓ）∑
ｎ

ｉ ＝ １
β ｉ１（ ｓ）ｅ

－γ ｉ１（ ｓ）ｘ１（ ｓ－ｈ１（ ｓ））ｄｓ ≤

　 　 　 　 ｓｕｐ
ｔ∈Ｒ ∫

ｔ

－∞
（Ｘ（ ｔ ＋ τ，ｓ ＋ τ） － Ｘ（ ｔ，ｓ））∑

ｎ

ｉ ＝ １
β ｉ１（ ｓ ＋ τ）ｅ －γ ｉ１（ ｓ＋τ）ｘ１（ ｓ＋τ －ｈ１（ ｓ＋τ）） ｄｓ ＋

　 　 　 　 ｓｕｐ
ｔ∈Ｒ ∫

ｔ

－∞
Ｘ（ ｔ，ｓ）∑

ｎ

ｉ ＝ １
（β ｉ１（ ｓ ＋ τ）ｅ －γ ｉ１（ ｓ＋τ）ｘ１（ ｓ＋τ －ｈ１（ ｓ＋τ）） －

　 　 　 　 β ｉ１（ ｓ）ｅ
－γ ｉ１（ ｓ）ｘ１（ ｓ－ｈ１（ ｓ））） ｄｓ ≤

　 　 　 　 ｓｕｐ
ｔ∈Ｒ ∫

ｔ

－∞
ε（ ｔ － ｓ）ｅ －α －（ ｔ －ｓ）∑

ｎ

ｉ ＝ １
β ＋

ｉ１ｄｓ ＋

　 　 　 　 ｓｕｐ
ｔ∈Ｒ ∫

ｔ

－∞
ｅ －α －（ ｔ －ｓ） ∑

ｎ

ｉ ＝ １
β ｉ１（ ｓ ＋ τ）［ｅ －γ ｉ１（ ｓ＋τ）ｘ１（ ｓ＋τ －ｈ１（ ｓ＋τ）） － ｅ －γ ｉ１（ ｓ）ｘ１（ ｓ－ｈ１（ ｓ））］ ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｉ ＝ １
［β ｉ１（ ｓ ＋ τ） － β ｉ１（ ｓ）］ｅ

－γ ｉ１（ ｓ）ｘ（ ｓ－ｈ（ ｓ）） ｄｓ ≤

　 　 　 　 ε∑
ｎ

ｉ ＝ １

β ＋
ｉ１

（α －） ２
＋ ｓｕｐ

ｔ∈Ｒ ∫
ｔ

－∞
ｅ －α －（ ｔ －ｓ） (∑

ｎ

ｉ ＝ １
β ＋

ｉ１ ＋ ｎ )εｄｓ ≤

　 　 　 　
∑

ｎ

ｉ ＝ １
β ＋

ｉ１（１ ＋ α －） ＋ ｎα －

（α －） ２ ε ．

由此可得 { Ｆ１ｘ } （ ｔ） ∈ ＰＡ（Ｒ） ．接下来， 证明 { Ｆ０ｘ } （ ｔ） ∈ Ｐ０（Ｒ）， 即证明

　 　 ｌｉｍ
２Ｔ→∞

１
２Ｔ ∫

Ｔ

－Ｔ
Ｆ０ｘ（ ｔ） ｄｔ ＝ ０．

因为， 方程（１）的解 ｘ（·） 导数有界，故其概周期分量 ｘ１（·） 导数有界．除此之外，由于

　 　 β ｉ（·）， γ ｉ（·）， ｈ１（·） ∈ ＰＰ（Ｒ）， β ｉ１（·）， γ ｉ１（·）， ｈ１（·） ∈ ＰＡ（Ｒ），
　 　 β ｉ０（·），γ ｉ０（·），ｈ０（·） ∈ Ｐ０（Ｒ），

故存在 Ｎ ＞ ０ 使得对 ∀ｓ ∈ Ｒ，
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　 　 ∑
ｎ

ｉ ＝ １
｜ β ｉ１（ ｓ）ｘ（ ｓ － ｈ（ ｓ）） ｜ ＜ Ｎ， ∑

ｎ

ｉ ＝ １
｜ β ｉ１（ ｓ）γ ｉ１（ ｓ） ｜ ＜ Ｎ，

　 　 ∑
ｎ

ｉ ＝ １
｜ β ｉ１（ ｓ）γ ｉ１（ ｓ）ｘ′１（ ｓ） ｜ ＜ Ｎ，

且

　 　 ∑
ｎ

ｉ ＝ １
β ｉ（ ｓ）ｅ

－γ ｉｘ（ ｓ－ｈ（ ｓ）） － ∑
ｎ

ｉ ＝ １
β ｉ１（ ｓ）ｅ

－γ ｉ１ｘ１（ ｓ－ｈ１（ ｓ）） ＜ Ｎ ．

为了证明 { Ｆ０ｘ } （ ｔ） ∈ Ｐ０（Ｒ）， 首先给出如下事实：

　 　 １
２Ｔ ∫

Ｔ

－Ｔ
ｘ０（ ｓ － ｈ（ ｓ）） ｄｓ ≤ １

２Ｔ∫
Ｔ－ｈ（Ｔ）

－Ｔ－ｈ（ －Ｔ）
ｘ０（ ｔ）

１
１ － ｈ∗ ｄｔ ＝

　 　 　 　 １
２Ｔ (∫－Ｔ

－Ｔ－ｈ（ －Ｔ）
＋ ∫Ｔ

－Ｔ
＋ ∫Ｔ－ｈ（Ｔ）

Ｔ
) ｘ０（ ｔ）

１
１ － ｈ∗ ｄｔ → ０，　 　 Ｔ → ∞ ．

基于此，对于 { Ｆ０ｘ } （ ｔ） 而言，

　 　 ０ ≤ １
２Ｔ ∫

Ｔ

－Ｔ
｜ Ｆ０ｘ（ ｔ） ｜ ｄｔ ≤

　 　 　 　 １
２Ｔ ∫

Ｔ

－Ｔ
∫ｔ

－∞
Ｘ（ ｔ，ｓ）∑

ｎ

ｉ ＝ １
（β ｉ（ ｓ）ｅ

－γ ｉ（ ｓ）ｘ（ ｓ－ｈ（ ｓ）） － β ｉ１（ ｓ）ｅ
－γ ｉ１（ ｓ）ｘ１（ ｓ

－ｈ１（ ｓ））） ｄｓｄｔ ≤

　 　 　 　 １
２Ｔ∫

－Ｔ

－∞
∫Ｔ

－Ｔ
Ｘ（ ｔ，ｓ）∑

ｎ

ｉ ＝ １
（β ｉ（ ｓ）ｅ

－γ ｉ（ ｓ）ｘ（ ｓ－ｈ（ ｓ）） － β ｉ１（ ｓ）ｅ
－γ ｉ１（ ｓ）ｘ１（ ｓ

－ｈ１（ ｓ））） ｄｔｄｓ ＋

　 　 　 　 １
２Ｔ ∫

Ｔ

－Ｔ
∫Ｔ
ｓ

Ｘ（ ｔ，ｓ）∑
ｎ

ｉ ＝ １
（β ｉ（ ｓ）ｅ

－γ ｉ（ ｓ）ｘ（ ｓ－ｈ（ ｓ）） － β ｉ１（ ｓ）ｅ
－γ ｉ１（ ｓ）ｘ１（ ｓ

－ｈ１（ ｓ））） ｄｔｄｓ ≤

　 　 　 　 １
２Ｔ∫

－Ｔ

－∞
∫Ｔ

－Ｔ
ｅ －α －（ ｔ －ｓ）Ｎｄｔｄｓ ＋ １

２Ｔ ∫
Ｔ

－Ｔ
∫Ｔ
ｓ
ｅ －α －（ ｔ －ｓ） ∑

ｎ

ｉ ＝ １
β ｉ０（ ｓ）ｅ

－γ ｉ（ ｓ）ｘ（ ｓ－ｈ（ ｓ）） ｄｔｄｓ ＋

　 　 　 　 １
２Ｔ ∫

Ｔ

－Ｔ
∫Ｔ
ｓ
ｅ －α －（ ｔ －ｓ） ∑

ｎ

ｉ ＝ １
β ｉ１（ ｓ）（ｅ

－γ ｉ（ ｓ）ｘ（ ｓ－ｈ（ ｓ）） － ｅ －γ ｉ１（ ｓ）ｘ１（ ｓ－ｈ１（ ｓ））） ｄｔｄｓ ≤

　 　 　 　 Ｎ（１ － ｅ －２α －Ｔ）
２Ｔ （α －） ２

＋ １
α －∑

ｎ

ｉ ＝ １

１
２Ｔ ∫

Ｔ

－Ｔ
｜ β ｉ０（ ｓ） ｜ ｄｓ ＋

　 　 　 　 １
α －

１
２Ｔ ∫

Ｔ

－Ｔ
∑

ｎ

ｉ ＝ １
β ｉ１（ ｓ）γ ｉ０（ ｓ）ｘ（ ｓ － ｈ（ ｓ）） ｄｓ ＋

　 　 　 　 １
α －

１
２Ｔ ∫

Ｔ

－Ｔ
∑

ｎ

ｉ ＝ １
β ｉ１（ ｓ）γ ｉ１（ ｓ）（ｘ０（ ｓ － ｈ（ ｓ）） ＋ ‖ｘ′１‖ｈ０（ ｓ）） ｄｓ ≤

　 　 　 　 Ｎ（１ － ｅ －２α －Ｔ）
２Ｔ（α －） ２

＋ １
α －∑

ｎ

ｉ ＝ １

１
２Ｔ ∫

Ｔ

－Ｔ
｜ β ｉ０（ ｓ） ｜ ｄｓ ＋ ∑

ｎ

ｉ ＝ １

Ｎ
α －

１
２Ｔ ∫

Ｔ

－Ｔ
｜ γ ｉ０（ ｓ） ｜ ｄｓ ＋

　 　 　 　 Ｎ
α －

１
２Ｔ ∫

Ｔ

－Ｔ
｜ ｈ０（ ｓ） ｜ ｄｓ ＋ Ｎ

α －

１
２Ｔ ∫

Ｔ

－Ｔ
｜ ｘ０（ ｓ － ｈ（ ｓ）） ｜ ｄｓ → ０，　 　 Ｔ → ∞ ．

因此， { Ｆ０ｘ } （ ｔ） ∈ Ｐ０（Ｒ）， 从而 { Ｆｘ } （ ｔ） ∈ ＰＰ（Ｒ）， 这就说明了 Ｆ 是从 Ｕ 映到 Ｕ 的算子．因
此， 根据压缩映射原理知方程（１）存在唯一的严格正的伪概周期解．接下来证明这个伪概周期

解是全局吸引的，设 ｘ 是方程的任意解， ｘ∗ 是方程的伪概周期解，令

　 　 Ａ ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
β ＋

ｉ γ
＋
ｉ

１
１ － ｈ∗，

构造 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数：
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　 　 Ｖ（ ｔ） ＝｜ ｘ（ ｔ） － ｘ∗（ ｔ） ｜ ＋ Ａ ∫ｔ
ｔ －ｈ（ ｔ）

｜ ｘ（ ｓ） － ｘ∗（ ｓ） ｜ ｄｓ，

则

　 　 Ｄ ＋ Ｖ（ ｔ） ＝ ｓｇｎ ｜ ｘ（ ｔ） － ｘ∗（ ｔ） ｜ { － α（ ｔ）［ｘ（ ｔ） － ｘ∗（ ｔ）］ ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｉ ＝ １
β ｉ（ ｔ）［ｅ

－γ ｉ（ ｔ）ｘ（ ｔ －ｈ（ ｔ）） － ｅ －γ ｉ（ ｔ）ｘ∗（ ｔ －ｈ（ ｔ））］ } ＋

　 　 　 　 Ａ ｜ ｘ（ ｔ） － ｘ∗（ ｔ） ｜ － Ａ（１ － ｈ′（ ｔ）） ｜ ｘ（ ｔ － ｈ（ ｔ）） － ｘ∗（ ｔ － ｈ（ ｔ）） ｜ ≤

　 　 　 　 ｓｇｎ ｜ ｘ（ ｔ） － ｘ∗（ ｔ） ｜ { － α（ ｔ）［ｘ（ ｔ） － ｘ∗（ ｔ）］ ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｉ ＝ １
β ｉ（ ｔ）γ ｉ（ ｔ） ｜ ｘ（ ｔ － ｈ（ ｔ）） － ｘ∗（ ｔ － ｈ（ ｔ）） ｜ } ＋

　 　 　 　 Ａ ｜ ｘ（ ｔ） － ｘ∗（ ｔ） ｜ － Ａ（１ － ｈ′（ ｔ）） ｜ ｘ（ ｔ － ｈ（ ｔ）） － ｘ∗（ ｔ － ｈ（ ｔ）） ｜ ≤

　 　 　 　 － α － ｜ ｘ（ ｔ） － ｘ∗（ ｔ） ｜ ＋ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
β ＋

ｉ γ
＋
ｉ ｜ ｘ（ ｔ － ｈ（ ｔ）） － ｘ∗（ ｔ － ｈ（ ｔ）） ｜ ＋

　 　 　 　 Ａ ｜ ｘ（ ｔ） － ｘ∗（ ｔ） ｜ － Ａ（１ － ｈ′（ ｔ）） ｜ ｘ（ ｔ － ｈ（ ｔ）） － ｘ∗（ ｔ － ｈ（ ｔ）） ｜ ＝
　 　 　 　 － （α － － Ａ） ｜ ｘ（ ｔ） － ｘ∗（ ｔ） ｜ ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｉ ＝ １
β ＋

ｉ γ
＋
ｉ １ － １ － ｈ′（ ｔ）

１ － ｈ∗
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｜ ｘ（ ｔ － ｈ（ ｔ）） － ｘ∗（ ｔ － ｈ（ ｔ）） ｜ ≤

　 　 　 　 － （α － － Ａ） ｜ ｘ（ ｔ） － ｘ∗（ ｔ） ｜ ，　 　 ∀ｔ ≥ ｔ０ ．
因此可得

　 　 Ｖ（ ｔ） ＋ （α － － Ａ） ∫ｔ
ｔ０
｜ ｘ（ ｓ） － ｘ∗（ ｓ） ｜ ｄｓ ＜ Ｖ（ ｔ０） ＜ ＋ ∞，　 　 ∀ｔ ≥ ｔ０ ．

进一步地

　 　 ∫ｔ
ｔ０
｜ ｘ（ ｓ） － ｘ∗（ ｓ） ｜ ｄｓ ＜ ＋ ∞，　 　 ∀ｔ ≥ ｔ０ ．

另外，由于 ｘ（ ｔ） 和 ｘ∗（ ｔ） 在 ［ ｔ０， ＋ ∞） 上导数有界，故 ｜ ｘ（ ｔ） － ｘ∗（ ｔ） ｜ 一致连续，因此，由引

理 ２ 可得， ｌｉｍｔ→＋∞ ｘ（ ｔ） － ｘ∗（ ｔ） ＝ ０， 因此方程任意的解均收敛到伪概周期解．证毕．

３　 结　 　 论

对于 Ｌａｓｏｔａ⁃Ｗａｚｅｗｓｋａ 模型，绝大部分文献主要研究其周期解、概周期解的存在性，本文关

注该模型的伪概周期解的存在唯一性及全局吸引性．下面的例子说明本文的结果具有一定的

优越性．
例　 令

　 　 α（ ｔ） ＝ ８ ＋ ｃｏｓ２ ｔ，

　 　 β ｉ（ ｔ） ＝ １
ｎ

１ ＋ １
１ ＋ ｔ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， γ ｉ（ ｔ） ＝ ｃｏｓ２ ｔ ＋ １

２
ｅ －ｔ２，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ，

　 　 ｈ（ ｔ） ＝ ｅ －ｔ２，
此时，方程（１）转变为

　 　 ｘ′（ ｔ） ＝ － （８ ＋ ｃｏｓ２ ｔ）ｘ（ ｔ） ＋ ∑
ｎ

ｉ ＝ １

１
ｎ

１ ＋ １
１ ＋ ｔ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ －（ｃｏｓ２ｔ ＋ｅ －ｔ２ ／ ２）ｘ（ ｔ －ｅ －ｔ２） ． （２）

显然， α（·） ∈ ＰＡ（Ｒ），β ｉ（·），γ ｉ（·） 均为正的伪概周期函数， ｉ ＝ １，２，…，ｎ；ｈ（·） 是伪概周期
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函数且存在 ｈ∗ ＜ １ 使得 ｈ′ ≤ ｈ∗ ．除此之外，

　 　 α － ＝ ８ ＞ ０， β ＋
ｉ ≤ ２

ｎ
， γ ＋

ｉ ≤ ３
２
， ∑

ｎ

ｉ ＝ １
β ＋

ｉ γ
＋
ｉ ≤ ３ ＜ α －，

因此，定理 １ 的条件均满足．由定理 １ 知，方程（２）存在唯一严格正的伪概周期解，且该解是全

局吸引的．
显然， 时滞 ｈ（ ｔ） ＝ ｅ －ｔ２ 是关于 ｔ 的函数，并非常数．因此，利用文献［８］无法判断方程（２）的

伪概周期解的存在性．当然，唯一性和全局吸引性也就无从谈起．因此，该例说明本文的研究结

果具有一定的优越性．
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