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摘要：　 研究了节点数不同的不确定时空网络的指数外同步问题．首先，基于 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 稳定性定

理，通过设计合理的控制器，实现了两个节点数不同的不确定时空网络的指数外同步．进一步确定

了表示网络拓扑结构的耦合矩阵元和反馈强度的自适应律．最后，以一维 Ｂｕｒｇｅｒｓ 系统和 Ｌｏｇｉｓｔｉｃ 系

统构成的时空网络为例进行了仿真模拟．结果表明，整个网络存在稳定的指数外同步现象．并且同

步的速率依赖于可调参数，而网络节点数不影响整个网络同步的稳定性，说明该同步方案具有一

定的普适性．
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引　 　 言

自然界中存在着多种实际的网络系统．因此，对复杂网络的相关研究已成为众多科学领域

研究的热点方向，许多有价值的研究成果已被报道［１⁃８］ ．在复杂网络各种各样的动态行为中，同
步作为一个典型的以及重要的网络集体行为，受到了国际国内学者的极大关注［９⁃１２］ ．复杂网络

的同步分为内同步和外同步，其中外同步在实际领域中的应用较为广泛，例如禽流感、Ｈ１Ｎ１
流感和 ＡＩＤＳ 等各类传染病在不同社区中传播．因此，复杂网络的外同步研究对实际应用领域

更具借鉴意义［１３⁃１８］ ．
对于不同的复杂网络，通常有不同的节点动态、不同的节点数或不同的拓扑结构．在广泛

研究的同步问题中，多是以相同节点组成的复杂网络为模型［１９⁃２３］，而现实世界中的复杂网络

可以由不同类型的节点组成，因此对相同节点组成的网络的同步研究具有一定的局限性．例如

以多机器人体系为例，这个系统可以看作是由机器人节点组成的动态系统，每个机器人都有不

同的结构和不同的参数．因此，每个机器人模型处于不同的动态，则多机器人体系是一个由不

同节点组成的动态网络系统．一般来说，如果复杂网络有不同的节点，则相同节点的复杂网络

同步的方法不再适用．鉴于此种状况，对不同节点的复杂网络的同步研究引起了人们的关注．
Ｗａｎｇ 等通过 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数法和收敛性的差值分析研究了异构复杂切换网络的有界同步［２４］ ．
Ｚｈａｎｇ 等基于图论、Ｌｙａｐｕｎｏｖ 稳定性理论和状态反馈控制技术实现了 Ｍａｒｋｏｖｉａｎ 切换耦合随机

网络的指数同步［２５］ ．Ｗａｎｇ 等通过构造一个 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数使切换拓扑结构的复杂网络达到了

５１２

　 应用数学和力学，第 ３９ 卷 第 ２ 期
　 ２０１８ 年 ２ 月 １５ 日出版

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ　
　 　 Ｖｏｌ．３９，Ｎｏ．２，Ｆｅｂ．１５，２０１８

∗ 收稿日期：　 ２０１７⁃０７⁃２０； 修订日期：　 ２０１７⁃１１⁃１４
作者简介：　 荣婷婷（１９９２—），女，朝鲜族，硕士（通讯作者． Ｅ⁃ｍａｉｌ： ４２１７８７８００＠ ｑｑ．ｃｏｍ）．



同步［２６］ ．Ｗｕ 等通过使用自适应控制方案实现了具有时滞耦合的两个不同的一般复杂网络的

广义投影同步［２７］ ．
但是，上述文献中对同步研究所采用的网络模型的连接方式都是固定不变的，即耦合矩阵

的连接是恒定的．而在网络的实际连接过程中，某些节点状态方程的参数和表征节点之间的耦

合强度不稳定，很容易导致网络连接不确定性的存在．在实际应用中，网络的未知参数不可忽

略．另一方面，在测量系统参数时不可避免地存在误差，且这种不确定性经常会影响其动态特

性．因此，对不确定复杂网络同步问题的研究有重要的现实意义．迄今，人们已经研究了不确定

复杂网络的同步问题．例如，Ａｌｉ 等利用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ⁃Ｋｒａｓｏｖｓｋｉｉ 函数法和线性矩阵不等式技术得到

了一个时滞相关的稳定性判据，研究了离散和分布时变时滞的不确定 Ｍａｒｋｏｖｉａｎ 跳跃神经网

络的稳定性问题［２８］ ．杜利明等选取所有节点为同步化的目标，基于外连接矩阵的对角化，构建

低维的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数，获得了具有切换拓扑结构的非恒等节点复杂网络的同步化判据［２９］ ．Ｗｕ
等基于 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 稳定性理论，设计了一个自适应的控制器，使不确定复杂网络实现了同步，未
知参数也被同时确定［３０］ ．然而，在现存的不确定复杂网络同步问题的研究中，节点的状态方程

多是时间连续系统，或者节点数是相同的．目前，对节点数不同的不确定时空网络的同步研究

相关报道较少，因此，对这类复杂网络同步的研究是十分必要的．
目前，人们研究较多的网络模型有小世界网络［３１］、无标度网络［３２］、时空网络［３３］ 等．近年

来，由 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程作为节点构成的时空网络得到了人们的广泛青睐．Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程是一个十分

重要的流体力学模型，是少数可以得到精确解的非线性偏微分方程，常用于检验数值方法的优

劣．另外，Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程不仅可以作为流体动力学 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 的简化模型方程，还可以代表浅

水波问题的洪水数学模型，并且也是交通流动力学的模型方程．因此，Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程还有着求解

方程本身以外的重要应用价值．鉴于此，本文研究所采用的时空网络模型（１）即为由 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方

程作为节点以及描述该网络模型拓扑结构的边所构成．
基于上述的讨论，本文研究了节点数不同的不确定时空网络的指数外同步问题．首先，基

于 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 稳定性定理，通过设计合理的控制器，实现了两个节点数不同的不确定时空网络

的指数外同步．进一步确定了表示网络拓扑结构的耦合矩阵元和反馈强度的自适应律．与现存

研究结果相比，本文提出的同步方案对外同步的收敛性控制是有效的，并且同步的速率依赖于

可调的参数．此外，耦合配置矩阵不需要是对称的或不可约的，内耦合矩阵也不需要对称，并且

节点数不影响网络同步的稳定性．

１　 不同时空网络同步的机理分析

考虑一个由 Ｎ１ 个线性耦合动态节点组成的一般时空复杂网络，每一个节点的状态方程为

　 　
∂ｘｉ（ ｒ，ｔ）

∂ｔ
＝ Ｃｘｉ（ ｒ，ｔ） ＋ ｆ（ｘｉ（ ｒ，ｔ）） ＋ ∑

Ｎ１

ｊ ＝ １
ａｉｊΓｘ ｊ（ ｒ，ｔ），　 　 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ１， （１）

其中 ｘｉ（ ｒ，ｔ） ＝ （ｘｉ１（ ｒ，ｔ），ｘｉ２（ ｒ，ｔ），…，ｘｉｎ（ ｒ，ｔ）） Ｔ ∈ Ｒｎ 是第 ｉ 个节点的状态向量， Ｃ∈ Ｒｎ×ｎ 是一

个常数矩阵， ｆ：Ｒ × Ｒｎ → Ｒｎ 是一个非线性向量函数，第 ｉ 个节点的动态函数是

　 　
∂ｘｉ（ ｒ，ｔ）

∂ｔ
＝ Ｃｘｉ（ ｒ，ｔ） ＋ ｆ（ｘｉ（ ｒ，ｔ）），

Γ∈Ｒｎ×ｎ 是内耦合矩阵， Ａ ＝ （ａｉｊ） Ｎ１×Ｎ１
是网络耦合强度和拓扑结构的耦合配置矩阵，其中 ａｉｊ 定

义为：如果存在节点 ｊ 到 ｉ（ ｉ≠ ｊ） 的连接，则 ａｉｊ ＞ ０， 否则 ａｉｊ ＝ ０．矩阵 Ａ 的对角元素定义如下：
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　 　 ａｉｉ ＝ － ∑
Ｎ１

ｊ ＝ １， ｊ≠ｉ
ａｉｊ，　 　 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ１ ．

取方程（１）给出的网络作为驱动网络，则由 Ｎ２ 个动态节点组成的响应网络由式（２）给出

　 　
∂ｙｉ（ ｒ，ｔ）

∂ｔ
＝ Ｄｙｉ（ ｒ，ｔ） ＋ ｇ（ｙｉ（ ｒ，ｔ）） ＋ ∑

Ｎ２

ｊ ＝ １
ｂｉｊΓｙ ｊ（ ｒ，ｔ） ＋ ｕｉ（ ｒ，ｔ），

　 　 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ２， （２）
其中 ｙｉ（ ｒ，ｔ） ＝ （ｙｉ１（ ｒ，ｔ），ｙｉ２（ ｒ，ｔ），…，ｙｉｎ（ ｒ，ｔ）） Ｔ ∈ Ｒｎ 是第 ｉ 个节点的状态向量， Ｄ∈ Ｒｎ×ｎ 是一

个常数矩阵， ｇ：Ｒ × Ｒｎ → Ｒｎ 是一个非线性向量函数，第 ｉ 个节点的动态函数是

　 　
∂ｙｉ（ ｒ，ｔ）

∂ｔ
＝ Ｄｙｉ（ ｒ，ｔ） ＋ ｇ（ｙｉ（ ｒ，ｔ）），

Γ与方程（１）定义相同， Ｂ ＝ （ｂｉｊ） Ｎ２×Ｎ２
是时空的耦合配置矩阵， ｕｉ（ ｒ，ｔ）（ ｉ ＝ １，２，…，Ｎ２） 是设计

的自适应控制器．耦合配置矩阵 Ａ和 Ｂ不需要是对称的或不可约的，内耦合矩阵Γ也不需要是

对称的．并且假设 Ｎ１ ≥ Ｎ２ ．
定义 １　 如果存在正常数 Ｍ 和 μ 满足 ‖ｅｉ（ ｒ，ｔ）‖ ≤ Ｍｅｘｐ（μｔ）， 则驱动网络（１）和响应

网络（２）实现了指数外同步，其中，常数 μ 是指数同步率．
为了使响应网络同步于驱动网络，定义驱动网络（１）和响应网络（２）的同步误差为

　 　 ｅｉ（ ｒ，ｔ） ＝ ｙｉ（ ｒ，ｔ） － ｘｉ（ ｒ，ｔ），　 　 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ２ ． （３）
由方程（１）和（２），可以得到误差随时间演化的关系为

　 　
∂ｅｉ（ ｒ，ｔ）

∂ｔ
＝
∂ｙｉ（ ｒ，ｔ）

∂ｔ
－

∂ｘｉ（ ｒ，ｔ）
∂ｔ

＝

　 　 　 　 Ｄｙｉ（ ｒ，ｔ） ＋ ｇ（ｙｉ（ ｒ，ｔ）） ＋ ∑
Ｎ２

ｊ ＝ １
ｂｉｊΓｙ ｊ（ ｒ，ｔ） ＋ ｕｉ（ ｒ，ｔ） －

　 　 　 　 [Ｃｘｉ（ ｒ，ｔ） ＋ ｆ（ｘｉ（ ｒ，ｔ）） ＋ ∑
Ｎ１

ｊ ＝ １
ａｉｊΓｘ ｊ（ ｒ，ｔ） ] ＝

　 　 　 　 Ｄｙｉ（ ｒ，ｔ） － Ｃｘｉ（ ｒ，ｔ） ＋ ｇ（ｙｉ（ ｒ，ｔ）） － ｆ（ｘｉ（ ｒ，ｔ）） ＋

　 　 　 　 ∑
Ｎ２

ｊ ＝ １
ｂｉｊΓｙ ｊ（ ｒ，ｔ） － ∑

Ｎ１

ｊ ＝ １
ａｉｊΓｘ ｊ（ ｒ，ｔ） ＋ ｕｉ（ ｒ，ｔ） ＝

　 　 　 　 Ｄｙｉ（ ｒ，ｔ） － Ｄｘｉ（ ｒ，ｔ） ＋ Ｄｘｉ（ ｒ，ｔ） － Ｃｘｉ（ ｒ，ｔ） ＋ ｇ（ｙｉ（ ｒ，ｔ）） －

　 　 　 　 ｆ（ｘｉ（ ｒ，ｔ）） ＋ ∑
Ｎ２

ｊ ＝ １
ｂｉｊΓｙ ｊ（ ｒ，ｔ） － ∑

Ｎ２

ｊ ＝ １
ａｉｊΓｙ ｊ（ ｒ，ｔ） ＋ ∑

Ｎ２

ｊ ＝ １
ａｉｊΓｙ ｊ（ ｒ，ｔ） －

　 　 　 　 ∑
Ｎ１

ｊ ＝ １
ａｉｊΓｘ ｊ（ ｒ，ｔ） ＋ ｕｉ（ ｒ，ｔ） ＝

　 　 　 　 Ｄｅｉ（ ｒ，ｔ） ＋ Ｄ － Ｃ( ) ｘｉ（ ｒ，ｔ） ＋ ｇ（ｙｉ（ ｒ，ｔ）） － ｆ（ｘｉ（ ｒ，ｔ）） ＋

　 　 　 　 ∑
Ｎ２

ｊ ＝ １
ｂｉｊΓｙ ｊ（ ｒ，ｔ） ＋ ∑

Ｎ２

ｊ ＝ １
ａｉｊΓｅ ｊ（ ｒ，ｔ） － ∑

Ｎ２

ｊ ＝ １
ａｉｊΓｙ ｊ（ ｒ，ｔ） －

　 　 　 　 ∑
Ｎ１

ｊ ＝ Ｎ２＋１
ａｉｊΓｘ ｊ（ ｒ，ｔ） ＋ ｕｉ（ ｒ，ｔ） ． （４）

定理 １　 驱动网络（１）和响应网络（２）通过应用以下控制器和自适应律实现指数外同步：
　 　 ｕｉ（ ｒ，ｔ） ＝ － （Ｄ － Ｃ）ｘｉ（ ｒ，ｔ） － ｇ（ｙｉ（ ｒ，ｔ）） ＋ ｆ（ｘｉ（ ｒ，ｔ）） ＋

７１２一类节点数不同的不确定时空网络的指数外同步



　 　 　 　 ∑
Ｎ１

ｊ ＝ Ｎ２＋１
ａｉｊΓｘ ｊ（ ｒ，ｔ） － ｋｉｅｉ（ ｒ，ｔ），　 　 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ２， （５）

　 　
∂ｋｉ

∂ｔ
＝ ξ ｉｅＴ

ｉ （ ｒ，ｔ）ｅｉ（ ｒ，ｔ）ｅｘｐ（μｔ），　 　 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ２， （６）

　 　
∂ｂｉｊ

∂ｔ
＝ － ｌｉｅＴ

ｉ （ ｒ，ｔ）Γｙ ｊ（ ｒ，ｔ）ｅｘｐ（μｔ），　 　 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ２， （７）

其中 ｋｉ 为反馈强度， ξ ｉ 是任意的正数，常数 μ 是指数同步率， ｂｉｊ 为响应网络中待定的耦合矩阵

元， ｌｉ 是任意的正数．
证明　 构造如下的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数：

　 　 Ｖ（ ｒ，ｔ） ＝ １
２ ∑

Ｎ２

ｉ ＝ １
ｅＴ
ｉ （ ｒ，ｔ）ｅｉ（ ｒ，ｔ）ｅｘｐ（μｔ） ＋ １

２ ∑
Ｎ２

ｉ ＝ １

１
ξ ｉ

（ｋｉ － ｋ） ２ ＋

　 　 　 　 ∑
Ｎ２

ｉ ＝ １
∑
Ｎ２

ｊ ＝ １

１
２ｌｉ

（ｂｉｊ － ａｉｊ） ２， （８）

其中 ｋ 是一个足够大的常数， ｉ ＝ １，２，…，Ｎ２ ．
由误差的动态系统（４）可得到 Ｖ（ ｒ，ｔ） 的导数：

　 　 ∂Ｖ（ ｒ，ｔ）
∂ｔ

＝ ∑
Ｎ２

ｉ ＝ １
[ ｅＴ

ｉ （ ｒ，ｔ）
∂ｅｉ（ ｒ，ｔ）

∂ｔ
ｅｘｐ（μｔ） ＋ μ

２
ｅＴ
ｉ （ ｒ，ｔ）ｅｉ（ ｒ，ｔ）ｅｘｐ（μｔ） ] ＋

　 　 　 　 ∑
Ｎ２

ｉ ＝ １

１
ξ ｉ

（ｋｉ － ｋ）
∂ｋｉ

∂ｔ
＋ ∑

Ｎ２

ｉ ＝ １
∑
Ｎ２

ｊ ＝ １

１
ｌｉ
（ｂｉｊ － ａｉｊ）

∂ｂｉｊ

∂ｔ
＝

　 　 　 　 ∑
Ｎ２

ｉ ＝ １
ｅＴ
ｉ （ ｒ，ｔ） [Ｄｅｉ（ ｒ，ｔ） ＋ （Ｄ － Ｃ）ｘｉ（ ｒ，ｔ） ＋ ｇ（ｙｉ（ ｒ，ｔ）） －

　 　 　 　 ｆ（ｘｉ（ ｒ，ｔ）） ＋ ∑
Ｎ２

ｊ ＝ １
ｂｉｊΓｙ ｊ（ ｒ，ｔ） ＋ ∑

Ｎ２

ｊ ＝ １
ａｉｊΓｅ ｊ（ ｒ，ｔ） － ∑

Ｎ２

ｊ ＝ １
ａｉｊΓｙ ｊ（ ｒ，ｔ） －

　 　 　 　 ∑
Ｎ１

ｊ ＝ Ｎ２＋１
ａｉｊΓｘ ｊ（ ｒ，ｔ） ＋ ｕｉ（ ｒ，ｔ） ] ｅｘｐ（μｔ） ＋ ∑

Ｎ２

ｉ ＝ １

μ
２

ｅＴ
ｉ （ ｒ，ｔ）ｅｉ（ ｒ，ｔ）ｅｘｐ（μｔ） ＋

　 　 　 　 ∑
Ｎ２

ｉ ＝ １

１
ξ ｉ

（ｋｉ － ｋ）
∂ｋｉ

∂ｔ
＋ ∑

Ｎ２

ｉ ＝ １
∑
Ｎ２

ｊ ＝ １

１
ｌｉ
（ｂｉｊ － ａｉｊ）

∂ｂｉｊ

∂ｔ
． （９）

将控制器（５）、自适应律（６）和（７）代入上述方程，得到

　 　 ∂Ｖ（ ｒ，ｔ）
∂ｔ

＝ ∑
Ｎ２

ｉ ＝ １
ｅＴ
ｉ （ ｒ，ｔ） [Ｄｅｉ（ ｒ，ｔ） ＋ （Ｄ － Ｃ）ｘｉ（ ｒ，ｔ） ＋ ｇ（ｙｉ（ ｒ，ｔ）） －

　 　 　 　 ｆ（ｘｉ（ ｒ，ｔ）） ＋ ∑
Ｎ２

ｊ ＝ １
ｂｉｊΓｙ ｊ（ ｒ，ｔ） ＋ ∑

Ｎ２

ｊ ＝ １
ａｉｊΓｅ ｊ（ ｒ，ｔ） － ∑

Ｎ２

ｊ ＝ １
ａｉｊΓｙ ｊ（ ｒ，ｔ） －

　 　 　 　 ∑
Ｎ１

ｊ ＝ Ｎ２＋１
ａｉｊΓｘ ｊ（ ｒ，ｔ） ＋ ( － （Ｄ － Ｃ）ｘｉ（ ｒ，ｔ） － ｇ（ｙｉ（ ｒ，ｔ）） ＋ ｆ（ｘｉ（ ｒ，ｔ）） ＋

　 　 　 　 ∑
Ｎ１

ｊ ＝ Ｎ２＋１
ａｉｊΓｘ ｊ（ ｒ，ｔ） － ｋｉｅｉ（ ｒ，ｔ） ) ] ｅｘｐ（μｔ） ＋ ∑

Ｎ２

ｉ ＝ １

μ
２

ｅＴ
ｉ （ ｒ，ｔ）ｅｉ（ ｒ，ｔ）ｅｘｐ（μｔ） ＋

　 　 　 　 ∑
Ｎ２

ｉ ＝ １

１
ξ ｉ

（ｋｉ － ｋ）（ξ ｉｅＴ
ｉ （ ｒ，ｔ）ｅｉ（ ｒ，ｔ）ｅｘｐ（μｔ）） ＋

　 　 　 　 ∑
Ｎ２

ｉ ＝ １
∑
Ｎ２

ｊ ＝ １

１
ｌｉ
（ｂｉｊ － ａｉｊ）（ － ｌｉｅＴ

ｉ （ ｒ，ｔ）Γｙ ｊ（ ｒ，ｔ）ｅｘｐ（μｔ）） ． （１０）
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整理得到

　 　 ∂Ｖ（ ｒ，ｔ）
∂ｔ

＝ ∑
Ｎ２

ｉ ＝ １
ｅＴ
ｉ （ ｒ，ｔ） [Ｄｅｉ（ ｒ，ｔ） ＋ ∑

Ｎ２

ｊ ＝ １
（ｂｉｊ － ａｉｊ）Γｙ ｊ（ ｒ，ｔ） ＋ ∑

Ｎ２

ｊ ＝ １
ａｉｊΓｅｊ（ ｒ，ｔ） －

　 　 　 　 ｋｉｅｉ（ ｒ，ｔ） ] ｅｘｐ（μｔ） ＋ ∑
Ｎ２

ｉ ＝ １

μ
２

ｅＴ
ｉ （ ｒ，ｔ）ｅｉ（ ｒ，ｔ）ｅｘｐ（μｔ） ＋

　 　 　 　 ∑
Ｎ２

ｉ ＝ １
ｋｉ（ｅＴ

ｉ （ ｒ，ｔ）ｅｉ（ ｒ，ｔ）ｅｘｐ（μｔ）） － ∑
Ｎ２

ｉ ＝ １
ｋ（ｅＴ

ｉ （ ｒ，ｔ）ｅｉ（ ｒ，ｔ）ｅｘｐ（μｔ）） －

　 　 　 　 ∑
Ｎ２

ｉ ＝ １
∑
Ｎ２

ｊ ＝ １
（ｂｉｊ － ａｉｊ）（ｅＴ

ｉ （ ｒ，ｔ）Γｙ ｊ（ ｒ，ｔ）ｅｘｐ（μｔ）） ＝

　 　 　 　 ∑
Ｎ２

ｉ ＝ １
ｅＴ
ｉ （ ｒ，ｔ） [Ｄ ＋ (λ ｉ ＋

μ
２

－ ｋ )·Ｉ ] ｅｉ（ ｒ，ｔ）， （１１）

其中 λ ｉ 是 Ａ ＝ （ａｉｊ） Ｎ２×Ｎ２
的特征值，Ｉ 为单位矩阵．

当 Ｄ ＋ （λ ｉ ＋ μ ／ ２ － ｋ）·Ｉ ≤ ０ 时， 对其整理得［Ｄ ＋ （λ ｉ ＋ μ ／ ２ － ｋ）·Ｉ］·Ｉ －１ ≤ ０， 即 ｋ ≥
Ｄ·Ｉ －１ ＋ λ ｉ ＋ μ ／ ２ 时，存在 ∂Ｖ（ ｒ，ｔ） ／ ∂ｔ ≤ ０， 因此驱动网络（１）和响应网络（２）实现了同步．

２　 仿真模拟与讨论

采用一维 Ｂｕｒｇｅｒｓ 和 Ｌｏｇｉｓｔｉｃ 两个时空系统进行仿真模拟，检验不确定时空网络的指数外

同步性能．
一维 Ｂｕｒｇｅｒｓ 时空系统可描述为下列形式：

　 　
∂ｘｉ（ ｒ，ｔ）

∂ｔ
＝ Ｃｘｉ（ ｒ，ｔ） ＋ ｆ（ｘｉ（ ｒ，ｔ）），　 　 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ１， （１２）

其中 Ｃ ＝ ｋ·ｂ， ｆ（ｘｉ（ ｒ，ｔ）） ＝ － ｋｘ２
ｉ（ｒ，ｔ） ＋ ｄ Ñ２ｘｉ（ｒ，ｔ） ．这里 ｋ ＝ ０．５，ｂ ＝ １，ｄ ＝ ０．５ 是系统的参数．

一维 Ｌｏｇｉｓｔｉｃ 时空系统可描述为下列形式：

　 　
∂ｙｉ（ ｒ，ｔ）

∂ｔ
＝ Ｄｙｉ（ ｒ，ｔ） ＋ ｇ（ｙｉ（ ｒ，ｔ）），　 　 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ２， （１３）

其中

　 　 Ｄ ＝ ０， ｇ（ｙｉ（ ｒ，ｔ）） ＝ － ｋ１

∂ｙｉ（ ｒ，ｔ）
∂ｒ

＋ Ñ２ｙｉ（ ｒ，ｔ） ．

这里 ｋ１ ＝ ４ 是系统的参数．
选择 Ｂｕｒｇｅｒｓ 时空系统作为驱动网络节点的状态方程，设节点数 Ｎ１ ＝ １２， Ｌｏｇｉｓｔｉｃ 时空系

统作为响应网络节点的状态方程，设节点数 Ｎ２ ＝ ８， 即两个时空网络是节点数不同的网络．将
状态方程（１２）和（１３）分别按照式（１）和式（２）的连接构成驱动网络和响应网络，即

　 　
∂ｘｉ（ ｒ，ｔ）

∂ｔ
＝ ｋ·ｂｘｉ（ ｒ，ｔ） － ｋｘ２

ｉ（ ｒ，ｔ） ＋ ｄ Ñ２ｘｉ（ ｒ，ｔ） ＋ ∑
Ｎ１

ｊ ＝ １
ａｉｊΓｘ ｊ（ ｒ，ｔ），

　 　 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ１， （１４）

　 　
∂ｙｉ（ ｒ，ｔ）

∂ｔ
＝ － ｋ１

∂ｙｉ（ ｒ，ｔ）
∂ｒ

＋ Ñ２ｙｉ（ ｒ，ｔ） ＋ ∑
Ｎ２

ｊ ＝ １
ｂｉｊΓｙ ｊ（ ｒ，ｔ） ＋ ｕｉ（ ｒ，ｔ），

　 　 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ２， （１５）
其中驱动网络的耦合配置矩阵采用双向规则结构，即

９１２一类节点数不同的不确定时空网络的指数外同步



　 　 Ａ ＝

－ ６ １ １ １ ０ ０ ０ ０ ０ １ １ １
１ － ６ １ １ １ ０ ０ ０ ０ ０ １ １
１ １ － ６ １ １ １ ０ ０ ０ ０ ０ １
１ １ １ － ６ １ １ １ ０ ０ ０ ０ ０
０ １ １ １ － ６ １ １ １ ０ ０ ０ ０
０ ０ １ １ １ － ６ １ １ １ ０ ０ ０
０ ０ ０ １ １ １ － ６ １ １ １ ０ ０
０ ０ ０ ０ １ １ １ － ６ １ １ １ ０
０ ０ ０ ０ ０ １ １ １ － ６ １ １ １
１ ０ ０ ０ ０ ０ １ １ １ － ６ １ １
１ １ ０ ０ ０ ０ ０ １ １ １ － ６ １
１ １ １ ０ ０ ０ ０ ０ １ １ １ － ６

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

１２×１２

．

响应网络中待定的耦合配置矩阵可由式（７）确定．为简单起见，选取内耦合矩阵 Γ （一维）
为对角元素为 １ 的对角矩阵．按照式（３），时空网络的同步误差方程为

　 　 ｅｉ（ ｒ，ｔ） ＝ ｙｉ（ ｒ，ｔ） － ｘｉ（ ｒ，ｔ），　 　 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ２ ． （１６）
误差随时间的演化方程为

　 　 ｅｉ（ ｒ，ｔ） ＝ － ｋ１

∂ｙｉ（ ｒ，ｔ）
∂ｒ

＋ Ñ２ｙｉ（ ｒ，ｔ） － ｋ·ｂｘｉ（ ｒ，ｔ） ＋ ｋｘ２
ｉ（ ｒ，ｔ） ＋ ｄ Ñ２ｘｉ（ ｒ，ｔ） ＋

　 　 　 　 ∑
Ｎ２

ｊ ＝ １
ｂｉｊΓｙｉ（ ｒ，ｔ） － ∑

Ｎ１

ｊ ＝ １
ａｉｊΓｘｉ（ ｒ，ｔ） ＋ ｕｉ（ ｒ，ｔ） ． （１７）

按照式（５），控制器构造成如下形式：

　 　 ｕｉ（ ｒ，ｔ） ＝ ｋ·ｂｘｉ（ ｒ，ｔ） ＋ ｋ１

∂ｙｉ（ ｒ，ｔ）
∂ｒ

－ Ñ２ｙｉ（ ｒ，ｔ） － ｋｘ２
ｉ（ ｒ，ｔ） ＋ ｄ Ñ２ｘｉ（ ｒ，ｔ） ＋

　 　 　 　 ∑
Ｎ１

ｊ ＝ Ｎ２＋１
ａｉｊΓｘ ｊ（ ｒ，ｔ） － ｋｉｅｉ（ ｒ，ｔ）， （１８）

控制器中的反馈强度 ｋｉ 可由式（６）确定．
在仿真模拟过程中，网络节点的状态方程和目标系统的空间坐标被分为 ｍ ＝ １００ 个格点，

周期性边界条件为

　 　 ｘｉ（０，ｔ） ＝ ｘｉ（ｍ，ｔ） ＝ ０　 　 （ ｉ ＝ １，２，…，１２），
　 　 ｙｉ（０，ｔ） ＝ ｙｉ（ｍ，ｔ） ＝ ０　 　 （ ｉ ＝ １，２，…，８），
　 　 ｋｉ（０，ｔ） ＝ ｋｉ（ｍ，ｔ） ＝ ０　 　 （ ｉ ＝ １，２，…，８），
　 　 ｂｉｊ（０，ｔ） ＝ ｂｉｊ（ｍ，ｔ） ＝ ０　 　 （ ｉ， ｊ ＝ １，２，…，８） ．
节点状态变量 ｘｉ（ｍ，ｔ） 和 ｙｉ（ｍ，ｔ） 的初值在（－１，１）区间内随机选取，反馈强度的初值 ｋｉ

在（０，１）区间内随机选取，耦合配置矩阵元 ｂｉｊ 的初值在（０，０．５）区间内随机选取．选取参量 ξ ｉ ＝
２５， ｌｉ ＝ ０．４， μ ＝ ０．６ 进行网络的耦合连接并对响应网络实施控制输入，驱动网络和响应网络节

点状态变量之间的误差随时间演化规律如图 １ ～ ８ 所示．从图中可以看出，由于驱动网络和响

应网络各节点状态变量初始值不同，在耦合连接初期，误差 ｅｉ（ ｒ，ｔ） 有明显的振荡．但经过一个

短暂过程后，网络的同步误差快速收敛于零并一直保持平稳状态，两个不确定时空网络的同步

得以实现．
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图 １　 误差 ｅ１（ ｒ，ｔ） 随时空的演化 图 ２　 误差 ｅ２（ ｒ，ｔ） 随时空的演化

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｅｒｒｏｒ ｅ１（ ｒ，ｔ） Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｅｒｒｏｒ ｅ２（ ｒ，ｔ）

ｗｉｔｈ ｔｉｍｅ ａｎｄ ｓｐａｃｅ ｗｉｔｈ ｔｉｍｅ ａｎｄ ｓｐａｃｅ

图 ３　 误差 ｅ３（ ｒ，ｔ） 随时空的演化 图 ４　 误差 ｅ４（ ｒ，ｔ） 随时空的演化

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｅｒｒｏｒ ｅ３（ ｒ，ｔ） Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｅｒｒｏｒ ｅ４（ ｒ，ｔ）

ｗｉｔｈ ｔｉｍｅ ａｎｄ ｓｐａｃｅ ｗｉｔｈ ｔｉｍｅ ａｎｄ ｓｐａｃｅ

图 ５　 误差 ｅ５（ ｒ，ｔ） 随时空的演化 图 ６　 误差 ｅ６（ ｒ，ｔ） 随时空的演化

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｅｒｒｏｒ ｅ５（ ｒ，ｔ） Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｅｒｒｏｒ ｅ６（ ｒ，ｔ）

ｗｉｔｈ ｔｉｍｅ ａｎｄ ｓｐａｃｅ ｗｉｔｈ ｔｉｍｅ ａｎｄ ｓｐａｃｅ

仿真模拟发现，１００ 个空间格点的自适应律随时间演化的趋势大致相似．图 ９、１０ 展示的是

其中任意一个格点数 ｍ ＝ ３０ 时响应网络待定耦合配置矩阵元 ｂｉｊ 和反馈强度 ｋｉ 的识别过程．由
图可知，由于初始值选取不同，耦合配置矩阵元和反馈强度在一段时间内有明显的波动．当两

１２２一类节点数不同的不确定时空网络的指数外同步



个时空网络达到同步时，待定的耦合配置矩阵元和反馈强度收敛于确定值并在之后保持持续

平稳状态，说明耦合配置矩阵元和反馈强度的自适应律是有效的．此外还发现，无论可调参数

ξ ｉ， ｌｉ 和 μ 取何值，只要这些参数满足推理得出的同步条件，便可以实现时空网络的指数外同

步，并且通过调节可调参数的数值可影响误差趋于零和自适应律趋于确定值的速度．

图 ７　 误差 ｅ７（ ｒ，ｔ） 随时空的演化 图 ８　 误差 ｅ８（ ｒ，ｔ） 随时空的演化

Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｅｒｒｏｒ ｅ７（ ｒ，ｔ） Ｆｉｇ． ８　 Ｔｈｅ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｅｒｒｏｒ ｅ８（ ｒ，ｔ）

ｗｉｔｈ ｔｉｍｅ ａｎｄ ｓｐａｃｅ ｗｉｔｈ ｔｉｍｅ ａｎｄ ｓｐａｃｅ

图 ９　 耦合矩阵元 ｂ ｉｊ（ ｉ， ｊ ＝ １，２，…，８） 的识别过程 图 １０　 反馈强度 ｋｉ（ ｉ ＝ １，２，…，８） 的识别过程

Ｆｉｇ． ９　 Ｔｈｅ ｒｅｃｏｇｎｉｔｉｏｎ ｐｒｏｃｅｓｓ ｏｆ ｃｏｕｐｌｉｎｇ ｍａｔｒｉｘ Ｆｉｇ． １０　 Ｔｈｅ ｒｅｃｏｇｎｉｔｉｏｎ ｐｒｏｃｅｓｓ ｏｆ ｆｅｅｄｂａｃｋ

ｅｌｅｍｅｎｔ ｂ ｉｊ（ ｉ， ｊ ＝ １，２，…，８） ｓｔｒｅｎｇｔｈ ｋｉ（ ｉ ＝ １，２，…，８）

３　 结　 　 论

本文研究了节点数不同的不确定时空网络的指数外同步问题．首先，基于 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 稳定

性定理，通过设计合理的控制器，实现了两个节点数不同的不确定时空网络的指数外同步．进
一步确定了表示网络拓扑结构的耦合矩阵元和反馈强度的自适应律．最后，以一维 Ｂｕｒｇｅｒｓ 系

统和 Ｌｏｇｉｓｔｉｃ 系统构成的时空网络为例进行了仿真模拟．结果表明，通过对响应网络施加自适

应控制器，能够使网络的同步误差逐渐趋于零，并且一直保持稳定状态．当不确定时空网络实

现同步时，待定的耦合矩阵元和反馈强度趋于确定值．此外还发现通过对可调参数的调节，可
影响同步误差趋于零及待定参数趋于确定值的速度．这说明同步方案中自适应律识别有效，网
络控制器具有良好的同步控制性能，节点数不同的不确定时空网络实现了指数外同步．
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