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摘要：　 广义 Ｐａｒｅｔｏ 分布函数（ＧＰＤ， ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ Ｐａｒｅｔｏ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ）是一种针对随机参数尾部进行

渐进插值的方法，能够对高可靠性问题进行评估．应用该函数进行随机参数尾部近似时，需要对函

数中的两个重要未知参数进行拟合确定．最常用的拟合方法是最大似然拟合和最小二乘拟合，需要

将所有的尾部样本进行计算；需要大量尾部样本，计算效率低．该文提出依据少量的分位点进行最

小二乘拟合，既保证了尾部样本空间足够大，同时又降低了计算成本；进一步提出了 Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型的

两阶段更新，实现了分位点求解的快速收敛．算例表明，该文提出的方法能够快速提高模型精度，求
得指定的分位点，而且与基于大量尾部样本的最大似然拟合结果精度一致．
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引　 　 言

实际工程中一些重要承载结构的失效可能会导致大量的人员伤亡和经济损失，例如飞机

主承力构件等［１⁃２］，这类结构的设计要达到很高的可靠性．常规的可靠度计算方法，有一次二阶

矩法、二次二阶矩法、最大熵法等［３⁃５］，对于高可靠性问题可能会误差过大，尤其是对于非线性

程度较高的功能函数，这些方法的精度可能无法满足工程需求．抽样类方法是解决高可靠性问

题的一类重要方法，如重要性抽样法［６⁃７］、子集模拟法［８⁃９］、广义 Ｐａｒｅｔｏ 分布函数拟合法［１０⁃１１］ ．重
要性抽样方法在低维问题中精度非常好，但是对于高维问题，精度无法满足要求［１２］；子集模拟

方法是基于 Ｍｏｎｔｅ⁃Ｃａｒｌｏ⁃Ｍａｒｋｏｖ（蒙特卡罗⁃马尔可夫）链进行迭代抽样，依赖人为确定的参数

较多，对参数的敏感性较高．
ＧＰＤ 函数是由 Ｐｉｃｋａｎｄｓ 于 １９７５ 年提出的［１２］，是一种针对随机参数尾部进行渐进插值的

方法，目前广泛应用于金融、保险、水文和风载等方面的研究．ＧＰＤ 非常适合高可靠性问题评

估．对于某些问题，例如采用解耦方法进行可靠性优化［１３］，关注的不止是某一点处的可靠度指

标或者失效概率，而是在一定区域内的概率分布函数．对于这一类问题 ＧＰＤ 函数法能够起到
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很好的作用．ＧＰＤ 函数存在两个待定参数需要通过抽样进行拟合．在以往的研究中，往往通过

大样本集的抽样，依据一定的策略选出适当数量的尾部样本，再通过最大似然拟合或最小二乘

拟合方法进行参数确定［１１⁃１２］ ．但是这样会造成分布参数对所有尾部样本的依赖．而根据抽样原

理可知，越是靠近尾部的样本，其抽样的方差越大，因此取少量尾部样本进行拟合参数的结果，
其稳定性可能会很差；而取大量的尾部样本进行拟合，计算效率又会很低．

因此本文提出依据分位点对 ＧＰＤ 函数进行最小二乘拟合，即在功能函数概率分布的尾

部，依据一定的概率选取若干分位点，然后根据分位点及其对应的概率对 ＧＰＤ 函数进行最小

二乘拟合．为了快速准确地得到所需分位点，本文提出了基于 Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型两阶段更新的分位

点确定方法．最后通过数值算例，将本文提出的方法与传统的最大似然函数法和 Ｍｏｎｔｅ⁃Ｃａｒｌｏ
法结果比较，验证了本文方法的精度和效率．

１　 广义 Ｐａｒｅｔｏ 分布函数

设 ｘ 为服从某一分布的随机变量，称 ｘ 超过指定阈值 ｕ 的条件概率分布 Ｆｕ（ｘ ｜ ｘ ＞ ｕ） 为

ｘ 的超出量分布．Ｐｉｃｋａｎｄｓ 指出当阈值足够大时，一大类分布（包括几乎所有的常见分布）的超

出量分布近似服从 ＧＰＤ［１２］：

　 　 Ｇ（ｘ，ξ，σ） ＝
１ － ξｘ

σ
æ

è
ç

ö

ø
÷

－１ ／ ξ

， ξ ≠ ０，

１ － ｅ －ｘ ／ σ， ξ ＝ ０，

ì

î

í

ïï

ïï

（１）

其中， ξ和σ为未知参数，ξ为分布的形状参数，σ为分布的尺度参数．由条件概率公式可以推导

出原随机变量 ｘ 的累计概率密度函数如下：
　 　 Ｆ（ｘ） ＝ （１ － Ｆ（ｕ））Ｆｕ（ｘ ｘ ＞ ｕ） ＋ Ｆ（ｕ） ． （２）
当取足够大的 ｕ 时，Ｆｕ（ｘ ｜ ｘ ＞ ｕ） 即为 ＧＰＤ 函数，联合方程（１）和（２）可以得到指定概率

Ｐ 对应的分位点值 ｘＰ 的估计如下：

　 　 ｘＰ ＝ Ｆ －１（Ｐ） ＝ ｕ ＋ σ
ξ

１ － Ｆ（Ｐ）
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－ １æ

è
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÷ ． （３）

２　 Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型的单点更新方法

Ｋｒｉｇｉｎｇ 方法是以南非矿业工程师 Ｋｒｉｇｅ Ｄ Ｇ 名字命名的空间估计技术，主要用于建立输

入与输出之间的近似关系［１４⁃１５］，被广泛应用于复杂工程问题中．Ｋｒｉｇｉｎｇ 方法是建立在变异函

数理论及结构分析基础上，在有限区域内对区域化变量的取值进行线性无偏最优估计，因此具

有局部估计的特点，能够对高非线性问题有较好的近似．
Ｂａｌｅｓｄｅｎｔ 等提出了基于样本点更新的 Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型来确定分位点，并应用于重要抽样方法

迭代过程［１６］ ．首先通过 Ｌａｔｉｎ（拉丁）超立方方法抽取训练样本建立初始的模型，并对样本数量

为 Ｎ 的样本空间进行预测．根据 Ｋｒｉｇｉｎｇ 预测值和预测方差计算得到分位点的不确定样本集，
通过样本点更新的方法提高 Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型在分位点附近的精度，减少不确定样本集中的样本数

量，直至不确定样本集中的样本数量为 ０，最终计算得到指定的分位点值．
设 Ｚ ＝ { ｚ１，ｚ２，…，ｚｍ } 为训练样本的输入，Ｘ ＝ { ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ } 为待预测的样本集，则分位

点的不确定样本集可以定义为
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Ｘ ＝ { ｘｉ ｇ（ｘｉ） － ｋσ（ｘｉ） ＜ ｑ ＜ ｇ（ｘｉ） ＋ ｋσ（ｘｉ） } ，

σ（ｘｉ） ２ ＝ σ ２
ξ［１ － ｒＴ（ｘｉ）Ｒ

－１ｒ（ｘｉ）］，

Ｒ ＝
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其中， ｋ 是方差放大参数，一般取 ｋ ＝ １．９６，ｑ 为根据当前 Ｋｒｉｇｉｎｇ 预测结果得到的指定分位点，
σ（ｘｉ） 为 Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型在 ｘｉ 处的预测方差．根据 Ｘ中的样本点对 Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型进行更新， 逐渐减

少 Ｘ 中的样本数量， 直至样本数量为 ０ 停止更新， 此时得到的分位点 ｑ 即被认为是要求的分

位点．
Ｂａｌｅｓｄｅｎｔ 等［１６］采用最大化参数 ＬＡＮ （式（５）所示）得到更新样本．这实际上是一种单点更

新的方法．对于重要性抽样方法，每次迭代过程中，由于样本总数不是很多，不确定样本集中样

本数量较少，因此更新收敛速度较快．而 ＧＰＤ 方法需要建立在一个较大的样本空间基础上，采
用单点更新 Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型计算分位点时，优化得到训练样本的计算成本可能会远高于获得真实

训练样本的计算过程，甚至会出现不收敛的情况．
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３　 Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型的多点更新方法

为了解决上述 Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型单点更新的局限性，使不确定样本集中的样本数量迅速减少，
本文提出了 Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型的多点更新方法．首先根据 Ｋｒｉｇｉｎｇ 预测结果， 在不确定样本集中均匀

选取一定数量的样本点加入到训练样本集中更新 Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型， 使得不确定样本集中的样本

快速减少．当这一数量减少到某一指定值时， 再采用单点更新方法继续更新 Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型直至

不确定样本集中的样本数量为 ０．这种方法可以实现不确定样本集的样本数量迅速降低， 实现

分位点求解的快速收敛．单点更新方法之前已经介绍， 此处不再赘述， 多点更新方法具体流程

如下：
１） 采用 Ｌａｔｉｎ 超立方的方法抽取训练样本初步建立 Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型；
２） 利用 Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型对样本空间 Ｘ 进行预测，并计算得到不确定样本集 Ｘ ；
３） 根据 Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型在 Ｘ 上的预测结果均匀地抽取 ｍ 个样本加入训练样本集，更新 Ｋｒｉｇ⁃

ｉｎｇ 模型；
４） 判断 Ｘ 中的样本个数是否小于指定的数量 ｌ０，如果小于 ｌ０ 则进入下一阶段的更新，如
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果大于 ｌ０ 则回到步骤 ２）．
当 Ｘ中的样本个数小于指定的数量 ｌ０ 时，如果仍然采用多点更新方法，将会导致计算成本

激增．原因是此时 Ｘ 中的样本个数减少效率不高，迭代次数增加．因此需要采用单点更新的方

法更新 Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型直至 Ｘ 中的样本数量为 ０，最终得到分位点．

４　 基于分位点的 ＧＰＤ 函数最小二乘拟合

ＧＰＤ 函数的两个重要未知参数是根据尾部样本，利用最大似然拟合或最小二乘拟合得到

的．传统的最小二乘拟合方法是通过随机抽样并对样本进行排序得到尾部样本，再利用经验概

率公式（式（６））计算每个尾部样本对应的概率［１０⁃１１］，最终根据 ＧＰＤ 函数形式对尾部样本值及

其对应的概率值进行拟合得到未知参数．

　 　 Ｐ ｉ ＝
ｉ

Ｎ ＋ １
， （６）

其中 Ｎ 为样本总数量，ｉ 为样本按大小排序的序号，Ｐ ｉ 为第 ｉ 个样本对应的经验概率．
最大似然拟合与最小二乘拟合类似，但是不需要经验概率公式，直接针对尾部样本进行拟

合得到未知参数．以上两种方法都需要获取所有的尾部样本点，而为使 ＧＰＤ 函数具有较高的

近似精度就需要大量的尾部样本，导致计算效率降低．如何减少尾部样本数量，同时又能保障

ＧＰＤ 近似的精度？

图 １　 基于分位点最小二乘拟合 ＧＰＤ 方法流程图

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｆｌｏｗｃｈａｒｔ ｏｆ ｌｅａｓｔ⁃ｓｑｕａｒｅｓ ｆｉｔｔｉｎｇ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｑｕａｎｔｉｌｅｓ

根据最小二乘拟合方法的原理可知，拟合过程中可以不需要所有的尾部样本，只需根据功

能函数尾部样本对应的经验概率值，均匀抽取一定数量的分位点，再对 ＧＰＤ 未知参数进行最

小二乘拟合确定．对比传统的最小二乘拟合方法，本方法采用少量分布均匀的尾部分位点代替

８１４ 赵　 　 刚　 　 　 李　 　 刚



所有尾部样本，能够保障 ＧＰＤ 拟合的尾部样本空间足够大，提高了 ＧＰＤ 拟合精度和稳定性，
而且本方法不需要对所有的尾部样本进行计算，大大节约了计算量．分位点可以通过更新

Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型方法进行计算．方法流程如图 １ 所示．

５　 数值算例分析

本文采用函数（式（７））作为测试方法的功能函数［１７］，其随机变量的分布参数如表 １ 所示．

　 　 Ｇ（ｘ） ＝ ｘ１ ＋ ２ｘ２ ＋ ２ｘ３ ＋ ｘ４ － ５ｘ５ － ５ｘ６ ＋ ０．００１∑
６

ｉ ＝ １
ｓｉｎ（１００ｘｉ） ． （７）

表 １　 随机变量分布参数

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｒａｎｄｏｍ ｖａｒｉａｂｌｅｓ

ｒａｎｄｏｍ ｖａｒｉａｂｌｅ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６
ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｎｏｒｍａｌ（１２０，１２） ｎｏｒｍａｌ（１２０，１２） ｎｏｒｍａｌ（１２０，１２） ｎｏｒｍａｌ（１２０，１２） ｎｏｒｍａｌ（５０，１５） ｎｏｒｍａｌ（４０，１２）

５．１　 更新 Ｋｒｉｇｉｎｇ模型得到的分位点精度检验

为了验证更新 Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型得到的分位点精度，这里在数量为 ５×１０５的样本空间中分别采

用更新 Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型方法和直接抽样（ＤＳ）方法选取各个分位点，分位点概率值分别为 ０．９９０ ０，
０．９９２ ０，０．９９４ ０，０．９９６ ０，０．９９６ ０，０．９９９ ９．由于直接抽样方法是根据样本空间中所有样本的真

实值得到的分位点，因此可以将直接抽样得到的分位点结果作为本方法结果的验证．在 Ｋｒｉｇｉｎｇ
模型更新过程中，多点更新和单点更新的分界确定值 ｌ０ 取 ５０，多点更新过程中更新样本点数

量 ｍ 取 １０．这两种计算分位点的方法分别执行 １００ 次，最终得到各个分位点的均值和方差如

表 ２ 所示．Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型得到的分位点结果与直接抽样得到的结果无论在均值还是标准差上都

非常接近．这说明采用更新 Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型计算分位点具有很高的精度．在 １００ 次分析中更新

Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型平均需要调用原始功能函数 １６９ 次（包含 Ｌａｔｉｎ 超立方方法抽取的 ６０ 个初始训练

样本）便可以计算出 ６ 个分位点值．因此本方法兼具较高的计算效率．
表 ２　 通过更新 Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型和直接抽样得到的分位点结果比较

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｅ ｑｕａｎｔｉｌｅｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｄｉｒｅｃｔ ｓａｍｐｌｉｎｇ ｍｅｔｈｏｄ ａｎｄ ｔｈｅ ｕｐｄａｔｉｎｇ Ｋｒｉｇｉｎｇ ｍｅｔｈｏｄ

ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｐ ０．９９０ ０ ０．９９２ ０ ０．９９４ ０ ０．９９６ ０ ０．９９６ ０ ０．９９９ ９

Ｑ （Ｋｒｉｇｉｎｇ） ５．１０４ ５×１０２ ５．１８８ ６×１０２ ５．２９３ ４×１０２ ５．４３４ ５×１０２ ５．６６２ ２×１０２ ６．５４９ ９×１０２

Ｑ （ＤＳ） ５．１０２ ５×１０２ ５．１８６ ５×１０２ ５．２９２ ２×１０２ ５．４３４ １×１０２ ５．６５８ ７×１０２ ６．５３２ ６×１０２

σ （Ｋｒｉｇｉｎｇ） ０．４１３ ２ ０．４８４ ６ ０．５１８ ０ ０．７３７ ９ １．１５４ ５ ３．８８３ ２

σ （ＤＳ） ０．５５０ １ ０．５９４ ６ ０．６１６ ２ ０．７５８ ５ ０．８６２ ０ ３．６７４ ４

　 　 采用更新 Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型选取分位点的迭代收敛过程如图 ２ 所示．在确定第一个分位点的过

程中，由于初始 Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型在第一个分位点处的精度不高，因此初始的不确定样本集中样本

数量为 ６ ７５４，经过第一次多点更新，不确定样本数量降到 １ １１７，经过 ５ 次多点更新，不确定样

本数量降到 ３６．这说明多点更新方法能够使分位点的不确定样本数量迅速降低，大大提高了算

法的收敛速度．当不确定样本数量接近 ｌ０ 时，多点更新方法的收敛效率降低，因此需要进行单

点更新，最终得到分位点值．在确定所有分位点的过程中，只有第一个分位点需要进行多点更

新．这是因为在确定第一个分位点的过程中，多点更新方法加强了 Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型在整个尾部上

的精度，因此在确定其他分位点时，初始不确定样本数量小于 ｌ０， 直接进行单点更新．
５．２　 基于分位点的 ＧＰＤ 函数最小二乘拟合

为了验证基于分位点的 ＧＰＤ 函数最小二乘拟合方法的精度，这里将基于分位点的 ＧＰＤ
函数最小二乘拟合方法与最大似然拟合法进行比较，并采用 １０７次 Ｍｏｎｔｅ⁃Ｃａｒｌｏ 结果进行验证．

９１４基于分位点的广义 Ｐａｒｅｔｏ 分布函数最小二乘拟合方法



在区间［０．９９， ０．９９９ ９］上分别均匀取 ３，４，５，６ 个概率值，采用更新 Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型方法在样本总

数量为 ５×１０５的样本空间中确定每个概率对应的分位点值进行 ＧＰＤ 函数的最小二乘拟合，然
后通过拟合得到的 ＧＰＤ 函数对可靠指标为 ４．０ 处的分位点值进行估计．对于最大似然法，这里

同样在样本总数量为 ５×１０５的样本空间中选取 ５×１０５×１％ ＝ ５ ０００ 个样本作为尾部样本进行拟

合．两种方法分别进行 １００ 次得到尾部分布．

图 ２　 可能分位点数量收敛情况

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｕｎｃｅｒｔａｉｎ ｐｏｉｎｔｓ

如图 ３ 和表 ３ 所示，不同数量分位点结果与 Ｍｏｎｔｅ⁃Ｃａｒｌｏ 结果都非常接近，而且分位点的

数量对最终的 ＧＰＤ 结果影响不大．当取 ３ 个分位点时，需要的原始函数调用次数为 ９５＋６０ ＝
１５５（６０ 为 ＬＨＳ 计算训练样本调用次数），取 ６ 个分位点时，为 １０９＋６０＝ １６９，仅仅增加了 １４ 次

函数调用，说明即使采用多个分位点进行最小二乘拟合，计算成本增加很少，因此对于需要多

个分位点的问题，本方法依然适用．将 ３ 个分位点结果与最大似然法结果进行比较，如图 ４ 和

表 ３ 所示，拟合结果非常接近，得到的可靠指标 ４．０ 处的分位点分别为 ６．８１０ ２×１０２和 ６．８１３ ９×
１０２，与 Ｍｏｎｔｅ⁃Ｃａｒｌｏ 结果相比，两者的相对误差 ε 分别为 ０．４８％和 ０．４３％，预测结果的标准差分

别为 ５．４９０ ９，４．１０８ ６．在计算成本上，３ 分位点拟合只需要 １５５ 次原始函数调用，而最大似然拟

合至少需要调用原始函数 ５ ０００ 次．

０２４ 赵　 　 刚　 　 　 李　 　 刚



图 ３　 不同数量分位点拟合结果对比

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｍｅｔｈｏｄ ｂｅｔｗｅｅｎ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｎｕｍｂｅｒｓ ｏｆ ｑｕａｎｔｉｌｅｓ

图 ４　 三分位点拟合结果与最大似然拟合结果的比较

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｍｅｔｈｏｄ ｂａｓｅｄ ｏｎ ３ ｑｕａｎｔｉｌｅｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｍａｘｉｍｕｍ ｌｉｋｅｌｉｈｏｏｄ ｍｅｔｈｏｄ

表 ３　 不同数量分位点拟合结果与最大似然法、Ｍｏｎｔｅ⁃Ｃａｒｌｏ 法结果比较

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｔｈｅ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ａｍｏｎｇ ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｍｅｔｈｏｄ， ｔｈｅ ｍａｘｉｍｕｍ ｌｉｋｅｌｉｈｏｏｄ ｍｅｔｈｏｄ ａｎｄ ｔｈｅ ＭＣＳ ｍｅｔｈｏｄ

ＮＱ Ｅ（Ｑ） ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ε ／ ％ σ（Ｑ） ｆｅｖａｌ ｍ

３ ６８１．０２ ０．４８ ５．４９０ ９ ９５＋６０

４ ６８１．２１ ０．４６ ５．６００ １ １０１＋６０

５ ６８１．２２ ０．４６ ５．６３０ ６ １０３＋６０

６ ６８１．２５ ０．４５ ５．５９３ １ １０９＋６０

ｍａｘｉｍｕｍ ｌｉｋｅｌｉｈｏｏｄ ６８１．３９ ０．４３ ４．１０８ ６ ＞５ ０００

ＭＣＳ ６８４．３４ － － １０７

６　 结　 　 论

本文针对 ＧＰＤ 函数拟合的特点，提出了基于分位点的 ＧＰＤ 函数最小二乘拟合方法，并结

１２４基于分位点的广义 Ｐａｒｅｔｏ 分布函数最小二乘拟合方法



合前人的研究，提出了 Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型的两阶段更新方法，以高效准确确定指定的分位点值．与传

统的最大似然法结果和 Ｍｏｎｔｅ⁃Ｃａｒｌｏ 结果进行比较，基于分位点拟合的 ＧＰＤ 函数结果与基于

大量尾部样本的最大似然法结果非常接近，因此在 ＧＰＤ 未知参数拟合上，少量的分位点可以

代替较大的尾部样本空间，在保证精度同时，大大提高计算效率．
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