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１ ∶ ２ 内共振情况下点阵夹芯板
动力学的奇异性分析
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摘要：　 内共振是一种典型的非线性动力学行为，点阵夹芯板在航空航天领域中有着广泛的应用

背景．研究点阵夹芯板的内共振问题具有重要的理论及工程意义．在横向激励与面内激励联合作用

下，基于四边简支点阵夹芯板的动力学方程，利用多尺度法得到极坐标形式的平均方程，进而化简

成稳态形式的代数方程，研究其在 １ ∶ ２ 内共振情况下的非线性动力学行为．该文利用推广的奇异

性理论研究分叉问题，基于稳态形式的代数方程，计算出含有两个调谐参数、一个横向激励和一个

面内激励这 ４ 个参数的限制切空间；在强等价的条件下，简化了稳态形式的代数方程；在非退化的

情况下，计算出简化的代数方程的正规形；对于含有两个状态变量和 ４ 个分叉参数的一般非线性

动力学方程的奇异性理论进行了推广；利用推广的奇异性理论得到正规形余维 ４ 的 １８ 个普适开

折的表达式；计算出普适开折转迁集的表达式；这样清楚了点阵夹芯板受到小扰动，当分叉、滞后

和双极限点产生时，调谐参数和激励参数之间的关系，数值仿真了转迁集和分叉图，结果表明在不

同的分叉区域有不同的振动形式．
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引　 　 言

现代科技的发展，使得对工程结构的大型化、柔性化和轻质化，以及对结构的可靠性、精
度、稳定性的要求日益提高，同时兼有轻质化和其他某种或几种优良性能相结合的先进材料得

到了广泛关注．在这些构型中，拥有稀少的杆件布局和更小相对密度的 ３Ｄ⁃ｋａｇｏｍｅ 点阵夹芯结

构被重视．这种点阵夹芯结构由上下两层蒙皮和蒙皮间的 ３Ｄ⁃ｋａｇｏｍｅ 点阵夹芯层构成，与其相

似的结构有蜂窝夹芯结构和泡沫夹芯结构等．在力学问题上，这些夹芯结构表现出许多相似的

特性，研究方法也有许多共通之处［１⁃１４］ ．通过实验和数值模拟得到结论，相对于其他构型的点

阵夹芯板，在同一相对密度情况下，３Ｄ⁃ｋａｇｏｍｅ 点阵夹芯板具有更高的强度和抗屈曲性能．此
外，３Ｄ⁃ｋａｇｏｍｅ 点阵夹芯板具有优异的驱动和致动性能，能够在受到很小的内部抵抗力的情况

下获得很大范围内的整体变形，广泛应用在航空航天等领域，可以减轻飞行器的重量，保证结
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构的强度、刚度满足要求．
自从 ２０ 世纪 ７０ 年代起，奇异性理论和群论方法被 Ｇｏｌｕｂｉｔｓｋｙ、Ｓｃｈａｅｆｆｅｒ 和 Ｓｔｅｗａｒｔ 等引入

分叉问题的研究后，分叉理论得到了越来越多的关注，从而也推动了奇异性理论的发展．Ｇｏｌｕ⁃
ｂｉｔｓｋｙ 和 Ｌａｎｇｆｏｒｄ［１５］研究了退化 Ｈｏｐｆ 分叉问题的分类和开折．Ｇｏｌｕｂｉｔｓｋｙ 等［１６］和 Ｍａｒｔｉｎｅｔ［１７］讨
论了在强等价下光滑映射芽的开折，给出了各种形式的通有开折定理．Ｇｏｌｕｂｉｔｓｋｙ 和 Ｓｃｈａｅｆ⁃
ｆｅｒ［１８］得到了余维数不大于 ３ 的分叉问题的分类，其中状态变量只有一个且具有 Ｚ２ 对称性．在
开始的研究中， 分叉参数的对称性没有被考虑．Ｆｕｔｅｒ 等［１９］ 和 Ｓｉｔｔａ［２０］ 考虑了分叉参数的对称

性， 研究了余维数不大于 １ 的分叉问题的分类．郭瑞芝［２１］给出了状态变量和分叉参数具有不

同对称性的分岔问题的分类及识别条件， 其中状态变量关于二面体群 Ｄ３ 对称， 分叉参数关

于 Ｏ（２）对称．崔登兰和李养成［２２］ 也研究了含有两组状态变量且参数具有对称性的等变分叉

问题．
随着进一步研究的深入，多分叉参数的研究工作得到了发展．胡凡努和李养成［２３］ 将状态

变量分为两组，一组状态变量可以独立变化，而另一组状态变量则依赖于前一组状态变量，研
究了该类分叉问题的通有开折．高守平和李养成［２４］ 研究了多参数等变分歧问题及其开折，给
出了通有的开折定理．但是人们通常将分歧（分叉）问题中的状态变量看作是“平等”的，并不

加以区分．郭瑞芝和李养成［２５］研究了含有两组状态变量的多参数等变分歧问题在左右等价群

下的开折，得出了通有开折的充要条件．Ｃｈｅｎ（陈芳启）和 Ｌｉａｎｇ（梁建术）等［２６］研究了拱形结构

１ ／ ２ 亚谐共振时的分叉行为和普适开折问题，并得到了两个开折参数下的转迁集．Ｑｉｎ（秦朝

红）和 Ｃｈｅｎ（陈予恕）等［２７⁃３０］研究了含有两个状态变量和两个分叉参数的分叉系统的奇异性

理论，并给出了含有两个分叉参数系统的转迁集的计算方法．
本文以点阵夹芯板为切入点，计算 １ ∶ ２ 内共振情况下点阵夹芯板的非线性动力学方程，推

广含有两个状态变量和 ４ 个参数的一般非线性动力学分叉方程的奇异性理论，利用推广的奇异

性理论计算点阵夹芯板的非线性动力学分叉方程的普适开折，同时计算普适开折的转迁集．

１　 点阵夹芯板非线性动力学分叉方程的普适开折

１．１　 点阵夹芯板的非线性动力学方程

在研究点阵夹芯结构的整体力学性能时，通常将离散的夹芯层结构等效为连续体结构．这
里，利用拟夹层板分析方法将点阵夹芯板等效为一块由 ３ 层层片组成的层合板．基于 Ｖｏｎ Ｋａｒ⁃
ｍａｎ 板理论、Ｒｅｄｄｙ 高阶剪切变形理论及 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理得到了点阵夹芯板的非线性动力学微

分方程，结合 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 法得到系统的两自由度非线性动力学方程．
采取前述简化需要引入如下假设：
１） 上下蒙皮仅能承受面内力而无法承受横向剪力．
２） 夹芯层桁架的斜腹杆和竖腹杆等效为连续介质夹芯层， 芯层只承受剪力， 而不承受轴

向力．
３） 蒙皮与芯层结合紧密，且黏结层很薄，本身不发生变形，各层之间变形连续．在夹芯板

振动过程中，板的受力变形始终处于弹性变形阶段．
考虑横向激励与面内激励联合作用下四边简支点阵夹芯板，在板的中面上建立坐标系

ｘＯｙ， 板在 ｘ 和 ｙ 方向的长度分别为 ａ 和 ｂ， 厚度为 ｈ ．设夹芯板中面上任一点在 ｘ，ｙ 和 ｚ 方向

的位移分别为 ｕ，ｖ 和 ｗ， 板承受沿 ｚ 方向的横向激励 ｆ ＝ Ｆ（ｘ，ｙ）ｃｏｓ（Ω１ ｔ） 与沿 ｙ 方向作用于 ｘ
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＝ ０ 和 ｘ ＝ ａ 的面内激励 ｐ ＝ ｐ０ ＋ ｐ１ｃｏｓ（Ω２ ｔ） 联合作用，这里， Ω１ 和 Ω２ 分别为横向激励与面内

激励的频率．点阵夹芯板由点阵夹芯层与覆盖在上面的两层蒙皮组成，蒙皮采用各向同性材

料，其厚度为 ｈｆ， 芯层厚度为 ｈｃ， 其动力学方程为

　 　 ｗ１ ＋ μ１ｗ１ ＋ β１１ｗ１ ＋ β１６（ｐ０ － ｐ１ｃｏｓ（Ω２ ｔ））ｗ１ ＋ β１２ｗ１ｗ２
２ ＋

　 　 　 　 β１３ｗ２
１ｗ２ ＋ β１４ｗ３

１ ＋ β１５ｗ３
２ ＝ β１７Ｆ１ｃｏｓ（Ω１ ｔ）， （１ａ）

　 　 ｗ２ ＋ μ２ｗ２ ＋ β２１ｗ２ ＋ β２６（ｐ０ － ｐ１ｃｏｓ（Ω２ ｔ））ｗ２ ＋ β２２ｗ２
１ｗ２ ＋

　 　 　 　 β２３ｗ１ｗ２
２ ＋ β２４ｗ３

２ ＋ β２５ｗ３
１ ＝ β２７Ｆ２ｃｏｓ（Ω１ ｔ）， （１ｂ）

其中， ｗ１ 为第一阶模态的振幅， ｗ２ 为第二阶模态的振幅， μ１ 和 μ２ 表示对应于两阶模态的阻

尼， Ｆ１ 和 Ｆ２ 表示对应于两阶模态的横向激励幅值， βｉｊ（ ｉ ＝ １，２； ｊ ＝ １，２，…，７） 表示材料参数．
方程（１）的详细推导过程及其所有参数表达式参见文献［３１］．
１．２　 在 １ ∶ ２ 内共振情况下点阵夹芯板动力学方程摄动分析

利用多尺度法进行研究，将方程（１）中的阻尼项、参数激励项、热激励项和非线性项添加

小扰动项 ε， 考虑点阵夹芯板的主参数共振———１ ∶ ２ 内共振的情况．共振关系如下：
　 　 ２ω１ ＝ Ω１ － εσ１， ω２ ＝ Ω２ － εσ２， Ω１ ＝ Ω２， （２）

式中 ω１ 和 ω２ 为相应线性系统的第一阶和第二阶固有频率， σ１ 和 σ２ 为系统的调谐参数，为了

方便处理，令 Ω１ ＝ １．
设方程（１）的一致渐近解为

　 　 ｗ（ｘ，ｔ，ε） ＝ ｗ０（ｘ，Ｔ０，Ｔ１） ＋ εｗ１（ｘ，Ｔ０，Ｔ１）， （３）
其中　 　 Ｔ０ ＝ ｔ，Ｔ１ ＝ εｔ ．

则有微分算子：

　 　 ｄ
ｄｔ

＝ ∂
∂Ｔ０

＋ ∂
∂Ｔ１

∂Ｔ１

∂ｔ
＋ … ＝ Ｄ０ ＋ εＤ１ ＋ …， （４ａ）

　 　 ｄ２

ｄｔ２
＝ （Ｄ０ ＋ εＤ１ ＋ …） ２ ＝ Ｄ２

０ ＋ ２εＤ０Ｄ１ ＋ …， （４ｂ）

其中　 　 Ｄ０ ＝ ∂
∂Ｔ０

，Ｄ１ ＝ ∂
∂Ｔ１

．

将方程（３）和方程（４）代入方程（１）中，比较方程两边摄动参数 ε 同阶次的系数，得到如下

方程：
ε０ 阶

　 　 Ｄ２
０ｘ１０ ＋ １

４
ｘ１０ ＝ ０， （５ａ）

　 　 Ｄ２
０ｘ２０ ＋ ｘ２０ ＝ ０； （５ｂ）

ε１ 阶

　 　 Ｄ２
０ｘ１１ ＋ １

４
ｘ１１ ＝ － ２Ｄ０Ｄ１ｘ１０ － μ１Ｄ０ｘ１０ ＋ １

２
σ１ｘ１０ ＋ β１６ｘ１０ｐ１ｃｏｓ ｔ － β１３ｘ２

１０ｘ２０ －

　 　 　 　 β１４ｘ３
１０ － β１５ｘ３

２０ － β１２ｘ１０ｘ２
２０ ＋ β１７Ｆ１ｃｏｓ ｔ， （６ａ）

　 　 Ｄ２
０ｘ２１ ＋ ｘ２１ ＝ － ２Ｄ０Ｄ１ｘ２０ － μ２Ｄ０ｘ２０ ＋ ２σ２ｘ２０ ＋ β２６ｘ２０ｐ１ｃｏｓ ｔ － β２３ｘ１０ｘ２

２０ －
　 　 　 　 β２４ｘ３

２０ － β２５ｘ３
１０ － β２２ｘ２

１０ｘ２０ ＋ β２７Ｆ２ｃｏｓ ｔ ． （６ｂ）
方程（５ａ）和（５ｂ）的解可以写成如下复数形式：

８０５ １ ∶ ２ 内共振情况下点阵夹芯板动力学的奇异性分析



　 　 ｘ１０ ＝ Ａ１（Ｔ１）ｅｉＴ０ ／ ２ ＋ Ａ
－

１（Ｔ１）ｅ
－ ｉＴ０ ／ ２，ｘ２０ ＝ Ａ２（Ｔ１）ｅｉＴ０ ／ ２ ＋ Ａ

－

２（Ｔ１）ｅ
－ ｉＴ０ ／ ２， （７）

式中 Ａ
－

１ 和 Ａ
－

２ 分别是 Ａ１ 和 Ａ２ 的复共轭．
将方程（７）代入方程（６ａ）和方程（６ｂ）中得到

　 　 Ｄ２
０ｘ１１ ＋ １

４
ｘ１１ ＝ － ｉＤ１Ａ１ － １

２
ｉμ１Ａ１ ＋ １

２
σ１Ａ１ ＋æ

è
ç

　 　 　 　 １
２

β１６ｐ１Ａ
－

１ － ３β１４Ａ２
１Ａ
－

１ － ２β１２Ａ１Ａ２Ａ
－

２
ö

ø
÷ ｅｉＴ０ ／ ２ ＋ ｃｃ ＋ ＮＳＴ， （８ａ）

　 　 Ｄ２
０ｘ２１ ＋ ｘ２１ ＝ － ２ｉＤ１Ａ２ － ｉμ２Ａ２ ＋ ２σ２Ａ２ － ３β２４Ａ２

２Ａ
－

２ －
æ

è
ç

　 　 　 　 ２β２２Ａ１Ａ２Ａ
－

１ ＋ １
２

β２７Ｆ２
ö

ø
÷ ｅｉＴ０ ＋ ｃｃ ＋ ＮＳＴ， （８ｂ）

其中 ｃｃ 和 ＮＳＴ 分别表示方程（８）右端函数的复数部分和长期项．
Ａ１ 和 Ａ２ 可以表示为下列形式：

　 　 Ａ１ ＝ １
２

ａ１ｅｉφ１， Ａ２ ＝ １
２

ａ２ｅｉφ２ ． （９）

消除方程（８）中可以产生长期项的部分，将方程（９）代入方程（８）， 并将实部与虚部进行

分离，得到极坐标形式的四维平均方程为

　 　 ａ１ ＝ －
μ１ａ１

２
－
β１６ｐ１ａ１ｓｉｎ（２φ１）

２
， （１０ａ）

　 　 ａ１φ１ ＝ －
σ１ａ１

２
－
β１６ｐ１ａ１ｃｏｓ ２φ１( )

２
＋

３β１４ａ３
１

４
＋
β１２ａ１ａ２

２

２
， （１０ｂ）

　 　 ａ２ ＝ －
μ２ａ２

２
－
β２７Ｆ２ｓｉｎ φ２

２
， （１０ｃ）

　 　 ａ２φ２ ＝ － σ２ａ２ －
３β２４ａ３

２

８
＋
β２２ａ２

１ａ２

４
－
β２７Ｆ２ｃｏｓ φ２

２
． （１０ｄ）

让方程（１０）的左边都等于 ０，同时在方程（１０ａ）和方程（１０ｂ）中消除 φ１， 在方程（１０ｃ）和
方程（１０ｄ）中消除 φ２， 得到

　 　
μ１ａ１

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ －
σ１ａ１

２
＋

３β１４ａ３
１

４
＋
β１２ａ１ａ２

２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＝
β２

１６ｐ２
１ａ２

１

４
， （１１ａ）

　 　
μ２ａ２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ － σ２ａ２ ＋
３β２４ａ３

２

８
＋
β２２ａ２

１ａ２

４
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＝
β２

２７Ｆ２
２

４
． （１１ｂ）

展开方程（１１），得到

　 　 ｋ１１ａ６
１ ＋ ｋ１２ａ４

１ａ２
２ ＋ ｋ１３ａ２

１ａ４
２ ＋ μ２ａ２

１ ＋ σ２
１ａ２

１ ＋ ｋ１４σ１ａ４
１ ＋ ｋ１５σ１ａ２

１ａ２
２ ＋ ｋ１６ｐ２

１ａ２
１ ＝ ０， （１２ａ）

　 　 ｋ２１ａ６
２ ＋ ｋ２２ａ２

１ａ４
２ ＋ ｋ２３ａ４

１ａ２
２ ＋ μ２ａ２

２ ＋ ４σ２
２ａ２

２ ＋ ｋ２４σ２ａ４
２ ＋ ｋ２５σ２ａ２

１ａ２
２ ＋ ｋ２６Ｆ２

２ ＝ ０， （１２ｂ）
式中

　 　 ｋ１１ ＝
９β２

１４

４
， ｋ１２ ＝ ３β１２β１４， ｋ１３ ＝ β２

１２， ｋ１４ ＝ － ３β１４， ｋ１５ ＝ － ２β１２， ｋ１６ ＝ － β２
１６，

　 　 ｋ２１ ＝ ９
１６

β２
２４， ｋ２２ ＝ ３

４
β２２β２４， ｋ２３ ＝ １

４
β２

２２， ｋ２４ ＝ － ３β２４， ｋ２５ ＝ － ２β２２， ｋ２６ ＝ － β２
２７ ．
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１．３　 在 １ ∶ ２ 内共振情况下点阵夹芯板动力学方程分叉分析

令

　 　 ｇ ＝ （ｇ１，ｇ２） ∈ Ｅｚ，λ， （１３）
式中

　 　 ｇ１ ＝ ｋ１１ａ６
１ ＋ ｋ１２ａ４

１ａ２
２ ＋ ｋ１３ａ２

１ａ４
２ ＋ σ ２

１ａ２
１ ＋

　 　 　 　 ｋ１４σ １ａ４
１ ＋ ｋ１５σ １ａ２

１ａ２
２ ＋ μ ２

１ａ２
１ ＋ ｋ１６ｐ２

１ａ２
１， （１４ａ）

　 　 ｇ２ ＝ ｋ２１ａ６
２ ＋ ｋ２２ａ２

１ａ４
２ ＋ ｋ２３ａ４

１ａ２
２ ＋ ４σ ２

２ａ２
２ ＋

　 　 　 　 ｋ２４σ ２ａ４
２ ＋ ｋ２５σ ２ａ２

１ａ２
２ ＋ μ ２

２ａ２
２ ＋ ｋ２６Ｆ２

２， （１４ｂ）
　 　 ｚ ＝ （ａ１，ａ２）， λ ＝ （σ １，σ ２，ｐ１，Ｆ２） ． （１４ｃ）

１．３．１　 点阵夹芯板动力学方程的限制切空间

定理 １　 芽 ｇ（ｚ，λ） 的限制切空间 ＲＴ（ｇ，１） 有下面的关系：
　 　 ＲＴ（ｇ，１） ＝ （Ｍ２ ＋ Ｍ〈σ １，σ ２，ｐ１，Ｆ２〉 ＋ 〈Ｆ２

２〉）Ｅｚ，λ ． （１５）
证明　 根据文献［１８］中命题 １．４（第二册 １６９ 页）， ＲＴ（ｇ，１） 的生成元有 １６ 个：
　 　 （ｇ１，０），（ｇ２，０），（０，ｇ１），（０，ｇ２）， ａ１（ｇ１，ａ１，ｇ２，ａ１）， ａ２（ｇ１，ａ１，ｇ２，ａ１），
　 　 σ １（ｇ１，ａ１，ｇ２，ａ１）， σ ２（ｇ１，ａ１，ｇ２，ａ１）， ｐ１（ｇ１，ａ１，ｇ２，ａ１）， Ｆ２（ｇ１，ａ１，ｇ２，ａ１），
　 　 ａ１（ｇ１，ａ２，ｇ２，ａ２）， ａ２（ｇ１，ａ２，ｇ２，ａ２）， σ １（ｇ１，ａ２，ｇ２，ａ２），
　 　 σ ２（ｇ１，ａ２，ｇ２，ａ２）， ｐ１（ｇ１，ａ２，ｇ２，ａ２）， Ｆ２（ｇ１，ａ２，ｇ２，ａ２） ． （１６）

在方程（１６）中
　 　 ｇ１，ａ１

＝ ６ｋ１１ａ５
１ ＋ ４ｋ１２ａ３

１ａ２
２ ＋ ２ｋ１３ａ１ａ４

２ ＋ ２σ ２
１ａ１ ＋ ４ｋ１４σ １ａ３

１ ＋

　 　 　 　 ２ｋ１５σ １ａ１ａ２
２ ＋ ２μ ２

１ａ１ ＋ ２ｋ１６ｐ２
１ａ１， （１７ａ）

　 　 ｇ２，ａ１
＝ ２ｋ２２ａ１ａ４

２ ＋ ４ｋ２３ａ３
１ａ２

２ ＋ ２ｋ２５σ ２ａ１ａ２
２， （１７ｂ）

　 　 ｇ１，ａ２
＝ ２ｋ１２ａ４

１ａ２ ＋ ４ｋ１３ａ２
１ａ３

２ ＋ ２ｋ１５σ １ａ２
１ａ２， （１７ｃ）

　 　 ｇ２，ａ２
＝ ６ｋ２１ａ５

２ ＋ ４ｋ２２ａ２
１ａ３

２ ＋ ２ｋ２３ａ４
１ａ２ ＋ ８σ ２

２ａ２２ ＋

　 　 　 　 ４ｋ２４σ ２ａ２ ＋ ２ｋ２５σ ２ａ２
１ａ２ ＋ ２μ ２

２ａ２ ． （１７ｄ）
（Ｍ２ ＋ Ｍ〈σ １，σ ２，ｐ１，Ｆ２〉 ＋ 〈Ｆ２

２〉）Ｅｚ，λ 的生成元有 ２４ 个：
　 　 （ａ２

１，０），（ａ１ａ２，０），（ａ２
２，０），（σ １ａ１，０）， （σ ２ａ１，０），（ｐ１ａ１，０），（Ｆ２ａ１，０），

　 　 （σ １ａ２，０），（σ ２ａ２，０），（ｐ１ａ２，０），（Ｆ２ａ２，０），（Ｆ２
２，０），（０，ａ２

１），（０，ａ１ａ２），
　 　 （０，ａ２

２），（０，σ １ａ１），（０，σ ２ａ１），（０，ｐ１ａ１），（０，Ｆ２ａ１），（０，σ １ａ２），
　 　 （０，σ ２ａ２），（０，ｐ１ａ２），（０，Ｆ２ａ２），（０，Ｆ２

２） ． （１８）
观察方程（１７），可以发现单项式 σ １ａ１，σ ２ａ１，ｐ１ａ１ 和 Ｆ２ａ１ 仅存在于多项式 σ １ｇ１，ａ１，σ ２ｇ１，ａ１，

ｐ１ｇ１，ａ１ 和 Ｆ２ｇ１，ａ１ 中，单项式 σ １ａ２，σ ２ａ２，ｐ１ａ２ 和 Ｆ２ａ２ 仅存在于多项式 σ １ｇ２，ａ２，σ ２ｇ２，ａ２，ｐ１ｇ１，ａ２ 和

Ｆ２ｇ２，ａ２ 中．
因此，方程（１８）可以简化为 １６ 个生成元：
　 　 （ａ２

１，０），（ａ１ａ２，０），（ａ２
２，０），（σ １ａ１，０），（σ ２ａ１，０），（ｐ１ａ１，０），（Ｆ２ａ１，０），

　 　 （Ｆ２
２，０），（０，ａ２

１），（０，ａ１ａ２），（０，ａ２
２），（０，σ １ａ２），（０，σ ２ａ２），

　 　 （０，ｐ１ａ２），（０，Ｆ２ａ２），（０，Ｆ２
２） ． （１９）

下面证明，当 （ａ１，ａ２，σ １，σ ２，ｐ１，Ｆ２） ＝ （０，０，０，０，０，０） 时，方程（１６）和（１９）之间存在一个

可逆矩阵 Ａ， 使得两者可以互相表示：

０１５ １ ∶ ２ 内共振情况下点阵夹芯板动力学的奇异性分析



　 　
ｕ１

ｕ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝ Ａ

ｖ１

ｖ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝

Ａ１ Ａ２

Ａ３ Ａ４

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

ｖ１

ｖ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ． （２０）

在方程（２０）中
　 　 ｕ１ ＝ （（ｇ１，０）　 （ｇ２，０）　 （０，ｇ１）　 （０，ｇ２）　 ａ１（ｇ１，ａ１，ｇ２，ａ１）

　 　 　 　 ａ２（ｇ１，ａ１，ｇ２，ａ１）　 σ １（ｇ１，ａ１，ｇ２，ａ１）　 σ ２（ｇ１，ａ１，ｇ２，ａ１））
Τ
１×８， （２１ａ）

　 　 ｕ２ ＝ （ｐ１（ｇ１，ａ１，ｇ２，ａ１）　 Ｆ２（ｇ１，ａ２，ｇ２，ａ２）　 ａ１（ｇ１，ａ２，ｇ２，ａ２）
　 　 　 　 ａ２（ｇ１，ａ２，ｇ２，ａ２）　 σ １（ｇ１，ａ２，ｇ２，ａ２）　 σ ２（ｇ１，ａ２，ｇ２，ａ２）

　 　 　 　 ｐ１（ｇ１，ａ２，ｇ２，ａ２）　 Ｆ２（ｇ１，ａ２，ｇ２，ａ２））
Τ
１×８， （２１ｂ）

　 　 ｖ１ ＝ （（ａ２
１，０）　 （Ｆ２

２，０）　 （０，ａ２
１）　 （０，Ｆ２

２）
　 　 　 　 （ａ２

２，０）　 （ａ１ａ２，０）　 （σ １ａ１，０）　 （σ ２ａ１，０）） Τ
１×８， （２１ｃ）

　 　 ｖ２ ＝ （（ｐ１ａ１，０）　 （Ｆ２ａ１，０）　 （０，ａ１ａ２）　 （０，ａ２
２）

　 　 　 　 （０，σ １ａ２）　 （０，σ ２ａ２）　 （０，ｐ１ａ１）　 （０，Ｆ２ａ１）） Τ
１×８， （２１ｄ）

　 　 Ａ１ ＝

Ｃ１ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ Ｃ２ ０ ０ Ｃ３ ０ ０ ０
０ ０ Ｃ１ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ Ｃ２ ０ ０ ０ ０
Ｃ４ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ Ｃ４ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ Ｃ４ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ Ｃ４

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

８×８

， （２１ｅ）

　 　 Ａ２ ＝

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ Ｃ３ ０ ０ ０ ０
０ ０ Ｃ５ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ Ｃ５ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ Ｃ５ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ Ｃ５ ０ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

８×８

， （２１ｆ）

　 　 Ａ３ ＝

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
Ｃ７ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ Ｃ７ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ Ｃ７ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ Ｃ７

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

８×８

， （２１ｇ）
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　 　 Ａ４ ＝

Ｃ４ ０ ０ ０ ０ ０ Ｃ５ ０
０ Ｃ４ ０ ０ ０ ０ ０ Ｃ５

０ ０ Ｃ６ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ Ｃ６ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ Ｃ６ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ Ｃ６ ０ ０
Ｃ７ ０ ０ ０ ０ ０ Ｃ６ ０
０ Ｃ７ ０ ０ ０ ０ ０ Ｃ６

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

８×８

． （２１ｈ）

在方程（２１）中
　 　 Ｃ１ ＝ ｋ１１ａ４

１ ＋ ｋ１２ａ２
１ａ２

２ ＋ ｋ１３ａ４
２ ＋ σ ２

１ ＋ ｋ１４σ １ａ２
１ ＋ ｋ１５σ １ａ２

２ ＋ μ ２
１ ＋ ｋ１６ｐ２

１， （２２ａ）
　 　 Ｃ２ ＝ ｋ２６， （２２ｂ）

　 　 Ｃ３ ＝ ｋ２１ａ４
２ ＋ ｋ２２ａ２

１ａ２
２ ＋ ｋ２３ａ４

１ ＋ ４σ ２
２ ＋ ｋ２４σ ２ａ２

２ ＋ ｋ２５σ ２ａ２
１ ＋ μ ２

２， （２２ｃ）

　 　 Ｃ４ ＝ ６ｋ１１ａ４
１ ＋ ４ｋ１２ａ２

１ａ２
２ ＋ ２ｋ１３ａ４

２ ＋ ２σ ２
１ ＋ ４ｋ１４σ １ａ２

１ ＋

　 　 　 　 ２ｋ１５σ １ａ２
２ ＋ ２μ ２

１ ＋ ２ｋ１６ｐ２
１， （２２ｄ）

　 　 Ｃ５ ＝ ２ｋ２２ａ１ａ３
２ ＋ ４ｋ２３ａ３

１ａ２ ＋ ２ｋ２５σ ２ａ１ａ２， （２２ｅ）

　 　 Ｃ６ ＝ ６ｋ２１ａ４
２ ＋ ４ｋ２２ａ２

１ａ２
２ ＋ ２ｋ２３ａ４

１ ＋ ８σ ２
２ ＋ ４ｋ２４σ ２ａ２

２ ＋ ２ｋ２５σ ２ａ２
１ ＋ ２μ ２

２， （２２ｆ）

　 　 Ｃ７ ＝ ２ｋ１２ａ３
１ａ２ ＋ ４ｋ１３ａ１ａ３

２ ＋ ２ｋ１５σ １ａ１ａ２ ． （２２ｇ）
因为

　 　 μ １ ＞ ０， μ ２ ＞ ０， ｋ２６ ＜ ０，
当 ａ１ ＝ ａ２ ＝ σ １ ＝ σ ２ ＝ ｐ１ ＝ Ｆ２ ＝ ０ 时，得到

　 　

Ｃ１ ＝ μ ２
１ ＞ ０， Ｃ２ ＝ ｋ２６ ＜ ０，

Ｃ３ ＝ μ ２
２ ＞ ０， Ｃ４ ＝ ２μ ２

１ ＞ ０，

Ｃ５ ＝ ０， Ｃ６ ＝ ２μ ２
２ ＞ ０， Ｃ７ ＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（２３）

这样矩阵 Ａ 可表示为

　 　 Ａ ＝
Ａ１ Ａ２

Ａ３ Ａ４

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ， （２４）

其中

　 　 Ａ１ ＝

μ ２
１ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ｋ２６ ０ ０ μ ２
２ ０ ０ ０

０ ０ μ ２
１ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ｋ２６ ０ ０ ０ ０

２μ ２
１ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ ２μ ２
１ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０ ２μ ２
１ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ２μ ２
１

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

８×８

， （２５ａ）
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　 　 Ａ２ ＝

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ μ ２

２ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

８×８

， （２５ｂ）

　 　 Ａ３ ＝

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

８×８

， （２５ｃ）

　 　 Ａ４ ＝

２μ ２
１ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ２μ ２
１ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ２μ ２
２ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ２μ ２
２ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ２μ ２
２ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ ２μ ２
２ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０ ２μ ２
２ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ２μ ２
２
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è
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ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç
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ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

８×８

． （２５ｄ）

在 １６×１６ 的矩阵 Ａ 中，容易发现第 １ 行和第 ５ 行线性相关，第 ２ 列和第 ５ 列线性相关，剔
除第 ５ 行和第 ５ 列，剩下一个 １５×１５ 的上三角矩阵，很容易证明 １５×１５ 的矩阵行列式的值是非

零的．
证明完成．

１．３．２　 点阵夹芯板动力学方程的简单识别

定理 ２　 令

　 　 ｇ（ｚ，λ） ＝ ｈ（ｚ，λ） ＋ ｑ（ｚ，λ）， （２６）
式中

　 　 ｈ ＝ （μ ２
１ａ２

１，μ ２
２ａ２

２ ＋ ｋ２６Ｆ２
２）， （２７ａ）

　 　 ｑ ＝ （ｋ１１ａ６
１ ＋ ｋ１２ａ４

１ａ２
２ ＋ ｋ１３ａ２

１ａ４
２ ＋ σ ２

１ａ２
１ ＋ ｋ１４σ １ａ４

１ ＋ ｋ１５σ １ａ２
１ａ２

２ ＋ ｋ１６ｐ２
１ａ２

１，
　 　 　 　 ｋ２１ａ６

２ ＋ ｋ２２ａ２
１ａ４

２ ＋ ｋ２３ａ４
１ａ２

２ ＋ ４σ ２
２ａ２

２ ＋ ｋ２４σ ２ａ４
２ ＋ ｋ２５σ ２ａ２

１ａ２
２）， （２７ｂ）

可以得到 ｇ 和 ｈ 是强等价的．
证明　 根据定理 １， 芽 ｇ（ｚ，λ） 的限制切空间 ＲＴ（ｇ，１） 的一个高阶项是
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　 　 （Ｍ３ ＋ Ｍ２〈σ １，σ ２，ｐ１，Ｆ２〉 ＋ Ｍ〈Ｆ２
２〉）Ｅｚ，λ ． （２８）

对于多项式 ｇ， 观察发现

　 　 （ｋ１１ａ６
１，０），（ｋ１２ａ４

１ａ２
２，０），（ｋ１３ａ２

１ａ４
２，０），（０，ｋ２１ａ６

２），
　 　 　 　 （０，ｋ２２ａ２

１ａ４
２），（０，ｋ２３ａ４

１ａ２
２） ∈ Ｍ３Ｅｚ，λ， （２９ａ）

　 　 （σ ２
１ａ２

１，０），（ｋ１４σ １ａ４
１，０），（ｋ１５σ １ａ２

１ａ２
２，０），（０，４σ ２

２ａ２
２），（０，ｋ２４σ ２ａ４

２），
　 　 　 　 （ｋ１６ｐ２

１ａ２
１，０），（０，ｋ２５σ ２ａ２

１ａ２
２） ∈ Ｍ２〈σ １，σ ２，ｐ１，Ｆ２〉Ｅｚ，λ， （２９ｂ）

因此

　 　 ｑ ∈ Ｍ３ ＋ Ｍ２〈σ １，σ ２，ｐ１，Ｆ２〉 ＋ Ｍ〈Ｆ２
２〉 ．

根据文献［１８］中定理 ４．１（第二册 １８５ 页），可以得到 ｇ 和 ｈ 是强等价的．
证明完成．在下面的讨论中， ｇ 将被 ｈ 取代．
引理 １　 ｈ 的非退化条件满足

　 　 Ｄ ＞ ０ （３０）
和

　 　 （０，ｋ２６） × （μ ２
１，０） ≠ ０，（０，ｋ２６） × （μ ２

１，μ ２
２） ≠ ０． （３１）

满足非退化条件的 ｈ 等价于

　 　 ｈ ＝ （ａ２
１，ａ２

２ － Ｆ２
２） ． （３２）

证明　 令

　 　 ｈ（ｚ，λ） ＝ ｆ（ｚ） ＋ Ｆ２
２·（０，ｋ２６）， （３３）

式中 ｆ（ｚ） ＝ （μ ２
１ａ２

１，μ ２
２ａ２

２） ．根据文献［１８］中方程（２．７） （第一册 ４０２ 页），

　 　 Ｑ（ｈ） ＝
２μ ２

１ａ１ ０

０ ２μ ２
２ａ２

＝ ４μ ２
１μ ２

２ａ１ａ２， （３４）

根据文献［１８］中方程（２．８） （第一册 ４０２ 页），
　 　 Ｄ ＝ ｂ２ － ４ａｃ ＝ １６μ ４

１μ ４
２ ． （３５）

因为 μ １ ＞ ０，μ ２ ＞ ０， 所以

　 　 Ｄ ＞ ０． （３６）
选择非零向量 ｚ１ ＝ （１，０） 和 ｚ２ ＝ （１，１），令 ｗｉ ＝ ｆ（ｚｉ），ｉ ＝ １，２， 得到

　 　 ｗ１ ＝ （μ ２
１，０）， ｗ２ ＝ （μ ２

１，μ ２
２） ． （３７）

因为 ｋ２６ ＜ ０，
　 　 （０，ｋ２６） × （μ ２

１，０） ≠ ０， （０，ｋ２６） × （μ ２
１，μ ２

２） ≠ ０． （３８）
根据文献［１８］中方程（２．１３）和定理 ２．３（第一册 ４０４ 页）， （０，ｋ２６） 位于图 ２．１ 的像 ２ 中，因此，
ｈ 的正规形式可表示为

　 　 ｈ ＝ （ａ２
１，ａ２

２ － Ｆ２
２） ． （３９）

证明完成．观察表达式（３９）， ｈ 的普适开折需要表达式（３９）补足 ｈ 的线性项和常数项．
定理 ３　 令

　 　 Ｈ（ａ１，ａ２，σ １，σ ２，ｐ１，Ｆ２） ＝
　 　 　 　 （ｈ１（ａ１，ａ２，σ １，σ ２，ｐ１，Ｆ２），ｈ２（ａ１，ａ２，σ １，σ ２，ｐ１，Ｆ２））

是分叉问题 ｈ 的一个 ４ 参数开折，如果满足引理 １，则 Ｈ 是 ｈ 的普适开折，当且仅当
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　 　 ｄｅｔ（Ｐ） ＝ ｄｅｔ

０ ｈ１，ａ１ａ１ ｈ１，ａ１ａ２ ０ ｈ２，ａ１ａ１ ｈ２，ａ１ａ２

０ ｈ１，ａ２ａ１ ｈ１，ａ２ａ２ ０ ｈ２，ａ２ａ１ ｈ２，ａ２ａ２

ｈ１，σ１
ｈ１，σ１ａ１ ｈ１，σ１ａ２ ｈ２，σ１

ｈ２，σ１ａ１ ｈ２，σ１ａ２

ｈ１，σ２
ｈ１，σ２ａ１ ｈ１，σ２ａ２ ｈ２，σ２

ｈ２，σ２ａ１ ｈ２，σ２ａ２

ｈ１，Ｆ２
ｈ１，Ｆ２ａ１ ｈ１，Ｆ２ａ２ ｈ２，Ｆ２

ｈ２，Ｆ２ａ１ ｈ２，Ｆ２ａ２

ｈ１，ｐ１ ｈ１，ｐ１ａ１ ｈ１，ｐ１ａ２ ｈ２，ｐ１ ｈ２，ｐ１ａ１ ｈ２，ｐ１ａ２
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≠ ０， （４０）

这里　 　 （ａ１，ａ２，σ １，σ ２，ｐ１，Ｆ２） ＝ （０，０，０，０，０，０） ．
证明　 矩阵 Ｐ 能够被表示为

　 　 Ｐ ＝ （α１，α２，α３，α４，α５，α６） Ｔ， （４１）
式中

　 　 α１ ＝ （０，ｈ１，ａ１ａ１，ｈ１，ａ１ａ２，０，ｈ２，ａ１ａ１，ｈ２，ａ１ａ２）， （４２ａ）
　 　 α２ ＝ （０，ｈ１，ａ２ａ１，ｈ１，ａ２ａ２，０，ｈ２，ａ２ａ１，ｈ２，ａ２ａ２）， （４２ｂ）
　 　 α３ ＝ （ｈ１，σ１

，ｈ１，σ１ａ１，ｈ１，σ１ａ２，ｈ２，σ１
，ｈ２，σ１ａ１，ｈ２，σ１ａ２）， （４２ｃ）

　 　 α４ ＝ （ｈ１，σ２
，ｈ１，σ２ａ１，ｈ１，σ２ａ２，ｈ２，σ２

，ｈ２，σ２ａ１，ｈ２，σ２ａ２）， （４２ｄ）
　 　 α５ ＝ （ｈ１，Ｆ２

，ｈ１，Ｆ２ａ１，ｈ１，Ｆ２ａ２，ｈ２，Ｆ２
，ｈ２，Ｆ２ａ１，ｈ２，Ｆ２ａ２）， （４２ｅ）

　 　 α６ ＝ （ｈ１，ｐ１，ｈ１，ｐ１ａ１，ｈ１，ｐ１ａ２，ｈ２，ｐ１，ｈ２，ｐ１ａ１，ｈ２，ｐ１ａ２） ． （４２ｆ）
将 ｈ 代入方程（３９），得

　 　
α１ ＝ （０，２，０，０，０，０）， α２ ＝ （０，０，０，０，０，２）， α３ ＝ （０，０，０，０，０，０），
α４ ＝ （０，０，０，０，０，０）， α５ ＝ （０，０，０，０，０，０）， α６ ＝ （０，０，０，０，０，０） ．{ （４３）

方程（４３）中，仅有 ２ 个向量 α１ 和 α２ 是线性无关的，因此存在补足 ｈ 的 ４ 个线性无关向量：
　 　 （０，λ′ａ１），（λ″ａ２，０），（λ，λ），（ － λ‴，λ‴）， （４４）

式中 λ，λ′，λ″和 λ‴的取值是 σ １，σ ２，ｐ１ 和 Ｆ２ 这 ４ 个分叉参数中的任意一个，且互相之间取值

不同．这样，可得到

　 　 Ｈ ＝ （ａ２
１ ＋ λ″ａ２ ＋ λ － λ‴，ａ２

２ － Ｆ２
２ ＋ λ′ａ１ ＋ λ ＋ λ‴） ． （４５）

把方程（４５）代入方程（４２），得
　 　 ｄｅｔ（Ｐ） ≠ ０． （４６）

反过来，在方程（４３）中，仅有向量 α１ 和 α２ 是线性无关，因为 ｄｅｔ（Ｈ） ≠ ０， 补足 ｈ 的线性无关

的向量需要 ４ 个：
　 　 （０，λ′ａ１），（λ″ａ２，０），（λ，λ），（ － λ‴，λ‴）， （４７）

这样，得到

　 　 Ｈ ＝ （ａ２
１ ＋ λ″ａ２ ＋ λ － λ‴，ａ２

２ － Ｆ２
２ ＋ λ′ａ１ ＋ λ ＋ λ‴） ． （４８）

证明完成．
１．３．３　 点阵夹芯板动力学方程的多项式空间

定理 ４　 ｈ 的多项式空间能够简化为

　 　 Ｒ { （ｄｈ） ｚ，λ（Ｙ１），…，（ｄｈ） ｚ，λ（Ｙｍ），ｈλ，λｈλ，λ ２ｈλ，… } ＝
　 　 　 　 Ｒ { （ａ１，０），（０，ａ２），（０，Ｆ２） } ． （４９）
证明　 推导方程（４９），建立下面的矩阵关系：
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ｕ′１
ｕ′２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝ Ｂ

ｖ′１
ｖ′２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝

Ｂ１ Ｂ２

Ｂ３ Ｂ４

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

ｖ′１
ｖ′２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ， （５０）

其中

　 　 ｕ′１ ＝ （（ｈ１，ａ１，０）　 （ｈ１，ａ２，０）　 （ｈ１，σ１
，０）　 （ｈ１，σ２

，０）　 （ｈ１，ｐ１，０）　 （ｈ１，Ｆ２
，０）） Τ

１×６，

（５１ａ）
　 　 ｕ′２ ＝ （（０，ｈ２，ａ１）　 （０，ｈ２，ａ２）　 （０，ｈ２，σ１

）　 （０，ｈ２，σ２
）　 （０，ｈ２，ｐ１）　 （０，ｈ２，Ｆ２

）） Τ
１×６，

（５１ｂ）
　 　 ｖ′１ ＝ （（ａ１，０）　 （ａ２，０）　 （σ １，０）　 （σ ２，０）　 （ｐ１，０）　 （Ｆ２，０）） Τ

１×６， （５１ｃ）
　 　 ｖ′２ ＝ （（０，ａ１）　 （０，ａ２）　 （０，σ １）　 （０，σ ２）　 （０，ｐ１）　 （０，Ｆ２）） Τ

１×６， （５１ｄ）

　 　

Ｂ１ ＝

Ｄ１ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０
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è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

６×６

， Ｂ２ ＝

０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

６×６

，

Ｂ３ ＝

０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０
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è

ç
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ç
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çç
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６×６

， Ｂ４ ＝

０ ０ ０ ０ ０ ０
０ Ｄ２ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ Ｄ３
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è

ç
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６×６

．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

（５１ｅ）

在方程（５１ｅ）中
　 　 Ｄ１ ＝ ２， Ｄ２ ＝ ２， Ｄ３ ＝ － ２． （５２）

（ｕ′Ｔ１ ｕ′Ｔ２ ） 能够被 （ａ１，０），（０，ａ２） 和 （０，Ｆ２） 这 ３ 个向量表示，因此

　 　 Ｒ { （ｄｈ） ｚ，λ（Ｙ１），…，（ｄｈ） ｚ，λ（Ｙｍ），ｈλ，λｈλ，λ ２ｈλ，… } ＝
　 　 　 　 Ｒ { （ａ１，０），（０，ａ２），（０，Ｆ２） } ． （５３）
证明完成．

１．３．４　 含有 ４ 个分叉参数的分叉方程的奇异性理论推广

根据定理 １，有下面的关系：
　 　 ｈ ∈ （Ｍ２ ＋ 〈Ｆ２

２〉）Ｅｚ，λ ⊂ （Ｍ２ ＋ Ｍ〈σ １，σ ２，ｐ１，Ｆ２〉 ＋ 〈Ｆ２
２〉）Ｅｚ，λ， （５４）

即

　 　 （ａ２
１，０），（０，ａ２

２） ∈ Ｍ２Ｅｚ，λ， （０，Ｆ２
２） ∈ 〈Ｆ２

２〉Ｅｚ，λ， （５５）
显然，多项式 ｈ 不包含属于 Ｍ〈σ １，σ ２，ｐ１，Ｆ２〉Ｅｚ，λ 的单项式．因此，对奇异性理论作如下推广：

定义 １　 设 Ｔ（ｈ，１） ⊂Ｅｚ，λ 有有限余维， Ｔ（ｈ，１） 在 Ｅｚ，λ 中的余维数记作 ｍ ；如果 ｈ∈〈ｈ〉
⊂ Ｔ（ｈ，１）， 满足定理 ３，则 ｈ 在 Ｔ（ｈ，１） 中的余维数，记作 ｎ ．

引理 ２　 ｈ 在 Ｅｚ，λ 中的余维数等于 ｎ ＋ ｍ ．
证明　 根据定义 １ 和定理 ３， Ｔ（ｈ，１） ⊂ Ｅｚ，λ 有有限余维，存在 ｎ 个线性无关的向量补足

〈ｈ〉， 使得
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　 　 〈ｈ〉  ｐ（ｎ） ＝ Ｔ（ｈ ＋ １）， （５６）
式中 ｐ（ｎ） 是一个有限维子空间．

同理，存在 ｍ 个线性无关的向量补足 Ｔ（ｈ，１）， 使得

　 　 Ｔ（ｈ ＋ １）  ｐ′（ｍ） ＝ Ｅｚ，λ， （５７）
式中 ｐ′（ｍ） 是一个有限维子空间．

把方程（５０）代入方程（５１）， 得到

　 　 〈ｈ〉  ｐ（ｎ）  ｐ′（ｍ） ＝ Ｅｚ，λ ． （５８）
因此， 〈ｈ〉 在 Ｅｚ，λ 的余维数，等于 ｎ ＋ ｍ， 即 ｈ 在 Ｅｚ，λ 的余维数，等于 ｎ ＋ ｍ ．
证明完成．
推论 １　 ｎ ＝ ６ － ２ － ｍ ．
证明　 根据定理 ３，存在 ６ 个线性无关的向量，但是在方程（４３）中，仅有 ２ 个线性无关的

向量 α１ 和 α２ ．根据引理 ２， 可知 ２ ＋ ｍ ＋ ｎ ＝ ６， 即 ｎ ＝ ６ － ２ － ｍ ．
证明完成．
我们知道含有单参数的二元齐次方程组（文献［１８］中，第一册 ４０９ 页）的普适开折中补足

的变量 ｘ 和 ｙ 需要辅助参数作用，有结论：余维数等于辅助参数的个数．观察方程（１８）到方程

（１９）缺失的项，发现满足定理 ３ 的多参数的二元齐次方程组的普适开折中补足的变量 ｘ 和 ｙ
本身就有参数作用，如果再加上辅助参数的作用就不满足定理 ３．为了表明补足的变量 ｘ 和 ｙ
本身就有参数作用的项在普适开折中是补足的，需要定义一个新的符号．

定义 ２　 在普适开折中，让函数 ｓｇｎ（·）作用在本身就有参数作用的补足项上， 把函数

ｓｇｎ（·）叫做辅助函数．
显然，可以得到结论：在多参数的二元齐次方程组的普适开折中，余维数等于辅助函数的

个数加上辅助参数的个数的和．在后面的讨论中，为简化符号，ｓｇｎ（·）被记作 ε ．
１．３．５　 点阵夹芯板动力学分叉方程的普适开折

定理 ５　 ｈ 在 Ｅｚ，λ 中的余维数是 ４，方程（３２）的普适开折是

　 　 Ｇ１ ＝ （ａ２
１ ＋ ２ε １２σ １ａ２ ＋ ２ε １１Ｆ２ － ε １４ｐ１， ａ２

２ － Ｆ２
２ ＋ ２ε １３σ ２ａ１ ＋ ε １４ｐ１）， （５９ａ）

　 　 Ｇ２ ＝ （ａ２
１ ＋ ２ε ２２σ ２ａ２ ＋ ２ε ２１Ｆ２ － ε ２４ｐ１， ａ２

２ － Ｆ２
２ ＋ ２ε ２３σ １ａ１ ＋ ε ２４ｐ１）， （５９ｂ）

　 　 Ｇ３ ＝ （ａ２
１ ＋ ２ε ３２σ ２ａ２ ＋ ε ３１σ １ － ε ３４ｐ１， ａ２

２ － Ｆ２
２ ＋ ２ε ３３Ｆ２ａ１ ＋ ε ３１σ １ ＋ ε ３４ｐ１）， （５９ｃ）

　 　 Ｇ４ ＝ （ａ２
１ ＋ ２ε ４２Ｆ２ａ２ ＋ ε ４１σ １ － ε ４４ｐ１， ａ２

２ － Ｆ２
２ ＋ ２ε ４３σ ２ａ１ ＋ ε ４１σ １ ＋ ε ４４ｐ１）， （５９ｄ）

　 　 Ｇ５ ＝ （ａ２
１ ＋ ２ε ５２σ １ａ２ ＋ ε ５１σ ２ － ε ５４ｐ１， ａ２

２ － Ｆ２
２ ＋ ２ε ５３Ｆ２ａ１ ＋ ε ５１σ ２ ＋ ε ５４ｐ１）， （５９ｅ）

　 　 Ｇ６ ＝ （ａ２
１ ＋ ２ε ６２Ｆ２ａ２ ＋ ε ６１σ ２ － ε ６４ｐ１， ａ２

２ － Ｆ２
２ ＋ ２ε ６３σ １ａ１ ＋ ε ６１σ ２ ＋ ε ６４ｐ１）， （５９ｆ）

　 　 Ｇ７ ＝ （ａ２
１ ＋ ２ε ７２ｐ１ａ２ ＋ ２ε ７１Ｆ２ － ε ７４σ １， ａ２

２ － Ｆ２
２ ＋ ２ε ７３σ ２ａ１ ＋ ε ７４σ １）， （５９ｇ）

　 　 Ｇ８ ＝ （ａ２
１ ＋ ２ε ８２σ ２ａ２ ＋ ２ε ８１Ｆ２ － ε ８４σ １， ａ２

２ － Ｆ２
２ ＋ ２ε ８３ｐ１ａ１ ＋ ε ８４σ １）， （５９ｈ）

　 　 Ｇ９ ＝ （ａ２
１ ＋ ２ε ９２σ ２ａ２ ＋ ε ９１ｐ１ － ε ９４σ １， ａ２

２ － Ｆ２
２ ＋ ２ε ９３Ｆ２ａ１ ＋ ε ９１ｐ１ ＋ ε ９４σ １）， （５９ｉ）

　 　 Ｇ１０ ＝ （ａ２
１ ＋ ２ε １０２Ｆ２ａ２ ＋ ε １０１ｐ１ － ε １０４σ １，

　 　 　 　 ａ２
２ － Ｆ２

２ ＋ ２ε １０３σ ２ａ１ ＋ ε １０１ｐ１ ＋ ε １０４σ １）， （５９ｊ）
　 　 Ｇ１１ ＝ （ａ２

１ ＋ ２ε １１２ｐ１ａ２ ＋ ε １１１σ ２ － ε １１４σ １，
　 　 　 　 ａ２

２ － Ｆ２
２ ＋ ２ε １１３Ｆ２ａ１ ＋ ε １１１σ ２ ＋ ε １１４σ １）， （５９ｋ）

　 　 Ｇ１２ ＝ （ａ２
１ ＋ ２ε １２２Ｆ２ａ２ ＋ ε １２１σ ２ － ε １２４σ １，
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　 　 　 　 ａ２
２ － Ｆ２

２ ＋ ２ε １２３ｐ１ａ１ ＋ ε １２１σ ２ ＋ ε １２４σ １）， （５９ｌ）
　 　 Ｇ１３ ＝ （ａ２

１ ＋ ２ε １３２σ １ａ２ ＋ ２ε １３１Ｆ２ － ε １３４σ ２， ａ２
２ － Ｆ２

２ ＋ ２ε １３３ｐ１ａ１ ＋ ε １３４σ ２）， （５９ｍ）
　 　 Ｇ１４ ＝ （ａ２

１ ＋ ２ε １４２ｐ１ａ２ ＋ ２ε １４１Ｆ２ － ε １４４σ ２， ａ２
２ － Ｆ２

２ ＋ ２ε １４３σ １ａ１ ＋ ε １４４σ ２）， （５９ｎ）
　 　 Ｇ１５ ＝ （ａ２

１ ＋ ２ε １５２ｐ１ａ２ ＋ ε １５１σ １ － ε １５４σ ２，
　 　 　 　 ａ２

２ － Ｆ２
２ ＋ ２ε １５３Ｆ２ａ１ ＋ ε １５１σ １ ＋ ε １５４σ ２）， （５９ｏ）

　 　 Ｇ１６ ＝ （ａ２
１ ＋ ２ε １６２Ｆ２ａ２ ＋ ε １６１σ １ － ε １６４σ ２，

　 　 　 　 ａ２
２ － Ｆ２

２ ＋ ２ε １６３ｐ１ａ１ ＋ ε １６１σ １ ＋ ε １６４σ ２）， （５９ｐ）
　 　 Ｇ１７ ＝ （ａ２

１ ＋ ２ε １７２σ １ａ２ ＋ ε １７１ｐ１ － ε １７４σ ２，
　 　 　 　 ａ２

２ － Ｆ２
２ ＋ ２ε １７３Ｆ２ａ１ ＋ ε １７１ｐ１ ＋ ε １７４σ ２）， （５９ｑ）

　 　 Ｇ１８ ＝ （ａ２
１ ＋ ２ε １８２Ｆ２ａ２ ＋ ε １８１ｐ１ － ε １８４σ ２，

　 　 　 　 ａ２
２ － Ｆ２

２ ＋ ２ε １８３σ １ａ１ ＋ ε １８１ｐ１ ＋ ε １８４σ ２）， （５９ｒ）
式中　 　 ε ｉｊ ＝ ＋ １，０， － １，ｉ ＝ １，２，…，１８， ｊ ＝ １，２，３，４．

证明　 根据文献［１８］中方程（２．７）（第二册 ２１１ 页），可知

　 　 Ｔ（ｈ，１） ＝ （Ｍ２ ＋ Ｍ〈σ １，σ ２，ｐ１，Ｆ２〉 ＋ 〈Ｆ２
２〉）Ｅｚ，λ ＋

　 　 　 　 Ｒ { （ａ１，０），（０，ａ２），（０，Ｆ２） } ． （６０）
Ｉｔｒ Ｔ（ｈ，１） 是包含在 Ｔ（ｈ，１） 中的极大理想：
　 　 Ｉｔｒ Ｔ（ｈ，１） ＝ （Ｍ２ ＋ Ｍ〈σ １，σ ２，ｐ１，Ｆ２〉 ＋ 〈Ｆ２

２〉）Ｅｚ，λ， （６１）
可得

　 　 ［Ｉｔｒ Ｔ（ｈ，１）］⊥ ＝ Ｒ { （ａ１，０），（ａ２，０），（σ １，０），（σ ２，０），（ｐ１，０），
　 　 　 　 （Ｆ２，０），（ － １，０），（０，ａ１），（０，ａ２），（０，σ １），（０，σ ２），（０，ｐ１），（０，１） } （６２）

的维数是 １２．显然， Ｒ { （ａ１，０），（０，ａ２），（０，Ｆ２） } 的维数是 ２，因此存在 ［Ｉｔｒ Ｔ（ｈ，１）］⊥ 的子空

间的一组基补足 Ｒ { （ａ１，０），（０，ａ２），（０，Ｆ２） } ， 即

　 　 （ａ２，０），（０，ａ１），（Ｆ２，０），（σ １，０），（０，σ １），（σ ２，０），
　 　 （０，σ ２），（ｐ１，０），（０，ｐ１），（ － １，０），（０，１） ． （６３）

根据定理 ３，简化方程（６３）：
　 　 （ａ２，０），（０，ａ１），（Ｆ２，０），（σ １，σ １），（σ ２，σ ２），（ｐ１，ｐ１），（ － １，１） ． （６４）
Ｍ〈σ １，σ ２，ｐ１，Ｆ２〉Ｅｚ，λ 的生成元有 １６ 个：
　 　 （σ １ａ１，０），（σ ２ａ１，０），（ｐ１ａ１，０），（Ｆ２ａ１，０），（σ １ａ２，０），（σ ２ａ２，０），
　 　 （ｐ１ａ２，０），（Ｆ２ａ２，０），（０，σ １ａ１），（０，σ ２ａ１），（０，ｐ１ａ１），
　 　 （０，Ｆ２ａ１），（０，σ １ａ２），（０，σ ２ａ２），（０，ｐ１ａ２），（０，Ｆ２ａ２） ． （６５）
在方程（６４）中，对于向量 （ａ２，０） 和 （０，ａ１）， 存在两个辅助参数 β １ 和 β ２， 使得 （β １ａ２，０）

和 （０，β ２ａ１） 发生．根据定理 ３ 和方程 （６５）， （β １ａ２，０） 与 （σ １ａ２，０）， （σ ２ａ２，０）， （ｐ１ａ２，０），
（Ｆ２ａ２，０） 这 ４ 个向量中的任意一个线性相关； （０，β ２ａ１） 与（０，σ １ａ１），（０，σ ２ａ１），（０，ｐ１ａ１），
（０，Ｆ２ａ１） 这 ４ 个向量中的任意一个线性相关．因此， （ａ２，０） 和 （０，ａ１） 将被剔除．

在方程（６４）中，对于向量 （ － １，１），存在一个辅助参数 γ，使得 （ － γ，γ） 发生．根据定理 ３
和方程（６４）， （ － γ，γ） 能够被 （ － σ １，σ １），（ － σ ２，σ ２），（ － ｐ１，ｐ１） 这 ３ 个向量中的任意一个替

代，这是因为 σ １，σ ２，ｐ１，γ 都是参数，有共同的辅助特性．
在 ｈ 的普适开折中，当 （ － γ，γ） 被 （ － ｐ１，ｐ１） 替代，根据定义 ２，存在 ４ 个辅助函数 ε １，

８１５ １ ∶ ２ 内共振情况下点阵夹芯板动力学的奇异性分析



ε ２，ε ３ 和 ε ４， 使得 （ε １Ｆ２，０），（ε ２σ １，ε ２σ １），（ε ３σ ２，ε ３σ ２） 和 （ － ε ４ｐ１，ε ４ｐ１） 发生．根据定理 ３，
把 ４ 个向量 （ε １Ｆ２，０），（ε ２σ １，ε ２σ １），（ε ３σ ２，ε ３σ ２） 和 （ － ε ４ｐ１，ε ４ｐ１） 代入方程（４２）中，仅有

两个向量是线性无关的，根据定义 １， ｍ ＝ ２．
因此， Ｔ（ｈ，１） 在 Ｅｚ，λ 中的补基是 （ε１Ｆ２，０） 和（ － ε ４ｐ１，ε ４ｐ１），或（ε ２σ １，ε ２σ １） 和（ － ε ４ｐ１，

ε ４ｐ１），或（ε ３σ ２，ε ３σ ２） 和（ － ε ４ｐ１，ε ４ｐ１） ．
为了简化符号， （ε ２σ １，ε ２σ １） 记作 （ε １σ １，ε １σ １），（ε ３σ ２，ε ３σ ２） 记作 （ε １σ ２，ε １σ ２） ．
根据推论 １， ｎ ＝ ２．
根据定义 １，在 Ｔ（ｈ，１） 中，存在 ２ 个线性无关的向量补足 〈ｈ〉 ． 根据定理 ３，当选择

（ε １Ｆ２，０） 和 （ － ε ４ｐ１，ε ４ｐ１） 作为 Ｔ（ｈ，１） 在 Ｅｚ，λ 中的补基时，它们是 （σ １ａ２，０） 和 （０，σ ２ａ１）
或者 （σ ２ａ２，０） 和 （０，σ １ａ１） ；当选择 （ε １σ １，ε １σ １） 和 （ － ε ４ｐ１，ε ４ｐ１） 作为 Ｔ（ｈ，１） 在 Ｅｚ，λ 中

的补基时，它们是 （Ｆ２ａ２，０） 和 （０，σ ２ａ１） 或者 （σ ２ａ２，０） 和 （０，Ｆ２ａ１） ；当选择 （ε １σ ２，ε １σ ２）
和 （ － ε ４ｐ１，ε ４ｐ１） 作为 Ｔ（ｈ，１） 在 Ｅｚ，λ 中的补基时，它们是 （Ｆ２ａ２，０） 和 （０，σ １ａ１） 或者

（σ １ａ２，０） 和 （０，Ｆ２ａ１） ．
根据定义 ２，当选择 （ε １Ｆ２，０） 和 （ － ε ４ｐ１，ε ４ｐ１） 作为 Ｔ（ｈ，１） 在 Ｅｚ，λ 中的补基时，

（ε ２σ １ａ２，０） 和 （０，ε ３σ ２ａ１） 或者 （ε ２σ ２ａ２，０） 和 （０，ε ３σ １ａ１） 发生；当选择 （ε １σ １，ε １σ １） 和

（ － ε ４ｐ１，ε ４ｐ１） 作为 Ｔ（ｈ，１） 在 Ｅｚ，λ 中的补基时， （ε ２Ｆ２ａ２，０） 和 （０，ε ３σ ２ａ１） 或者 （ε ２σ ２ａ２，０）
和 （０，ε ３Ｆ２ａ１） 发生；当选择 （ε １σ ２，ε １σ ２） 和 （ － ε ４ｐ１，ε ４ｐ１） 作为 Ｔ（ｈ，１） 在 Ｅｚ，λ 中的补基时，
（ε ２Ｆ２ａ２，０） 和 （０，ε ３σ １ａ１） 或者 （ε ２σ １ａ２，０） 和 （０，ε ３Ｆ２ａ１） 发生．根据上面的分析，得到

　 　 Ｇ１ ＝ （ａ２
１ ＋ ２ε １２σ １ａ２ ＋ ２ε １１Ｆ２ － ε １４ｐ１， ａ２

２ － Ｆ２
２ ＋ ２ε １３σ ２ａ１ ＋ ε １４ｐ１）， （６６ａ）

　 　 Ｇ２ ＝ （ａ２
１ ＋ ２ε ２２σ ２ａ２ ＋ ２ε ２１Ｆ２ － ε ２４ｐ１， ａ２

２ － Ｆ２
２ ＋ ２ε ２３σ １ａ１ ＋ ε ２４ｐ１）， （６６ｂ）

　 　 Ｇ３ ＝ （ａ２
１ ＋ ２ε ３２σ ２ａ２ ＋ ε ３１σ １ － ε ３４ｐ１， ａ２

２ － Ｆ２
２ ＋ ２ε ３３Ｆ２ａ１ ＋ ε ３１σ １ ＋ ε ３４ｐ１）， （６６ｃ）

　 　 Ｇ４ ＝ （ａ２
１ ＋ ２ε ４２Ｆ２ａ２ ＋ ε ４１σ １ － ε ４４ｐ１， ａ２

２ － Ｆ２
２ ＋ ２ε ４３σ ２ａ１ ＋ ε ４１σ １ ＋ ε ４４ｐ１）， （６６ｄ）

　 　 Ｇ５ ＝ （ａ２
１ ＋ ２ε ５２σ １ａ２ ＋ ε ５１σ ２ － ε ５４ｐ１， ａ２

２ － Ｆ２
２ ＋ ２ε ５３Ｆ２ａ１ ＋ ε ５１σ ２ ＋ ε ５４ｐ１）， （６６ｅ）

　 　 Ｇ６ ＝ （ａ２
１ ＋ ２ε ６２Ｆ２ａ２ ＋ ε ６１σ ２ － ε ６４ｐ１， ａ２

２ － Ｆ２
２ ＋ ２ε ６３σ １ａ１ ＋ ε ６１σ ２ ＋ ε ６４ｐ１） ． （６６ｆ）

根据定义 ２，当所有辅助函数等于 ０，即， ε ｉｊ ＝ ０（ ｉ ＝ １，２，…，６； ｊ ＝ １，２，３，４）， 可以得到

　 　 Ｇｉ（ａ１，ａ２，Ｆ２，０，０，０，０） ＝ ｈ（ａ１，ａ２，Ｆ２） ． （６７）
当 ε ｉｊ ≠ ０， 根据定理 ３，对于方程（６６）有

　 　 ｄｅｔ

０ ２ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ２
０ ０ ２ε １２ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ２ε １３ ０
ε １１ ０ ０ ０ ０ ０
－ ε １４ ０ ０ ε １４ ０ ０
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０ ２ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ２
０ ０ ０ ０ ２ε ２３ ０
０ ０ ２ε ２２ ０ ０ ０
ε ２１ ０ ０ ０ ０ ０
－ ε ２４ ０ ０ ε ２４ ０ ０
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　 　 ｄｅｔ

０ ２ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ２
ε ３１ ０ ０ ε ３１ ０ ０
０ ０ ２ε ３２ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ２ε ３３ ０

－ ε ３４ ０ ０ ε ３４ ０ ０
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÷
÷
÷
÷
÷
÷

≠ ０，ｄｅｔ

０ ２ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ２
ε ４１ ０ ０ ε ４１ ０ ０
０ ０ ０ ０ ２ε ４３ ０
０ ０ ２ε ４２ ０ ０ ０

－ ε ４４ ０ ０ ε ４４ ０ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

≠ ０，

９１５郭　 宇　 红　 　 　 张　 　 伟　 　 　 杨　 晓　 东



　 　 ｄｅｔ

０ ２ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ２
０ ０ ２ε ５２ ０ ０ ０
ε ５１ ０ ０ ε ５１ ０ ０
０ ０ ０ ０ ２ε ５３ ０

－ ε ５４ ０ ０ ε ５４ ０ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

≠ ０，ｄｅｔ

０ ２ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ２
０ ０ ０ ０ ２ε ６３ ０
ε ６１ ０ ０ ε ６１ ０ ０
０ ０ ２ε ６２ ０ ０ ０

－ ε ６４ ０ ０ ε ６４ ０ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

≠ ０．

（６８）
同理，可以得到 （ － γ，γ） 被 （ － σ １，σ １） 替代和 （ － γ，γ） 被 （ － σ ２，σ ２） 替代的普适开折

的表达式．
证明完成．

１．３．６　 点阵夹芯板动力学方程的普适开折的转迁集

在下面的分析中，讨论方程（５９）的转迁集．
对于方程（５９ａ），分叉集满足的条件是

　 　 ａ２
１ ＋ ２ε １２σ １ａ２ ＋ ２ε １１Ｆ２ － ε １４ｐ１ ＝ ０， （６９ａ）

　 　 ａ２
２ － Ｆ２

２ ＋ ２ε １３σ ２ａ１ ＋ ε １４ｐ１ ＝ ０， （６９ｂ）

　 　

ａ１

ε １３σ ２

＝
ε １２σ １

ａ２

＝
ε １２ａ２

０
， ｏｒ　

ａ１

ε １３σ ２

＝
ε １２σ １

ａ２

＝ ０
ε １３ａ１

， ｏｒ

ａ１

ε １３σ ２

＝
ε １２σ １

ａ２

＝
ε １１

－ Ｆ２
， ｏｒ　

ａ１

ε １３σ ２

＝
ε １２σ １

ａ２

＝
－ ε １４

ε １４
．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（６９ｃ）

方程（６９ｃ）的第一个和第二个等式，表明分叉发生时

　 　 （ａ１，ａ２，σ １，σ ２，ｐ１，Ｆ２） ＝ （０，０，０，０，０，０） ． （７０）
由方程（６９ｃ）的第三个等式，可得分叉集的表达式：

　 　 （ε １１σ ２
１ － ε １１）Ｆ４

２ ＋ （２ － ２σ ２
１）Ｆ３

２ － ２σ ２
２Ｆ２ ＋ ε １１σ ２

２ ＝ ０． （７１）
由方程（６９ｃ）的第四个等式，可得分叉集的表达式：

　 　 Ｆ２
２ － ２ε １１Ｆ２ ＋ σ ２

１ ＋ σ ２
２ ＝ ０． （７２）

滞后集：
　 　 Ｇ ＝ ０， ｄｅｔ（ｄＧ） ＝ ０， ｄ２Ｇ（ｖ，ｖ） ∈ ｒａｎｇｅ（ｄＧ）， （７３）

任意非零 ｖ ∈ ｋｅｒ（ｄＧ） ．
滞后集满足的条件：
　 　 ａ２

１ ＋ ２ε １２σ １ａ２ ＋ ２ε １１Ｆ２ － ε １４ｐ１ ＝ ０， （７４ａ）
　 　 ａ２

２ － Ｆ２
２ ＋ ２ε １３σ ２ａ１ ＋ ε １４ｐ１ ＝ ０， （７４ｂ）

　 　 ａ１ａ２ － ε １２ε １３σ １σ ２ ＝ ０， （７４ｃ）
　 　 （ｖ２１，ｖ２２） ∈ ｒａｎｇｅ（ｄＧ）， （７４ｄ）

式中 ｖ ＝ （ｖ１，ｖ２） ．假设 σ １ ≠ ０ 和 σ ２ ≠ ０， 则

　 　 ｖ ＝ （ａ１，ε １２σ １）， （７５）
注意到 （ｖ２１，ｖ２２） ∈ ｒａｎｇｅ（ｄＧ）， 当且仅当

　 　 （ｖ２１，ｖ２２）·（ε １２σ １，ａ２） ＝ ０． （７６）
计算方程（７６），得
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　 　 ε １２ａ２
１ ＋ σ １ａ２ ＝ ０． （７７）

让 ａ１ 乘以方程（７７）的两端，然后代入方程（７４ｃ）中，得到

　 　 ａ１ ＝ － ε １３σ ２ ／ ３
１ σ １ ／ ３

２ ． （７８）
由方程（７４ｃ）和方程（７８），可得

　 　 ａ２ ＝ － ε １２σ １ ／ ３
１ σ ２ ／ ３

２ ． （７９）
方程（７４ａ）加方程（７４ｂ），得到

　 　 ａ２
１ ＋ ａ２

２ ＋ ２ε １３σ ２ａ１ ＋ ２ε １２σ １ａ２ － Ｆ２
２ ＋ ２ε １１Ｆ２ ＝ ０． （８０）

把方程（７８）和方程（７９）代入方程（８０）中，得到滞后集的表达式：
　 　 Ｆ２

２ － ２ε １１Ｆ２ ＋ σ ４ ／ ３
１ σ ２ ／ ３

２ ＋ σ ２ ／ ３
１ σ ４ ／ ３

２ ＝ ０． （８１）
双极限点集满足的条件：
　 　 ａ２

１ ＋ ２ε １２σ １ａ２ ＋ ２ε １１Ｆ２ － ε １４ｐ１ ＝ ０， （８２ａ）
　 　 ａ２

２ － Ｆ２
２ ＋ ２ε １３σ ２ａ１ ＋ ε １４ｐ１ ＝ ０， （８２ｂ）

　 　 ａ１ａ２ － ε １２ε １３σ １σ ２ ＝ ０， （８２ｃ）
　 　 （ａ１１，ａ２１） ≠ （ａ１２，ａ２２）， 　 　 ｗｈｅｎ Ｆ２ ＝ ｃｏｎｓｔ ． （８２ｄ）

根据方程（７１）计算，可知

　 　 σ １ ＝ ± １， Ｆ２ ＝
ε １１

２
； σ ２ ＝ ０， Ｆ２ ＝ ２

ε １１
． （８３）

根据方程（７２）计算，可知

　 　 σ １ ＝ ０， Ｆ２ ＝ ε １１ ± １ － σ ２
２ ； σ ２ ＝ ０， Ｆ２ ＝ ε １１ ± １ － σ ２

１ ． （８４）
由方程（８３）和（８４）可知，双极限点集为空集．
分叉集 Ｂ、滞后集 Ｈ 和双极限点集 Ｄ 有如下形式：
　 　 Ｂ： { （ε １１σ ２

１ － ε １１）Ｆ４
２ ＋ （２ － ２σ ２

１）Ｆ３
２ － ２σ ２

２Ｆ２ ＋ ε １１σ ２
２ ＝ ０；

　 　 　 　 Ｆ２
２ － ２ε １１Ｆ２ ＋ σ ２

１ ＋ σ ２
２ ＝ ０ } ， （８５ａ）

　 　 Ｈ： {Ｆ２
２ － ２ε １１Ｆ２ ＋ σ ４ ／ ３

１ σ ２ ／ ３
２ ＋ σ ２ ／ ３

１ σ ４ ／ ３
２ ＝ ０ } ， （８５ｂ）

　 　 Ｄ： ⌀ ． （８５ｃ）
与方程（５９ａ）类似，方程（５９ｂ）的转迁集 Σ 也能够被获得．

对于方程（５９ｃ），分叉集满足的条件是

　 　 ａ２
１ ＋ ２ε ３２σ ２ａ２ ＋ ε ３１σ １ － ε ３４ｐ１ ＝ ０， （８６ａ）

　 　 ａ２
２ － Ｆ２

２ ＋ ２ε ３３Ｆ２ａ１ ＋ ε ３１σ １ ＋ ε ３４ｐ１ ＝ ０， （８６ｂ）

　 　

ａ１

ε ３３Ｆ２

＝
ε ３２σ ２

ａ２

＝
ε ３１

ε ３１
， ｏｒ　

ａ１

ε ３３Ｆ２

＝
ε ３２σ ２

ａ２

＝
２ε ３２ａ２

０
， ｏｒ

ａ１

ε ３３Ｆ２

＝
ε ３２σ ２

ａ２

＝ ０
－ ２Ｆ２ ＋ ２ε ３３ａ１

， ｏｒ　
ａ１

ε ３３Ｆ２

＝
ε ３２σ ２

ａ２

＝
－ ε ３４

ε ３４
．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（８６ｃ）

方程（８６ｃ）的第一个等式，表明分叉发生时

　 　 σ １ ＝ － ３
２ε ３１

σ ２
２ － １

ε ３１
Ｆ２

２ ． （８７）

由方程（８６ｃ）的第二个和第三个等式，可得分叉集的表达式：
　 　 （ａ１，ａ２，σ １，σ ２，ｐ１，Ｆ２） ＝ （０，０，０，０，０，０） ． （８８）
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由方程（８６ｃ）的第四个等式，可得分叉集的表达式：

　 　 σ １ ＝ １
２ε ３１

σ ２
２ ＋ １

ε ３１
Ｆ２

２ ． （８９）

滞后集满足的条件：
　 　 ａ２

１ ＋ ２ε ３２σ ２ａ２ ＋ ε ３１σ １ － ε ３４ｐ１ ＝ ０， （９０ａ）
　 　 ａ２

２ － Ｆ２
２ ＋ ２ε ３３Ｆ２ａ１ ＋ ε ３１σ １ ＋ ε ３４ｐ１ ＝ ０， （９０ｂ）

　 　 ａ１ａ２ － ε ３２ε ３３Ｆ２σ ２ ＝ ０， （９０ｃ）
　 　 （ｖ２１，ｖ２２） ∈ ｒａｎｇｅ（ｄＧ）， （９０ｄ）

式中 ｖ ＝ （ｖ１，ｖ２） ．假设 σ １ ≠ ０ 和 σ ２ ≠ ０， 则

　 　 ｖ ＝ （ａ１，ε ３２σ ２）， （９１）
注意到 （ｖ２１，ｖ２２） ∈ ｒａｎｇｅ（ｄＧ） 当且仅当

　 　 （ｖ２１，ｖ２２）·（ε ３２σ ２，ａ２） ＝ ０． （９２）
计算方程（９２），可得

　 　 ε ３２ａ２
１ ＋ σ ２ａ２ ＝ ０． （９３）

让 ａ１ 乘以方程（９３）的两端，然后代入方程（９０ｃ）中，得到

　 　 ａ２ ＝ － ε ３２Ｆ２ ／ ３
２ σ １ ／ ３

２ ． （９４）
由方程（９０ｃ）和方程（９４），可得

　 　 ａ２ ＝ － ε １２σ １ ／ ３
１ σ ２ ／ ３

２ ． （９５）
方程（９０ａ）加方程（９０ｂ），得到

　 　 ａ２
１ ＋ ａ２

２ － Ｆ２
２ ＋ ２ε ３３Ｆ２ａ１ ＋ ２ε ３２σ ２ａ２ ＋ ２ε ３１σ １ ＝ ０． （９６）

把方程（９４）和方程（９５）代入方程（９６）中，得到滞后集的表达式：

　 　 σ １ ＝ １
２ε ３１

Ｆ２ ／ ３
２ （Ｆ４ ／ ３

２ ＋ Ｆ２ ／ ３
２ σ ２ ／ ３

２ ＋ σ ４ ／ ３
２ ） ． （９７）

双极限点集满足的条件：
　 　 ａ２

１ ＋ ２ε ３２σ ２ａ２ ＋ ε ３１σ １ － ε ３４ｐ１ ＝ ０， （９８ａ）
　 　 ａ２

２ － Ｆ２
２ ＋ ２ε ３３Ｆ２ａ１ ＋ ε ３１σ １ ＋ ε ３４ｐ１ ＝ ０， （９８ｂ）

　 　 ａ１ａ２ － ε １２ε １３σ １σ ２ ＝ ０， （９８ｃ）
　 　 （ａ１１，ａ２１） ≠ （ａ１２，ａ２２）， 　 　 ｗｈｅｎ σ １ ＝ ｃｏｎｓｔ ． （９８ｄ）

根据方程（８７）计算，可知

　 　 σ ２ ＝ ０， σ １ ＜ ０， Ｆ２ ＝ ０， σ １ ＜ ０， 　 　 ｗｈｅｎ ε ３１ ＝ １， （９９ａ）
　 　 σ ２ ＝ ０， σ １ ＞ ０， Ｆ２ ＝ ０， σ １ ＞ ０， 　 　 ｗｈｅｎ ε ３１ ＝ － １． （９９ｂ）

根据方程（８９）计算，可知

　 　 σ ２ ＝ ０， σ １ ＞ ０， Ｆ２ ＝ ０， σ １ ＞ ０， 　 　 ｗｈｅｎ ε ３１ ＝ １， （１００ａ）
　 　 σ ２ ＝ ０， σ １ ＜ ０， Ｆ２ ＝ ０， σ １ ＜ ０， 　 　 ｗｈｅｎ ε ３１ ＝ － １． （１００ｂ）
定义 ρ，θ 和 δ 是 ｆＴσ ２σ １⁃ 空间的圆柱坐标的转换，令
　 　 Ｆ２ ＝ ρ ３ ｃｏｓ３θ， σ ２ ＝ ρ ３ ｓｉｎ３θ， σ １ ＝ ρ ６δ ． （１０１）
把方程（１０１）代入方程（８７）、（８９）、（９７）、（９９）、（１００）中，分叉集 Ｂ、滞后集Ｈ 和双极限点

集 Ｄ 有如下形式：
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　 　 Ｂ： δ ＝ － ３
２ε ３１

ｓｉｎ６θ － １
ε ３１

ｃｏｓ６θ{ ； δ ＝ １
２ε ３１

ｓｉｎ６θ ＋ １
ε ３１

ｃｏｓ６θ} ， （１０２ａ）

　 　 Ｈ： δ ＝ １
２ε ３１

ｃｏｓ２θ １ － １
４

ｓｉｎ２（２θ）æ

è
ç

ö

ø
÷{ } ， （１０２ｂ）

　 　 Ｄ： θ ＝ ０，π
２
，π，３π

２{ } ． （１０２ｃ）

由上面的分析可知，方程（８５）和（１０２）正是点阵夹芯板受到小扰动，当分叉、滞后和双极

限点产生时，调谐参数和激励参数之间的关系．
我们知道，如果挠动系统与原系统等价，则这些扰动组成的空间是限制切空间，在方程

（５９ａ）中，只有 Ｆ２ 和 ｐ１ 对系统的分叉特性有定性的影响．而另两个补基只是补足了限制切空

间，对系统的分叉特性没有定性的影响．同理，可以分析方程（５９）．
与方程（５９ｃ）类似，方程（５９ｄ）、（５９ｅ）和（５９ｆ）的转迁集 Σ 也能够被获得．
与方程（５９ａ） ～ （５９ｆ）一样，方程（５９ｇ） ～ （５９ｌ）和方程（５９ｍ） ～ （５９ｒ）的转迁集 Σ 也能够被

获得；在方程（５９ａ） ～ （５９ｆ）中， σ １ 和 ｐ１ 互换位置的结果，就是方程（５９ｇ） ～ （５９ｌ）的转迁集 Σ，
σ ２ 和 ｐ１ 互换位置的结果，就是方程（５９ｍ） ～ （５９ｒ）的转迁集 Σ ．

２　 数 值 模 拟

本节利用 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法对方程（５９ａ）和（５９ｃ）进行数值计算，针对分叉表达式、滞后表达

式和双极限点集得到关于 ３ 个分叉参数 σ １，σ ２ 和 Ｆ２ 的平面转迁集和立体转迁集，同时给出了

相应的幅⁃频图．
根据以上分析结果，对方程（５９ａ）进行数值计算，当 ε １１ ＝ １ 时， 由方程（７１）和（８１），得到

方程（５９ａ）关于 ３ 个分叉参数 σ １，σ ２ 和 Ｆ２ 的立体转迁集，如图 １ 和图 ２ 所示， Ｂ 表示分叉集，
Ｈ 表示滞后集， Ｄ 表示双极限点集．

图 １　 方程（５９ａ）的立体分叉集 图 ２　 方程（５９ａ）的立体滞后集

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ３Ｄ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｓｅｔ ｆｏｒ ｅｑ． （５９ａ） Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ３Ｄ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｈｙｓｔｅｒｅｓｉｓ ｓｅｔ ｆｏｒ ｅｑ． （５９ａ）

在图 １ 中，分叉集将方程（５９ａ）平衡点附近邻域分为不同的区域，分别对应点阵夹芯板不

同的振动形式，在区域①中方程（５９ａ）有一个解，对应原系统频率响应方程只有一个解，点阵

夹芯板处于稳定状态；在区域②中方程（５９ａ）有两个解，对应原系统方程幅频响应的多解频

带，点阵夹芯板处于不稳定状态，有跳跃现象出现；在区域③中方程（５９ａ）没有解，对应原系统

方程幅频响应的振幅没有解，处于静止状态，点阵夹芯板处于稳定状态．显然，我们对区域②更
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加关心，希望了解多解频带的宽度和跳跃现象与 ３ 个分叉参数 σ １，σ ２ 和 Ｆ２ 之间的关系．

（ａ） Ｆ２ ＝ ０．１， ｐ１ ＝ ０， σ２ ＝ － １ （ｂ） Ｆ２ ＝ ０．５， ｐ１ ＝ ０， σ２ ＝ － １

（ｃ） Ｆ２ ＝ １， ｐ１ ＝ ０， σ２ ＝ － ３ （ｄ） Ｆ２ ＝ １， ｐ１ ＝ １， σ２ ＝ － １

图 ３　 方程（５９ａ）在不同参数下第一阶模态的幅⁃频响应曲线

Ｆｉｇ． ３　 Ｍａｇｎｉｔｕｄｅ⁃ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ １ｓｔ⁃ｏｒｄｅｒ ｍｏｄｅ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｆｏｒ ｅｑ． （５９ａ）

图 ４　 方程（５９ｃ）的平面转迁集

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｐｌａｎｅ ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ ｓｅｔ ｏｆ ｅｑ． （５９ｃ）

图 ３ 表示，当 ε １１ ＝ １ 时，方程（５９ａ）的第一阶模态的幅⁃频响应．
同理，当 ε ３１ ＝ － １ 时， 由方程（８７）和（９７），得到方程（５９ｃ）关于 ３ 个分叉参数 σ １，σ ２ 和 Ｆ２

的平面和立体转迁集．在图 ４～图 ６ 中，分叉集和滞后集将方程（５９ｃ）平衡点附近邻域分为不同

的区域，分别对应点阵夹芯板不同的振动形式，在区域①中方程（５９ｃ）有一个解，对应原系统

频率响应方程只有一个解，点阵夹芯板处于稳定状态；在区域②中方程（５９ｃ）有多个解，对应

原系统方程幅频响应的多解频带，点阵夹芯板处于不稳定状态，有跳跃现象出现；在区域③中

方程（５９ｃ）没有解，对应原系统方程幅频响应的振幅没有解，处于静止状态，点阵夹芯板处于

稳定状态．从方程（８７）的表达式可以发现，当 σ １ 固定时，在图 ５ 中，分叉集是一个椭圆；当 σ ２

或 Ｆ２ 固定时，在图 ５ 中，分叉集是一个抛物线．

４２５ １ ∶ ２ 内共振情况下点阵夹芯板动力学的奇异性分析



图 ７ 表示，当 ε ３１ ＝ － １ 时，方程（５９ｃ）的第一阶模态的幅⁃频响应．
同样的方法，也可以对方程（５９ｂ）、（５９ｄ）、（５９ｅ）和（５９ｆ）进行数值计算，针对分叉表达式、

滞后表达式和双极限点集得到关于 ３ 个分叉参数 σ １，σ ２ 和 Ｆ２ 的平面转迁集和立体转迁集．

图 ５　 方程（５９ｃ）的立体分叉集和滞后集 图 ６　 方程（５９ｃ）的双极限点集

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ３Ｄ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ａｎｄ Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ３Ｄ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｄｏｕｂｌｅ ｌｉｍｉｔ
ｈｙｓｔｅｒｅｓｉｓ ｓｅｔｓ ｆｏｒ ｅｑ． （５９ｃ） ｐｏｉｎｔ ｓｅｔ ｆｏｒ ｅｑ． （５９ｃ）

（ａ） Ｆ２ ＝ １， ｐ１ ＝ ０， σ２ ＝ １ （ｂ） Ｆ２ ＝ ３， ｐ１ ＝ １， σ２ ＝ １

（ｃ） Ｆ２ ＝ ３， ｐ１ ＝ １， σ２ ＝ ２ （ｄ） Ｆ２ ＝ ３， ｐ１ ＝ ２， σ２ ＝ ２

图 ７　 方程（５９ｃ）在不同参数下第一阶模态的幅⁃频响应曲线

Ｆｉｇ． ７　 Ｍａｇｎｉｔｕｄｅ⁃ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ １ｓｔ⁃ｏｒｄｅｒ ｍｏｄｅ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｆｏｒ ｅｑ． （５９ｃ）

３　 结　 　 论

针对 １ ∶ ２ 内共振情况下点阵夹芯板的非线性动力学分叉方程，利用奇异性理论得到了分

叉方程的限制切空间．在强等价和非退化条件下获得分叉方程的正规形；推广了对于含有两个

状态变量和 ４ 个参数的一般非线性动力学方程的奇异性理论；并利用推广的奇异性理论得到

点阵夹芯板的非线性动力学分叉方程余维 ４ 的 １８ 个普适开折的表达式．同时计算出普适开折

的转迁集的表达式，研究发现在区域①中方程（５９）有一个解，对应原系统频率响应方程只有

一个解，点阵夹芯板处于稳定状态；在区域②中方程（５９）有多个解，对应原系统方程幅频响应
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的多解频带，点阵夹芯板处于不稳定状态，有跳跃现象出现；在区域③中方程（５９）没有解，对
应原系统方程幅频响应的振幅没有解，处于静止状态，点阵夹芯板处于稳定状态．通过奇异性

理论可以很好地研究小扰动对系统分叉特性的影响，转迁集确定了 ４ 个参数在分叉、滞后、双
极性点发生时之间的关系．这样，我们就清楚了点阵夹芯板受到小扰动，分叉、滞后、双极性点

发生时，４ 个分叉参数之间的关系，对掌握其动力学特性、预测其动力学行为，揭示分叉现象的

产生具有重要的理论意义和指导意义．
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６２５ １ ∶ ２ 内共振情况下点阵夹芯板动力学的奇异性分析
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８２５ １ ∶ ２ 内共振情况下点阵夹芯板动力学的奇异性分析
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