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摘要：　 考虑到资本生产投资和污染治理投资的时滞性，为分析其对经济环境系统动态演化的影

响机理，基于经典的 Ｓｏｌｏｗ 模型，引入环境净化和两个投资时滞参数．首次提出了带有环境净化的

双时滞 Ｓｏｌｏｗ 模型，并分析了该模型的动态周期波动行为．结果表明：无论单个投资时滞还是两个

投资时滞，均能诱发经济周期的产生；时滞越大，经济周期波动越强烈；通过调整投资决策可达到

预期均衡目标，实现经济环境系统的周期稳定运行．
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引　 　 言

经济增长一直是宏观经济研究的热点问题．然而，伴随着经济的快速增长，环境遭到污染

甚至恶化，已严重威胁到人类社会的发展．鉴于此，本文基于经典的 Ｓｏｌｏｗ 经济增长模型，将环

境因素引入到该模型中，同时考虑到经济环境系统中的资本生产投资和污染治理投资所产生

的效果具有一定的时间滞后性，建立了新的带有环境净化的双时滞 Ｓｏｌｏｗ 模型，并通过对模型

的动力学分析，揭示了两个投资时滞参数对经济⁃环境系统动态演化的影响机理，为政府宏观

监控经济环境系统的运行提供了一定的理论依据．
Ｓｏｌｏｗ 模型是发展经济学中著名的经济增长模型之一，常被用来刻画单一的经济系统．如

Ｋａｒｒａｓ［１］、Ｇｕｅｒｒｉｎｉ［２］和 Ｓｔａｍｏｖａ 等［３］ 从人口增长、技术进步和劳动力变化率等角度研究 Ｓｏｌｏｗ
模型；熊俊［４］从 Ｓｏｌｏｗ 模型的假设条件出发，将其扩展为一个适用性较强的经济增长因素分析

模型．为研究环境因素对经济系统的影响，已有不少学者尝试将环境净化引入到 Ｓｏｌｏｗ 模型

中，用以刻画复杂的经济环境系统．带有环境净化的 Ｓｏｌｏｗ 模型最早由 Ｂｒｏｃｋ 等［５］提出，他们发

现环境 Ｋｕｚｎｅｔｓ（库兹涅茨）曲线（ＥＫＣ）和 Ｓｏｌｏｗ 模型密切相关，通过引入环境系统变量，对 Ｓｏ⁃
ｌｏｗ 模型作了改进优化，并称之为“Ｇｒｅｅｎ Ｓｏｌｏｗ”；在此研究的基础上，魏立桥等［６］基于 Ｓｏｌｏｗ 模

型研究了带有环境污染的经济增长模型，得出环境污染和人均收入水平之间存在着 ＥＫＣ 所描

述的倒 Ｕ 型关系；Ａｎｔｏｃｉ 等［７］基于 Ｓｏｌｏｗ 模型研究发现人口数量的减少有助于经济增长和环

境净化．以上文献研究对象均是确定性 Ｓｏｌｏｗ 模型，考虑到经济环境系统中含有大量的随机因

素，一些学者对随机 Ｓｏｌｏｗ 模型开展了研究和探索：如 Ｃｅｌｌｉｎｉ［８］ 和 Ｌｅｉ 等［９］ 采用引入服从
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Ｂｒｏｗｎ（布朗）运动的随机噪声干扰的方法，从不同角度研究了随机 Ｓｏｌｏｗ 模型的渐进稳定性性

质；李佼瑞等［１０］以全局动态分析的角度引入两个随机参数，即环境净化能力和劳动力的相对

变化率，建立了带有环境净化的双随机 Ｓｏｌｏｗ 模型，研究得出经济系统与环境系统协调发展的

渐近稳定性条件．
考虑到经济因素的时滞效应，毕志伟等［１１］ 基于传统的 Ｓｏｌｏｗ 模型，研究了一个带时滞的

多资本投入的经济增长模型，但仅仅刻画了单一的经济系统，而未涉及到环境系统的研究．事
实上，在经济和环境复杂系统活动中，资本生产投资和污染治理投资是重要的研究变量，从投

资决策到决策效果实现存在着客观的时滞性．对于带有时滞的非线性系统的动态演化规律，不
少学者［１２⁃１５］采用分岔理论探索了系统的稳定性和周期存在性．

基于以上的分析，本文首次提出了带有环境净化的双时滞 Ｓｏｌｏｗ 模型：引入资本生产投资

时滞和污染治理投资时滞，并考虑环境系统和经济系统的相互影响，以时滞为分岔参数，采用

非线性动力学方法，研究系统的动态周期波动行为．研究表明：无论单个投资时滞的情况，还是

两个投资时滞的情况，均能诱发经济周期的产生，投资时滞越大，则经济周期波动越强烈；最后

通过调整投资决策可达到预期均衡目标，实现经济环境系统的周期稳定运行．

１　 带有环境净化的双时滞 Ｓｏｌｏｗ 模型

基于经典的 Ｓｏｌｏｗ 模型，引入环境净化，将单一的经济系统与环境系统融合为一体，构成

完整的经济环境系统，改进为带有环境净化的 Ｓｏｌｏｗ 模型，如图 １．

图 １　 带有环境净化的 Ｓｏｌｏｗ 模型

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ Ｓｏｌｏｗ ｍｏｄｅｌ ｗｉｔｈ ｅｎｖｉｒｏｎｍｅｎｔａｌ ｐｕｒｉｆｉｃａｔｉｏｎ

图 １ 显示，经济环境系统由经济系统和环境系统构成，两个子系统通过物质和能量交换循

环运行．经济环境系统中存在两个反馈回路：１）在资本生产中，经济系统产生的污染物输入到

环境系统，环境污染物存量增加，而环境系统中污染物的积累反之对经济系统造成经济损失，
抑制经济的发展；２）环境系统造成严重的经济损失，刺激经济系统投入污染治理投资，减少环

境系统中的污染物存量，从而减少由环境系统引起的经济损失．
在经过改进的带有环境净化的 Ｓｏｌｏｗ 模型中，主要研究经济系统生产资本 Ｋ（ ｔ） 和环境系

统污染物存量 Ｐ（ ｔ） 随时间 ｔ 的演化规律．为简单记，省略 ｔ， 即将 Ｋ（ ｔ） 简记为 Ｋ，Ｐ（ ｔ） 简记为

Ｐ， 其他变量同此记法．在经济系统中，假定经济总产量 Ｙ 主要用于生产资本 Ｋ 、污染治理投资

Ｅ 和消费 Ｃ，并假设污染治理投资 Ｅ 去除掉的污染量为 Ｒ，环境污染对经济系统造成的经济损

失为 Ｇ ；在环境系统中，环境污染物存量 Ｐ 主要取决于资本生产排放的废弃物污染量 Ｚ 、污染

治理去除的污染量 Ｒ 和环境净化掉的污染量 γ ．
所以，资本量 Ｋ 的变化包括投资量 ｓＹ 的增加、污染造成的经济损失 Ｇ 和固定资产的损耗；

污染物存量 Ｐ的变化包括 Ｚ的输入量、 Ｒ的减少量和 γ的净化量，从而得到经过改进的带有环

境净化的 Ｓｏｌｏｗ 模型：
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其中 ｓ 表示投资率， ０ ≤ ｓ ≤ １，θ 表示生产资本的损耗率， ０ ＜ θ ＜ １．
在复杂的经济环境系统中，考虑到资本生产投资和污染治理投资在投资时不能立即获得

收益，需经过一段时间间隔后，才能获得经济效益，即资本生产投资、污染治理投资与产生的经

济效益之间存在着时滞．为深入研究带有环境净化的 Ｓｏｌｏｗ 模型经济周期波动的非线性行为，
引入两个时滞参数：资本生产投资时滞和污染治理投资时滞，建立新的带有环境净化的双时滞

Ｓｏｌｏｗ 模型，描述投资的时滞性对经济周期波动行为的影响，并刻画投资时滞下，非线性经济环

境系统的动态演化规律．引入资本生产投资时滞 τ１ 和污染治理投资时滞 τ２， 则带有环境净化

的双时滞 Ｓｏｌｏｗ 模型如下：
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＝ ｓＹ（ ｔ － τ１） － Ｇ（Ｙ，Ｐ） － θＫ，

ｄＰ
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＝ Ｚ（Ｙ（ ｔ － τ１）） － Ｒ（Ｚ，Ｅ（ ｔ － τ２）） － γ（Ｐ） ．
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２　 双时滞 Ｓｏｌｏｗ 模型中的函数分析

生产函数 Ｆ（Ｋ，Ｌ） 主要刻画一定时期内，在技术水平不变的情况下，生产要素 Ｋ，Ｌ 的投入

量与经济总产量 Ｙ 之间的关系，文献中通常采用 Ｃｏｂｂ⁃Ｄｏｕｇｌａｓ 生产函数形式［９］：
　 　 Ｙ ＝ Ｆ（Ｋ，Ｌ） ＝ ＡＫβＬ１－β， （３）

其中 Ａ 表示综合技术进步水平， β 为参数， ０ ＜ β ＜ １，Ｌ 是生产中劳动力的投入，为计算方便，
这里假设劳动力数量 Ｌ 为 １．

函数 Ｚ（Ｙ） 用以描述废弃物污染量 Ｚ 与经济总产量 Ｙ 之间的关系．根据 ＥＫＣ 理论［１６］， Ｚ
与 Ｙ 呈倒 Ｕ 型，假定函数形式如下：

　 　 Ｚ（Ｙ） ＝ εＹｅ －λＹ， （４）
其中 ε，λ 为参数，则污染强度为 Ｚ ／ Ｙ ＝ εｅ －λＹ ．假设参数 ε ＝ １５．２５，λ ＝ ０．２， 利用 ＭＡＴＬＡＢ 软件

数值模拟，得到函数 Ｚ（Ｙ） 的走势图和污染强度的变化图，如图 ２．由图 ２（ ａ）可知，在起始阶

段，经济的高速发展产生大量的污染排放， Ｚ 随着 Ｙ的增加而增加；当 Ｙ达到一定程度后，由于

经济结构模式的优化和清洁环境技术的提高，随 Ｙ 的增加， Ｚ 增加的速度变缓，直至为 ０， Ｚ 值

达到最高点；之后， Ｚ 随着 Ｙ 的增加而逐渐下降，主要是由于总产量 Ｙ 的增加带来经济结构模

式的优化和清洁环境技术的提高．由图 ２（ｂ）可知，污染强度随总产量的增加而呈指数式下降

趋势．
环境净化函数 γ（Ｐ） 用以描述环境净化能力与环境污染物存量之间的关系，表示污染的

自然净化量，具有较强的非线性特征．当污染物存量处于较低状态时，环境系统的自我净化能

力较强；当污染物存量达到一定的上限 Ｐａ 后，环境的自我净化能力逐渐减弱．这种特征用 Ｈｉｌｌ
函数［１７］进行刻画：

　 　 γ（Ｐ） ＝ δＰＰｑ
ａ ／ （Ｐｑ ＋ Ｐｑ

ａ）， （５）
其中 δ，ｑ，Ｐａ 为参数，且 ｑ ＞ １．假设参数 δ ＝ ０．５，Ｐａ ＝ １００，ｑ ＝ １．６，利用ＭＡＴＬＡＢ 软件数值模拟，
得到函数 γ（Ｐ） 的走势图，如图 ３．如果 Ｐ ≪ Ｐａ， 则 γ（Ｐ） ≈ δＰ， 即近似为线性函数；如果 Ｐ ＝
Ｐａ， 则 γ（Ｐ） ＝ δＰａ ／ ２， 即可净化掉 δＰａ ／ ２ 的污染物；如果 Ｐ ≫ Ｐａ， 则 γ（Ｐ） ≈ ０， 即失去环境净
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化能力．

图 ２　 函数 Ｚ（Ｙ） 的走势图和污染强度的变化图

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｔｒｅｎｄ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｆｕｎｃｔｉｏｎ Ｚ（Ｙ） ａｎｄ ｔｈｅ ｐｏｌｌｕｔｉｏｎ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ

图 ３　 环境净化函数的走势图 图 ４　 污染治理函数的走势图

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｔｒｅｎｄ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｅｎｖｉｒｏｎｍｅｎｔ Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｔｒｅｎｄ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｐｏｌｌｕｔｉｏｎ
ｐｕｒｉｆｉｃａｔｉｏｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｃｏｎｔｒｏｌ ｆｕｎｃｔｉｏｎ

污染经济损失函数 Ｇ（Ｙ，Ｐ） 用以描述环境污染物存量与污染造成的经济损失之间的关系．
污染经济损失 Ｇ 与环境净化能力的强弱有相关关系，假设其正比于非线性环境净化能力与线性

净化能力的差值［１７］，则其函数形式可表示为

　 　 Ｇ（Ｙ，Ｐ） ＝ ｌＹＰｑ＋１ ／ （Ｐｑ ＋ Ｐｑ
ａ）， （６）

其中 ｌ 为参数．
污染治理投资 Ｅ 与污染造成的经济损失 Ｇ 有直接响应关系，经济损失越大，则响应的污

染治理投资越大，二者呈正相关关系，假定关系式为

　 　 Ｅ ＝ ｉＧ， （７）
其中 ｉ 是参数， ｉ ＞ ０， 表示污染治理投资的响应程度．这里的参数 ｉ 综合各种经济、环境和政策因

素，参数 ｉ 的大小体现了经济系统对经济损失的响应程度， ｉ 值越大，表明污染治理投资越大．
污染治理函数 Ｒ（Ｚ，Ｅ） 用以描述去除的污染量 Ｒ 与污染治理投资 Ｅ 、废弃物污染量 Ｚ 之

间的关系．污染治理投资 Ｅ 越大，则去除掉的废弃物污染量 Ｚ 越多．则可假定其函数形式［１７］为

　 　 Ｒ（Ｚ，Ｅ） ＝ ＺＥ ／ （Ｅ ＋ ωＺ）， （８）
其中 ω 为参数．如果 Ｅ≪ ωＺ， 则 Ｒ≈ Ｅ ／ ω， 即近似为线性函数；如果 Ｅ ＝ ωＺ， 则 Ｒ ＝ Ｚ ／ ２， 表示

可去除掉一半的废弃物污染物；如果 Ｅ≫ωＺ，则 Ｒ≈Ｚ，表示可去除掉几乎所有的废弃物污染

物．假设参数 Ｚ ＝ １００，ω ＝ ０．２， 利用 ＭＡＴＬＡＢ 软件数值模拟，得到污染治理函数 Ｒ（Ｚ，Ｅ） 的走

势图，如图 ４．由图可知，污染治理投资的边际效应随 Ｅ 的增大而逐渐减弱，并且增加污染治理

投资意味着资本生产的投资减少．所以，污染治理投资并非越大越好，适度的污染治理投资可

７３３李　 　 佼　 　 瑞　 　 　 张　 　 艳　 　 霞



以促进经济的发展，但过度的污染治理投资会减少生产资本的投资，从而抑制经济的发展．
结合以上函数，带有环境净化的双时滞 Ｓｏｌｏｗ 模型（２）可表示为

　 　

ｄＫ
ｄｔ

＝ ｓＡＫβ（ ｔ － τ１）Ｌ１－β － Ｇ（Ｙ，Ｐ） － θＫ，

ｄＰ
ｄｔ

＝ εＡＫβ（ ｔ － τ１）Ｌ１－βｅ －λＹ －

　 　 Ｚ（Ｙ） ｉｌＹＰｑ＋１（ ｔ － τ２） ／ （Ｐｑ ＋ Ｐｑ
ａ） ／ （ ｉＧ ＋ ωＺ） － γ（Ｐ） ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（９）

３　 双时滞 Ｓｏｌｏｗ 模型的动态周期波动

本节主要从无投资时滞、单个投资时滞、两个投资时滞 ３ 个不同角度来研究带有环境净化

的双时滞 Ｓｏｌｏｗ 模型（９）的经济周期波动行为，运用分岔理论，以资本生产投资时滞和污染治

理投资时滞为分岔参数，利用 ＭＡＴＬＡＢ 软件数值仿真，绘制相图和时间序列图，采用非线性动

力学的方法深入研究投资的时滞性对经济环境系统的影响机理．
对于一类时滞的非线性系统的研究，有如下命题：
（ａ） 当 τ ∈ ［０，τ０） 时，时滞模型在平衡点 Ｍ 处渐进稳定， τ０ 越大，滞后性越强．
（ｂ） 当 τ ＝ τ０ 时，时滞模型在平衡点 Ｍ 处发生 Ｈｏｐｆ 分岔．
（ｃ） 当 τ ＞ τ０ 时，时滞模型在平衡点 Ｍ 处是不稳定的，出现极限环现象， τ０ 越大，极限环

越大．
３．１　 无投资时滞时 （τ１ ＝ ０，τ２ ＝ ０）

为力求贴合实际，这里基本参数的设定取自相关研究文献［１７］ ．设定参数 Ａ ＝ ０．３３３， β ＝
０ ６，Ｌ ＝ １，ｓ ＝ ０．３，ｌ ＝ ０．００１ ５，θ ＝ ０．０１，Ｐａ ＝ １００，λ ＝ ０．２，δ ＝ ０．５，ｑ ＝ １．６，ε ＝ １５．２５，ω ＝ ０．２，
ｉ ＝ ０．３４， 并假定模型（９）的均衡点为 Ｍ（Ｋ∗，Ｐ∗）， 设初值 Ｋ（０） ＝ ３，Ｐ（０） ＝ ０．２．利用 ＭＡＴＬＡＢ
软件数值仿真，得到无投资时滞时模型（９）的相图和时间序列图，如图 ５．当时滞参数均为 ０
时，系统的轨线随时间的演化逐渐螺旋缩小趋于平衡点，状态变量 Ｋ 和 Ｐ 的波动随时间的演

化逐渐减弱，最终趋于稳定，所以模型在平衡点 Ｍ 处渐进稳定．

（ａ） 相图 （ｂ） 时间序列图

（ａ） Ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍ （ｂ） Ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｓｅｒｉｅｓ ｄｉａｇｒａｍ
图 ５　 无投资时滞时 Ｓｏｌｏｗ 模型的相图和时间序列图

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍ ａｎｄ ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｓｅｒｉｅｓ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ Ｓｏｌｏｗ ｍｏｄｅｌ ｗｉｔｈｏｕｔ ｉｎｖｅｓｔｍｅｎｔ ｄｅｌａｙ

３．２　 单个投资时滞时 （τ１ ＞ ０，τ２ ＝ ０ 或 τ１ ＝ ０，τ２ ＞ ０）
本小节主要研究资本生产投资和污染治理投资分别时滞时，对一类时滞 Ｓｏｌｏｗ 模型的经
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济周期波动的影响以及影响的差异性．利用 ＭＡＴＬＡＢ 软件数值模拟发现，仅资本生产投资时

滞时，即 τ１ ＞ ０，τ２ ＝ ０，存在临界点 τ∗
１ ≈ ０．３６， 使得：

１） 当 τ１ ∈ ［０，０．３６） 时，模型（９）在平衡点 Ｍ 处渐进稳定， τ１ 越大，滞后性越强．
２） 当 τ１ ＝ ０．３６ 时，模型（９）在平衡点 Ｍ 处发生 Ｈｏｐｆ 分岔．
３） 当 τ１ ＞ ０．３６ 时，模型（９）在平衡点 Ｍ 处不稳定，出现极限环现象， τ１ 越大，极限环越大．
仅污染治理投资时滞时，即 τ１ ＝ ０，τ２ ＞ ０，同样也存在临界点 τ∗

２ ≈ ７．５５， 使得：
１） 当 τ２ ∈ ［０，７．５５） 时，模型（９）在平衡点 Ｍ 处渐进稳定， τ２ 越大，滞后性越强．
２） 当 τ２ ＝ ７．５５ 时，模型（９）在平衡点 Ｍ 处发生 Ｈｏｐｆ 分岔．
３） 当 τ２ ＞ ７．５５ 时，模型（９）在平衡点Ｍ处不稳定，出现极限环现象， τ２ 越大，极限环越大．
数值仿真得到模型（９）的状态变量随时间演化的相图和时间序列图，如图 ６、图 ７．研究发

现，两个时滞参数对时滞 Ｓｏｌｏｗ 模型的经济周期波动的影响极其相似．当时滞参数很小时，模
型随时间的演化逐渐趋于平衡点 Ｍ 处；当时滞参数达到相应的临界点时，虽然模型随时间的

演化最终无限收敛到平衡点 Ｍ 处，但波动性增强，并且达到平衡点的时间延长；当时滞参数超

过临界点时，模型随时间的演化，产生了极限环现象，即经济周期；时滞参数越大，则经济周期

波动越强烈，振幅越大．所以，时滞 Ｓｏｌｏｗ 模型在临界点处发生了 Ｈｏｐｆ 分岔，无论是资本生产投

资时滞还是污染治理投资时滞，都会诱发经济周期的产生．

（ａ） τ１ ＝ ０．１， τ２ ＝ ０ ｏｒ τ１ ＝ ０， τ２ ＝ １ （ｂ） τ１ ＝ ０．３６， τ２ ＝ ０ ｏｒ τ１ ＝ ０， τ２ ＝ ７．５５

（ｃ） τ１ ＝ ０．８， τ２ ＝ ０ ｏｒ τ１ ＝ ０， τ２ ＝ １２．７ （ｄ） τ１ ＝ １．０３， τ２ ＝ ０ ｏｒ τ１ ＝ ０， τ２ ＝ １５

图 ６　 单个投资时滞时 Ｓｏｌｏｗ 模型的相图

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ Ｓｏｌｏｗ ｍｏｄｅｌ ｗｉｔｈ ａ ｓｉｎｇｌｅ ｉｎｖｅｓｔｍｅｎｔ ｄｅｌａｙ

３．３　 两个投资时滞时 （τ１ ＞ ０，τ２ ＞ ０）
事实上，在复杂的经济环境系统中，资本生产投资和污染治理投资都会产生不同的时间延

迟，同时对系统产生一定影响，本小节主要研究两个投资时滞均存在时，其时滞效应对时滞 Ｓｏ⁃
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ｌｏｗ 模型经济周期波动的影响．通过数值模拟，两个投资均时滞时，时滞 Ｓｏｌｏｗ 模型的状态变量

随时间演化的相图和时间序列图如图 ８．参照图 ６ 和图 ７，两个投资时滞均存在时，时滞 Ｓｏｌｏｗ
模型提前在 τ１ ＜ ０．３６ 和 τ２ ＜ ７．５５ 时发生了 Ｈｏｐｆ 分岔，出现了极限环现象，即经济周期；时滞

参数越大，则滞后性越强，并且经济周期波动性越强烈．所以，在两个投资时滞均存在时，时滞

合力会提前诱发经济周期的产生，并加剧经济周期的波动．

（ａ） τ１ ＝ ０．１， τ２ ＝ ０ ｏｒ τ１ ＝ ０， τ２ ＝ １ （ｂ） τ１ ＝ ０．３６， τ２ ＝ ０ ｏｒ τ１ ＝ ０， τ２ ＝ ７．５５

（ｃ） τ１ ＝ ０．８， τ２ ＝ ０ ｏｒ τ１ ＝ ０， τ２ ＝ １２．７ （ｄ） τ１ ＝ １．０３， τ２ ＝ ０ ｏｒ τ１ ＝ ０， τ２ ＝ １５

图 ７　 单个投资时滞时 Ｓｏｌｏｗ 模型的时间序列图

Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｓｅｒｉｅｓ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ Ｓｏｌｏｗ ｍｏｄｅｌ ｗｉｔｈ ａ ｓｉｎｇｌｅ ｉｎｖｅｓｔｍｅｎｔ ｄｅｌａｙ

（ａ） τ１ ＝ ０．３， τ２ ＝ ７ （ｂ） τ１ ＝ １．０３， τ２ ＝ １２．７

图 ８　 两个投资时滞时 Ｓｏｌｏｗ 模型的相图和时间序列图

Ｆｉｇ． ８　 Ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍ ａｎｄ ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｓｅｒｉｅｓ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ Ｓｏｌｏｗ ｍｏｄｅｌ ｗｉｔｈ ２ ｉｎｖｅｓｔｍｅｎｔ ｄｅｌａｙｓ

４　 结　 　 论

本文首次提出了带有环境净化的双时滞 Ｓｏｌｏｗ 模型，并采用非线性动力学方法，通过数值
模拟和参数分析，研究了带有环境净化的双时滞 Ｓｏｌｏｗ 模型的经济周期波动行为．

研究结果表明：经济环境系统受投资时滞的影响较大；无时滞时，经济环境系统存在小幅

度的振荡，但很快趋于稳定；引入时滞后，无论单个投资时滞还是两个投资时滞，均能诱发经济

０４３ 一类时滞 Ｓｏｌｏｗ 模型的动态周期波动分析



周期的产生，并且双投资时滞下，经济周期的波动性更加强烈；投资时滞越大，则经济周期的波

动性越强烈．在实际的经济环境问题上，政府决策者和投资者可以通过制定合理有效的实施方

案以及调整投资决策的时滞参数，降低总投资的滞后性，避免严重的经济周期波动，从而使整

个经济环境系统保持小幅度振荡的稳定运行，最终实现预期经济环境系统运行的均衡目标．
本文从投资时滞的角度研究了一类时滞 Ｓｏｌｏｗ 模型的经济周期波动行为，但由于经济环

境系统的非线性特征，决定了系统受多种滞后因素的影响，所以对此系统的时滞性研究仍具有

很大空间．
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２４３ 一类时滞 Ｓｏｌｏｗ 模型的动态周期波动分析
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