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摘要：　 针对部分种群个体活动而其他个体静止的单种群模型， 主要研究了一维格上具有静止阶

段的时滞反应扩散系统的行波解的定性性质．在单稳和拟单调的假设条件下， 首先，研究了行波解

的存在性．其次， 证明了行波解的渐近行为、 单调性以及唯一性．最后， 证明了所有非临界波前解

（即波速大于最小波速的波前解）是指数渐近稳定的．
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引　 　 言

众所周知， 反应扩散系统被用来广泛描述疾病的传播， 物种的入侵、发展和迁移等现

象［１⁃１５］ ．近年来， 对于部分种群个体活动而其他个体静止的单种群反应扩散模型的研究也不断

引起广大学者的关注， 参见文献［２，８⁃９，１４⁃１５］等．例如， Ｈａｄｅｌｅｒ 和 Ｌｅｗｉｓ［２］ 考虑了如下具有

静止阶段的单种群模型：

　 　
∂ｔｕ（ｘ，ｔ） ＝ Ｄｕｘｘ（ｘ，ｔ） ＋ ｆ（ｕ（ｘ，ｔ）） － γ１ｕ（ｘ，ｔ） ＋ γ２ｖ（ｘ，ｔ），
∂ｔｖ（ｘ，ｔ） ＝ γ１ｕ（ｘ，ｔ） － γ２ｖ（ｘ，ｔ），

{ （１）

其中 ｕ（ｘ，ｔ）， ｖ（ｘ，ｔ） 分别表示 ｔ时刻 ｘ点处， 移动和静止状态下单种群生物的密度， Ｄ ＞ ０ 为

扩散系数， ｆ 为移动期的繁殖函数， γ１ ＞ ０， γ２ ＞ ０ 表示两种状态之间的转移率．
考虑到生物体从生长、 发育再到繁殖阶段需要一定的时间延迟，Ｈａｄｅｌｅｒ 等［１６］提出并研究

了具有静止阶段的时滞扩散 Ｎｉｃｈｏｌｓｏｎ 绿蝇方程：

　 　

∂ｔｕ（ｘ，ｔ） ＝ Ｄｕｘｘ（ｘ，ｔ） － ｄ（ｕ（ｘ，ｔ）） ＋

　 　 ｂ（ｕ（ｘ，ｔ － τ））ｅ －μ０τ － γ１ｕ（ｘ，ｔ） ＋ γ２ｖ（ｘ，ｔ），
∂ｔｖ（ｘ，ｔ） ＝ γ１ｕ（ｘ，ｔ） － γ２ｖ（ｘ，ｔ），

ì

î

í

ï
ï

ïï

（２）

其中 μ０ 代表幼年个体的死亡率，时滞 τ ≥ ０ 表示个体从出生到成年所需时间．随后， Ｗｕ 和

Ｚｈａｏ［１７］将繁殖函数抽象化， 研究了如下具有时滞和静止阶段的反应扩散系统的行波解：

　 　
∂ｔｕ（ｘ，ｔ） ＝ Ｄｕｘｘ（ｘ，ｔ） ＋ ｆ（ｕ（ｘ，ｔ）， ｕ（ｘ，ｔ － τ）） － γ１ｕ（ｘ，ｔ） ＋ γ２ｖ（ｘ，ｔ），
∂ｔｖ（ｘ，ｔ） ＝ γ１ｕ（ｘ，ｔ） － γ２ｖ（ｘ，ｔ） ．{ （３）
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系统（１） ～ （３）均包含了一个基本假设：所有生物的生活空间均为连续的．然而， 在实际中

并非所有的情形都是如此．比如， 松鼠赖以生存的树洞总是零散地分布在广袤的森林里．因此，
用空间连续的方程描述类似于松鼠这类种群的增长与入侵过程并不是很严密．所以， 有必要

考虑将种群生存空间离散化．实际上， 在种群动力学中， 空间离散的反应扩散系统（简称为格

动力系统） ［１，１４⁃１５，１８⁃２１］常常被用来描述空间斑块环境下种群的增长与入侵过程．
基于以上考虑， 本文研究以下一维空间格上具有时滞和静止阶段的反应扩散系统：

　 　

ｄｕｉ（ ｔ）
ｄｔ

＝ （Δｕ） ｉ（ ｔ） ＋ ｆ（ｕｉ（ ｔ）， ｕｉ（ ｔ － τ）） － γ１ｕｉ（ ｔ） ＋ γ２ｖｉ（ ｔ），

ｄｖｉ（ ｔ）
ｄｔ

＝ γ１ｕｉ（ ｔ） － γ２ｖｉ（ ｔ），

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（４）

其中 ｕｉ（ ｔ） ∈ Ｒ，ｖｉ（ ｔ） ∈ Ｒ，ｉ∈ Ｚ， ｔ ＞ ０，（Δｕ） ｉ ｄ（ｕｉ ＋１ ＋ ｕｉ －１ － ２ｕｉ） ．同时 ｆ（ｕ，ｖ） 满足如下

假定：
（Ａ１） 存在常数 Ｋ１ ＞ ０ 使得 ｆ ∈ Ｃ１（［０， Ｋ１］， Ｒ）， ｆ（ｕ， ｕ） ＞ ０， ｕ ∈ （０， Ｋ１）， ｆ（０， ０）

＝ ｆ（Ｋ１， Ｋ１） ＝ ０， 且 ∂２ ｆ（ｕ， ｖ） ≥ ０， （ｕ， ｖ） ∈ ［０， Ｋ１］ ２ ．
（Ａ２） ∂１ ｆ（Ｋ１， Ｋ１） ＋ ∂２ ｆ（Ｋ１， Ｋ１） ＜ ０， ∂１ ｆ（０， ０）ｕ ＋ ∂２ ｆ（０， ０）ｖ≥ ｆ（ｕ， ｖ）， 其中（ｕ， ｖ）

∈ ［０， Ｋ１］ ２ ．
显然，系统（４）是系统（３）的一个空间离散形式．由条件（Ａ１）得系统（４）存在一个零平衡

点 ０ （０，０） 和一个正平衡点Ｋ （Ｋ１，Ｋ２），其中 Ｋ２ ＝ （γ １ ／ γ ２）Ｋ１ ．结合条件（Ａ２），可得 ∂１ ｆ（０，
０） ＋ ∂２ ｆ（０， ０） ≥ （２ ／ Ｋ１） ｆ（Ｋ１ ／ ２， Ｋ１ ／ ２） ＞ ０．针对系统（４）， 如果存在一个常数 ｃ ＞ ０ 和一个

函数（Ｕ（·）， Ｖ（·））： Ｒ → ［０， Ｋ１］ × ［０， Ｋ２］ 使得（ｕｉ（ ｔ）， ｖｉ（ ｔ）） ＝ （Ｕ（ ｉ － ｃｔ）， Ｖ（ ｉ － ｃｔ）） ．
则称（ｕｉ（ ｔ）， ｖｉ（ ｔ）） 为系统（４） 的行波解，ｃ 为波速， （Ｕ， Ｖ） 为波廓．并且如果（Ｕ（·）， Ｖ（·））
在 Ｒ 上是单调的，则称（Ｕ， Ｖ） 为波前解．

本文主要研究一维格时滞系统（４）的行波解的各种定性性质， 包括存在性、渐近行为、单
调性、唯一性以及稳定性．首先， 将系统（４）转化为一个带有积分项的标量方程．其次， 利用单

调迭代技术［１２］、上下解方法［６］以及取极限的方法［１３］， 证明了 ｃ ≥ ｃ∗ 时， 行波解的存在性．进
而， 利用 Ｉｋｅｈａｒａ 定理［１４，１７，２２］建立了正负无穷远处行波波廓的渐近行为．在此基础上， 得到了 ０
＜ ｃ ＜ ｃ∗ 时， 行波解的不存在性．进一步，利用强比较原理［１４，１７⁃１８］结合滑动平面技巧， 证明了

行波解的单调性和（平移不变意义下的）唯一性．最后， 通过对相应的线性系统建立比较定理，
证明了非临界行波解的指数稳定性， 并得到了收敛率．

本文结构如下： 第 １ 节研究行波解的存在性； 第 ２ 节研究行波解的渐近行为； 第 ３ 节讨

论行波解的单调性与唯一性； 第 ４ 节研究行波解的稳定性； 最后， 对全文内容进行总结．

１　 行波解的存在性

本节主要研究系统（４）行波解的存在性．首先， 将方程组（４）转化成为标量方程．进而， 利

用单调迭代技术结合上下解以及取极限的方法证明行波解的存在性．因为证明与已有的一些

结果类似， 这里仅叙述了主要的结论而省略具体的证明细节．
１．１　 转化为数量方程

令 （ｕｉ（ ｔ）， ｖｉ（ ｔ）） ＝ （Ｕ（ξ）， Ｖ（ξ））， 其中 ξ ＝ ｉ ＋ ｃｔ ．将其代入系统（４）可得如下相应的行

波系统：
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ｃＵ′（ξ） ＝ ｄ［Ｕ（ξ ＋ １） ＋ Ｕ（ξ － １） － ２Ｕ（ξ）］ ＋ ｆ（Ｕ（ξ）， Ｕ（ξ － ｃτ）） －
　 　 γ １Ｕ（ξ） ＋ γ ２Ｖ（ξ），
ｃＶ′（ξ） ＝ γ １Ｕ（ξ） － γ ２Ｖ（ξ），

ì
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í
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ïï

（５）

其中边界条件为

　 　 （Ｕ（ － ∞）， Ｖ（ － ∞）） ＝ （０， ０）， （Ｕ（∞ ）， Ｖ（∞ ）） ＝ （Ｋ１， Ｋ２） ． （６）
则系统（５）的第二个方程可转化为以下积分方程：

　 　 Ｖ（ξ） ＝
γ １

ｃ ∫
ξ

－∞
ｅ －（γ２ ／ ｃ）（ξ －ｓ）Ｕ（ ｓ）ｄｓ ． （７）

将其代入系统（５）， 可得

　 　 ｃＵ′（ξ） ＝ ｄ［Ｕ（ξ ＋ １） ＋ Ｕ（ξ － １） － ２Ｕ（ξ）］ ＋ ｆ（Ｕ（ξ）， Ｕ（ξ － ｃτ）） －

　 　 　 　 γ １Ｕ（ξ） ＋
γ １γ ２

ｃ ∫ξ
－∞

ｅ －（γ２ ／ ｃ）（ξ －ｓ）Ｕ（ ｓ）ｄｓ ． （８）

不难得出下面结论成立．
引理 １
 假设 （Ｕ（ξ）， Ｖ（ξ）） 是系统（４） 的单调行波解， 则 Ｕ（ξ） 是式（８）的解．
 假设 Ｕ（ξ） 是式（８） 的解， 且 Ｖ（ξ） 满足式（７）， 其中， （Ｕ（ξ），Ｖ（ξ）） ∈ ［０，Ｋ１］ ２，ξ ∈

Ｒ ．若
　 　 Ｕ（ － ∞） ＝ ０， Ｕ（ ＋ ∞） ＝ Ｋ１， （９）

则 （Ｕ（ξ）， Ｖ（ξ）） 是系统（４）的单调行波解．
因此， 研究系统（４）的行波解的存在性， 只需研究式（８）的解的存在性．
将式（８）在（０，０）与 （Ｋ１，Ｋ１） 点处线性化后， 可得如下两个特征函数：
　 　 Δ１（ｃ， λ） ＝ ｃλ － ｄ（ｅλ ＋ ｅ －λ － ２） －

　 　 　 　 ∂１ ｆ（０， ０） － ∂２ ｆ（０， ０）ｅ －λｃτ ＋ γ １ －
γ １γ ２

ｃλ ＋ γ ２
， （１０）

　 　 Δ２（ｃ， λ） ＝ ｃλ － ｄ（ｅλ ＋ ｅ －λ － ２） －

　 　 　 　 ∂１ ｆ（Ｋ１， Ｋ１） － ∂２ ｆ（Ｋ１， Ｋ１）ｅ
－λｃτ ＋ γ １ －

γ １γ ２

ｃλ ＋ γ ２
， （１１）

其中 ｃ ≥ ０，λ ≠－ γ ２ ／ ｃ ．由此可得以下结论．
引理 ２　 假设条件（Ａ１）、（Ａ２）成立．
 如果存在 ｃ∗ ｃ∗（τ， γ １， γ ２） ＞ ０， 那么：
（ａ） 若 ０ ≤ ｃ ＜ ｃ∗ 且 λ ≥ ０， 则 Δ１（ｃ， λ） ＜ ０．
（ｂ） 若 ｃ ＝ ｃ∗， 则存在一个正实根 λ（ｃ∗） 使得 Δ１（ｃ， λ） ＝ ０．
（ｃ） 若 ｃ ＞ ｃ∗， 则存在两个正实根 λ ｉ λ ｉ（ｃ）， ｉ ＝ １，２，使得 Δ１（ｃ， λ） ＝ ０， 其中 λ １（ｃ） ＜

λ（ｃ∗） ＜ λ ２（ｃ） 且 λ １′（ｃ） ＜ ０，λ ２′（ｃ） ＞ ０； 如果 λ ∈（λ １（ｃ），λ ２（ｃ））， 则 Δ１（ｃ， λ） ＞ ０， 否

则， Δ１（ｃ， λ） ＜ ０．
 方程 Δ２（ｃ，λ） ＝ ０ 有两个实根 λ ３（ｃ） ＜ ０，λ ４（ｃ） ＞ ０．

１．２　 主要结论

记 Ｃ［０， Ｋ１］（Ｒ，Ｒ） ＝ {ϕ ∈ Ｃ（Ｒ，Ｒ）： ０ ≤ ϕ（ ｓ） ≤ Ｋ１，ｓ ∈ Ｒ } ． 为了运用单调迭代技

术［６，１２⁃１３］， 引入算子 Ｔ：Ｃ［０，Ｋ１］（Ｒ，Ｒ） → Ｃ（Ｒ，Ｒ） 为
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　 　 Ｔ（ϕ）（ξ） ＝ １
ｃ ∫

ξ

－∞
ｅ －μ（ξ －ｓ）Ｈ（ϕ）（ ｓ）ｄｓ， （１２）

其中 μ ＝
（２ｄ ＋ γ １ ＋ Ｌ）

ｃ
， Ｌ ＝ ｍａｘ（ｕ，ｖ）∈［０， Ｋ１］ ２ { ｜ ∂１ ｆ（ｕ， ｖ） ｜ } ， 且

　 　 Ｈ（ϕ）（ξ） ＝ ｄ［ϕ（ξ ＋ １） ＋ ϕ（ξ － １）］ ＋ ｆ（ϕ（ξ）， ϕ（ξ － ｃτ）） ＋

　 　 　 　 Ｌϕ（ξ） ＋
γ １γ ２

ｃ ∫ξ
－∞

ｅ －（γ２ ／ ｃ）（ξ －ｓ）ϕ（ ｓ） ． （１３）

下面给出算子 Ｔ 的一些性质．
引理 ３　 假设条件（Ａ１）成立．则
 若对任意的 ϕ１， ϕ２ ∈ Ｃ［０， Ｋ１］（Ｒ， Ｒ） 有 ϕ１ ≤ ϕ２， 则 Ｔ（ϕ１）（ξ） ≤ Ｔ（ϕ２）（ξ） ．
 若对任意的 ϕ ∈ Ｃ［０， Ｋ１］（Ｒ， Ｒ） 在 ξ ∈ Ｒ 上单调递增， 则 Ｔ（ϕ）（ξ） 在 ξ ∈ Ｒ 上单调

递增．

定义 １　 如果存在连续函数 ϕ
－
∈ Ｃ ［Ｒ， Ｒ］ 满足

　 　 ｃϕ
－
′（ξ） ≥ ｄ［ϕ

－
（ξ ＋ １） ＋ ϕ

－
（ξ － １） － ２ϕ

－
（ξ）］ ＋ ｆ（ϕ

－
（ξ）， ϕ

－
（ξ － ｃτ）） －

　 　 　 　 γ １ϕ
－
（ξ） ＋

γ １γ ２

ｃ ∫ξ
－∞

ｅ －（γ２ ／ ｃ）（ξ －ｓ）ϕ
－
（ ｓ）ｄｓ，　 　 ａ．ｅ．　 ξ ∈ Ｒ， （１４）

则 ϕ
－
被称为系统（８） 的上解．类似地， 即可定义 ϕ

－
为系统（８）的下解．

引理 ４　 假设条件（Ａ１）、（Ａ２）成立．令 ｃ ＞ ｃ∗ ．如果对每一个 α ∈ （１， λ ２ ／ λ １）， 都存在

Ｍ（ｃ， α） ≥ １．则任给 ｍ ≥ Ｍ（ｃ， α）， 系统（８） 的上解 ϕ
－
和下解 ϕ

－
可分别定义为

　 　 ϕ
－
（ξ） ＝ ｍｉｎ {Ｋ１， ｅλ１ξ ＋ ｍｅαλ１ξ } ， ϕ

－
（ξ） ＝ ｍａｘ { ０， ｅλ１ξ － ｍｅαλ１ξ } ，

　 　 ξ ∈ Ｒ ． （１５）
基于以上的上下解并结合单调迭代技术和取极限的方法， 可得 ｃ ≥ ｃ∗ 时行波解的存在

性， ０ ＜ ｃ ＜ ｃ∗ 时， 行波解的不存在性将在第 ２ 节得到行波解的渐近行为后给出．
定理 １　 假设条件（Ａ１）、（Ａ２）成立．
 如果 ｃ ≥ ｃ∗（τ， γ １， γ ２）， 则系统（４） 存在连接 ０ 和 Ｋ 的行波解．
 如果 ０ ＜ ｃ ＜ ｃ∗（τ，γ １，γ ２）， 则系统（４） 不存在连接 ０ 和 Ｋ 的行波解．

２　 行波解的渐近行为

本节将研究系统（４）行波的渐近行为．首先回顾下由 Ｃａｒｒ 和 Ｃｈｍａｊ 提出的 Ｉｋｅｈａｒａ 定理［２２］ ．

定理 ２　 令 Ｆ
－
（Λ） ∫∞

０
ｅ －Λξｕ（ξ）ｄξ， 其中 ｕ（ξ） 为非增的正定函数．如果存在 ｋ ＞ － １， Λ０

＞ ０，且函数 Ｓ 在 － Λ０ ≤ Ｒｅ Λ ＜ ０ 内解析， 使得 Ｆ
－
（Λ） ＝ Ｓ（ － Λ０） ／ （Λ ＋ Λ０） ｋ＋１ ．则

　 　 ｌｉｍ
ξ→∞

ｕ（ξ）
ξ ｋｅ －Λ０ξ

＝
Ｓ（ － Λ０）

Γ（Λ０ ＋ １）
．

类似于文献［１７］中引理 ３．２ 和文献［１４］中引理 ２．８， 不难证明以下结论成立．
引理 ５　 假设 （Ｕ（ξ）， Ｖ（ξ）） 为系统（４） 的行波解， 则 Ｕ（ξ） ∈ （０， Ｋ１） 且 Ｖ（ξ） ∈ （０，

Ｋ２）， 其中 ξ ∈ Ｒ， 且 Ｕ′（ ±∞） ＝ Ｖ′（ ±∞） ＝ ０．
本节主要结论如下．
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定理 ３　 假设条件（Ａ１）、（Ａ２）成立．若 （Ｕ（ξ），Ｖ（ξ）） 是系统（４） 的波速 ｃ ≥ ｃ∗ 的行波

解， 则有

 当 ξ →－ ∞ 时， 有

　 　

ｌｉｍ
ξ→－∞

Ｕ（ξ）ξ ｋｅ －λ１ξ ＝ ｌ１（ｃ）， ｌｉｍ
ξ→－∞

Ｕ′（ξ）ξ ｋｅ －λ１ξ ＝ ｌ１（ｃ）λ １，

ｌｉｍ
ξ→－∞

Ｖ（ξ）ξ ｋｅ －λ１ξ ＝
γ １ ｌ１（ｃ）
ｃλ １ ＋ γ ２

， ｌｉｍ
ξ→－∞

Ｖ′（ξ）ξ ｋｅ －λ１ξ ＝
γ １ ｌ１（ｃ）λ １

ｃλ １ ＋ γ ２
；

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１６）

 当 ξ →＋ ∞ 时， 有

　 　

ｌｉｍ
ξ→＋∞

（Ｋ１ － Ｕ（ξ））ｅ －λ３ξ ＝ ｌ２（ｃ）， ｌｉｍ
ξ→＋∞

Ｕ′（ξ）ｅ －λ３ξ ＝ － ｌ２（ｃ）λ ３，

ｌｉｍ
ξ→＋∞

（Ｋ２ － Ｖ（ξ））ｅ －λ３ξ ＝
γ １ ｌ２（ｃ）
ｃλ ３ ＋ γ ２

， ｌｉｍ
ξ→＋∞

Ｖ′（ξ）ｅ －λ３ξ ＝ －
γ １ ｌ２（ｃ）λ ３

ｃλ ３ ＋ γ ２
，

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１７）

其中 ｌ１（ｃ）， ｌ２（ｃ） 为常数．当 ｃ ＞ ｃ∗ 时， ｋ ＝ ０．当 ｃ ＝ ｃ∗ 时， ｋ ＝ － １．
证明　  注意到 Ｖ（ξ） 满足式（７） ．故此仅证明波廓 Ｕ（ξ） 的渐近行为．下面将分 ３ 步完成．
１） 证明存在 ξ′ ∈ Ｒ，使得 Ｕ（ξ） 在（ － ∞，ξ′］ 上可积．
令 σ １ ＝ ∂１ ｆ（０，０） ＋ ∂２ ｆ（０，０）， σ ２ ＝ ∂２ ｆ（０，０） － ∂１ ｆ（０，０） ．根据假设条件，可得 σ １ ＞ ０．

由于 Ｕ（ － ∞） ＝ ０， 且 Ｕ（ξ） 为系统（８） 的解， 则存在 ξ′ ＜ ０， 使得当 ξ ≤ ξ′ 时， 有

　 　 Ｌ［Ｕ２（ξ） ＋ ２Ｕ（ξ）Ｕ（ξ － ｃτ） ＋ Ｕ２（ξ － ｃτ）］ ≤
σ １

４
Ｕ（ξ） ＋

σ １

４
Ｕ（ξ － ｃτ）， （１８）

其中　 　 Ｌ ＝ ｍａｘ（ｕ，ｖ）∈［０，Ｋ１］ ２ { ｜ ∂１ ｆ（ｕ，ｖ） ｜ } ．
为方便起见， 记

　 　 Ｕ（ξ）
γ ２

ｃ ∫
ξ

－∞
ｅ －（γ２ ／ ｃ）（ξ －ｓ）Ｕ（ ｓ）ｄｓ ＝

γ ２

ｃ ∫
０

－∞
ｅ（γ２ ／ ｃ） ｓＵ（ ｓ ＋ ξ）ｄｓ ． （１９）

将式（１９）代入式（８）， 并对 ｆ（Ｕ（ξ），Ｕ（ξ － ｃτ）） 进行 Ｔａｙｌｏｒ（泰勒）展开， 整理得

　 　 ｃＵ′（ξ） ≥ ｄ［Ｕ（ξ ＋ １） ＋ Ｕ（ξ － １） － ２Ｕ（ξ）］ ＋
　 　 　 　 ∂１ ｆ（０，０）Ｕ（ξ） ＋ ∂２ ｆ（０，０）Ｕ（ξ － ｃτ） －
　 　 　 　 Ｌ［Ｕ２（ξ） ＋ ２Ｕ（ξ）Ｕ（ξ － ｃτ） ＋ Ｕ２（ξ － ｃτ）］ ＋ γ １［Ｕ（ξ） － Ｕ（ξ）］ ≥

　 　 　 　 ｄ［Ｕ（ξ ＋ １） ＋ Ｕ（ξ － １） － ２Ｕ（ξ）］ ＋
σ １

４
Ｕ（ξ） ＋

　 　 　 　
σ ２

２
［Ｕ（ξ － ｃτ） － Ｕ（ξ）］ ＋ γ １［Ｕ（ξ） － Ｕ（ξ）］ ． （２０）

注意到 Ｕ（ － ∞） ＝ Ｕ′（ － ∞） ＝ ０．对式（２０） 两边从 ｙ 到 ξ 进行积分， 并对 ｙ 取极限， 有

　 　 ｃＵ（ξ） ≥ ｄ ∫ξ ＋１
ξ

Ｕ（ ｓ）ｄｓ － ∫ξ
ξ －１

Ｕ（ ｓ）ｄｓ[ ] ＋ ∫ξ
－∞

σ １

４
Ｕ（ ｓ）ｄｓ ＋

　 　 　 　 ｌｉｍ
ｙ→－∞

∫ξ
ｙ

σ ２

２
［Ｕ（ ｓ － ｃτ） － Ｕ（ ｓ）］ ＋ γ １［Ｕ（ ｓ） － Ｕ（ ｓ）］

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｓ ． （２１）

根据 Ｆｕｂｉｎｉ 定理和 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ 控制收敛定理， 可得

　 　 ∫ξ
ｙ
［Ｕ（ ｓ） － Ｕ（ ｓ）］ｄｓ ＝

γ ２

ｃ ∫
０

－∞
ｚｅ（γ２ ／ ｃ） ｚ∫１

０
［Ｕ（θｚ ＋ ξ） － Ｕ（θｚ ＋ ｙ）］ｄθｄｚ →

　 　 　 　
γ ２

ｃ ∫
０

－∞
∫１

０
ｚｅ（γ２ ／ ｃ） ｚＵ（θｚ ＋ ξ）ｄθｄｚ ． （２２）
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从而， 结合式（２１）， 可得以下不等式成立：

　 　 ｃＵ（ξ） ≥ ｄ ∫ξ ＋１
ξ

Ｕ（ ｓ）ｄｓ － ∫ξ
ξ －１

Ｕ（ ｓ）ｄｓ[ ] ＋
σ １

４ ∫
ξ

－∞
Ｕ（ ｓ）ｄｓ －

　 　 　 　
σ ２ｃτ
２ ∫１

０
Ｕ（ξ － θｃτ）ｄθ ＋

γ １γ ２

ｃ ∫０
－∞
∫１

０
ｚｅ（γ２ ／ ｃ） ｚＵ（θｚ ＋ ξ）ｄθｄｚ ． （２３）

故 Ｕ（ξ） 在（ － ∞，ξ′］ 上可积．因此， Ｕ（ξ） 在（ － ∞，ξ′］ 上也可积．
２） 证明当 ξ →－ ∞ 时， 有 Ｕ（ξ） ＝ Ｏ（ｅγξ），其中 γ ＞ ０．

由步 １）， 可定义 Ｆ（ξ） ＝ ∫ξ
－∞

Ｕ（ ｓ）ｄｓ，其中 ξ ≤ ξ′ ．显然， Ｆ（ξ） 是非减的且满足 Ｆ（ － ∞）

＝ ０．对式（２０） 两边从 － ∞ 到 ξ 进行积分， 则有

　 　 ｃＵ（ξ） ≥ ｄ［Ｆ（ξ ＋ １） ＋ Ｆ（ξ － １）］ ＋
σ １

４
－ γ １ － ２ｄ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú Ｆ（ξ） ＋

　 　 　 　
σ ２

２
［Ｆ（ξ － ｃτ） － Ｆ（ξ）］ ＋ γ １∫ξ

－∞
Ｕ（ ｓ）ｄｓ ． （２４）

另外

　 　 ∫ξ
－∞

Ｕ（ ｓ）ｄｓ ＝
γ ２

ｃ
ｌｉｍ
ｙ→－∞

∫ξ
－∞
∫０

－∞
ｅ（γ２ ／ ｃ） ｓＵ（ ｓ ＋ ｚ）ｄｚｄｓ ＝

γ ２

ｃ ∫
０

－∞
ｅ（γ２ ／ ｃ） ｚＦ（ ｚ ＋ ξ）ｄｚ ． （２５）

且

　 　 ｌｉｍ
ｙ→－∞

∫ξ
ｙ
∫０

－∞
ｅ（γ２ ／ ｃ） ｚ［Ｆ（ ｓ ＋ ｚ） － Ｆ（ ｓ）］ ＝ ∫０

－∞
∫１

０
ｚｅ（γ２ ／ ｃ） ｚＦ（ξ ＋ θｚ）ｄθｄｚ ． （２６）

重复式（２１）和（２２）的工作， 可直接计算给出

　 　 ｃＦ（ξ） ＋
σ ２ｃτ
２ ∫１

０
Ｆ（ξ － θｃτ）ｄθ ≥

　 　 　 　
σ １

４ ∫
ξ

－∞
Ｆ（ ｓ）ｄｓ ＋

γ １γ ２

ｃ ∫０
－∞
∫１

０
ｚｅ（γ２ ／ ｃ） ｚＦ（ξ ＋ θｚ）ｄθｄｚ ． （２７）

注意到 Ｆ（ξ） 是非减的， 可得 Ｆ（ξ ＋ θｚ） ≥ Ｆ（ξ） ．则对任意的 ｌ ＞ ０ 且 ξ ≤ ξ′， 有

　 　 ｃ １ ＋
σ ２τ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｆ（ξ） ≥

σ １

４ ∫
ξ

－∞
Ｆ（ ｓ）ｄｓ ＝

σ １

４ ∫
０

－∞
Ｆ（ξ ＋ ｓ）ｄｓ ≥

　 　 　 　
σ １

４ ∫
０

－ｌ
Ｆ（ξ ＋ ｓ）ｄｓ ≥

σ １ ｌ
４

Ｆ（ξ － ｌ） ． （２８）

故有

　 　
ｃ（４ ＋ ２τσ ２）

σ １ ｌ
Ｆ（ξ） ≥ Ｆ（ξ － ｌ） ．

选择一个 ｌ０ ＞ ０ 充分大， 使得 θ ０ ｃ（４ ＋ ２τσ ２） ／ σ １ ｌ０ ∈ （０，１） ．则对任意的 ξ ≤ ξ′， 有 Ｆ（ξ
－ ｌ０） ≤ θ ０Ｆ（ξ） ．

定义一个函数 Ｆ（ξ） ＝ Ｆ（ξ）ｅ －γξ， 其中 γ ＝ （１ ／ ｌ０）ｌｎ（１ ／ θ ０） ．则任给 ξ ≤ ξ′， 有

　 　 Ｆ（ξ － ｌ０） ＝ Ｆ（ξ － ｌ０）ｅ
－γ（ξ －ｌ０） ＝ １

θ ０
Ｆ（ξ － ｌ０）ｅ

－γξ ≤ Ｆ（ξ）ｅ －γξ ＝ Ｆ（ξ） ． （２９）

所以有 ０ ≤ Ｆ（ξ） ≤Ｍ０ ｓｕｐξ≤ξ′ {Ｆ（ ｓ） ｜ ｓ∈［ξ′ － ｌ０， ξ′］ } ，ξ ≤ ξ′ ．因此，Ｆ（ξ） ＝ Ｏ（ｅγξ） ．从
而， 可得 Ｕ（ξ） ＝ Ｏ（ｅγξ） ．
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３） 证明 ｌｉｍξ→－∞ ｅ －λ１ξＵ（ξ） 存在．

对于 ０ ＜ Ｒｅ λ ＜ γ， 对 Ｕ 定义 Ｌａｐｌａｃｅ 变换： Ｌ（λ） ＝ ∫＋∞

－∞
Ｕ（ξ）ｅ －λξｄξ ．由式（８）， 可得

　 　 ｃＵ′（ξ） － ｄ［Ｕ（ξ ＋ １） ＋ Ｕ（ξ － １） － ２Ｕ（ξ）］ － ∂１ ｆ（０，０）Ｕ（ξ） －

　 　 　 　 ∂２ ｆ（０，０）Ｕ（ξ － ｃτ） ＋ γ １Ｕ（ξ） －
γ １γ ２

ｃ ∫ξ
－∞

ｅ －（γ２ ／ ｃ）（ξ －ｓ）Ｕ（ ｓ）ｄｓ ＝

　 　 　 　 ｆ（Ｕ（ξ），Ｕ（ξ － ｃτ）） － ∂１ ｆ（０，０）Ｕ（ξ） － ∂２ ｆ（０，０）Ｕ（ξ － ｃτ） ． （３０）
将式（３０）两边同乘 ｅ －λξ， 并对 ξ 进行积分， 得

　 　 Δ１（ｃ，λ）Ｌ（λ） ＝

　 　 　 　 ∫＋∞

－∞
ｅ －λξ［ ｆ（Ｕ（ξ），Ｕ（ξ － ｃτ）） － ∂１ ｆ（０，０）Ｕ（ξ） － ∂２ ｆ（０，０）Ｕ（ξ － ｃτ）］ｄξ ．

（３１）
为了利用 Ｉｋｅｈａｒａ 定理， 引入变量代换 ｕ（ξ） ＝ Ｕ（ － ξ） 且 Λ ＝－ λ ．则
　 　 Δ１（ｃ， － Λ）Ｌ１（Λ） ＝

　 　 　 　 ∫＋∞

－∞
ｅ －Λξ［ ｆ（ｕ（ξ），ｕ（ξ ＋ ｃτ）） － ∂１ ｆ（０，０）ｕ（ξ） － ∂２ ｆ（０，０）ｕ（ξ ＋ ｃτ）］ｄξ，

（３２）

其中 Ｌ１（Λ） ＝ ∫＋∞

－∞
ｕ（ξ）ｅ －Λξｄξ ．易见 ｕ（ ＋ ∞） ＝ ０ 及 ｕ（ξ） ＝ Ｏ（ｅ －γξ） ．基于 ｆ（ｕ（ξ），ｕ（ξ － ｃτ））

的 Ｔａｙｌｏｒ 展开式， 可得如果 － ２γ ＜ Ｒｅ Λ ＜ ０， 则式（３０） 的右边可由 Λ 定义．根据 Ｌａｐｌａｃｅ 变

换的性质（文献［２３］中 Ｐ５８）可知， 存在一个实数 － λ １ 使得Ｌ（Λ） 在 － λ １ ＜ ＲｅΛ ＜ ０上解析，
且在 Λ ＝－ λ １ 处有一个奇点．

将式（３２）变形为

　 　 Ｆ
－
（Λ） ＝

∫＋∞

－∞
ｅ －Λξ［ ｆ（ｕ（ξ），ｕ（ξ － ｃτ）） － ∂１ ｆ（０，０）ｕ（ξ） － ∂２ ｆ（０，０）ｕ（ξ ＋ ｃτ）］ｄξ

Δ１（ｃ， － Λ）
－

　 　 　 　 ∫０
－∞

ｕ（ξ）ｅ －Λξｄξ ＝ ∫＋∞

０
ｕ（ξ）ｅ －Λξｄξ ． （３３）

显然， ∫０
－∞

ｕ（ｘ）ｅ －Λξｄξ 在 Ｒｅ Λ ＜ ０ 上解析．记

　 　 Ｓ（Λ） Ｑ（Λ） － ［Λ ＋ λ １］ ｋ＋１∫０
－∞

ｕ（ξ）ｅ －Λξｄξ，

其中

　 　 Ｑ（Λ） ＝
∫＋∞

－∞
ｅ －Λξ［ ｆ（ｕ（ξ），ｕ（ξ － ｃτ）） － ∂１ ｆ（０，０）ｕ（ξ） － ∂２ ｆ（０，０）ｕ（ξ ＋ ｃτ）］ｄξ

Δ１（ｃ， － Λ） ／ （Λ ＋ λ １） ｋ＋１ ，

（３４）

且当 ｃ ＞ ｃ∗ 时，ｋ ＝ ０；当 ｃ ＝ ｃ∗ 时， ｋ ＝ － １．显然，Ｆ
－
（Λ） ＝ Ｓ（Λ）（Λ ＋ Λ０）

－（ｋ＋１） ．
下面证明 Ｓ（Λ） 在 Ｇ {Λ∈ Ｃ ｜ － λ １ ≤Ｒｅ Λ ＜ ０ } 上解析．事实上， 只需证Ｑ（Λ） 在 Ｇ上

解析．由于 Ｑ（Λ） ＝ Ｌ１（Λ）（Λ ＋ λ １） ｋ＋１， 可知 Ｑ（Λ） 在 － λ １ ＜ Ｒｅ Λ ＜ ０ 上解析．接下来证明当

Λ ＝－ λ １ 时，Ｑ（Λ） 解析．
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因此， 可断言除 Λ ＝－ λ １ 以外， 方程 Δ１（ｃ， － Λ（ｃ）） ＝ ０ 不存在任何零实部．否则， 假设

Λ０（ｃ） ＝ － λ １ ＋ β ｉ， 将其代入方程 Δ１（ｃ， － Λ（ｃ）） ＝ ０．注意到 Δ１（ｃ，λ １） ＝ ０．并将实部和虚部分

开， 整理得

　 　

ｄ（ｅλ１ ＋ ｅ －λ１）（１ － ｃｏｓ β） ＋ ∂２ ｆ（０，０）（１ － ｃｏｓ（βｃτ）） ＋

　 　
γ １γ ２ｃ２β ２

［ｃ（λ １ ＋ γ ２） ２ ＋ ｃ２β ２］（ｃλ １ ＋ γ ２）
＝ ０，

ｃβ － ｄ（ｅλ１ ＋ ｅ －λ１）ｓｉｎ β － ∂２ ｆ（０，０）ｅ
－λ１ｃτ ｓｉｎ（βｃτ） ＋

　 　
ｃγ １γ ２β

（ｃλ １ ＋ γ ２） ２ ＋ ｃ２β ２
＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

（３５）

当且仅当 β ＝ ０ 时， 式（３５） 成立．故 Ｑ（Λ） 在 Ｇ 上解析．从而，Ｓ（Λ） 在 Ｇ 上解析．
综上， 由于 Ｖ（ξ） 满足式（７）， 通过 Ｉｋｅｈａｒａ 定理， 由此完成该定理的证明．
 令 Ｚ（ξ） ＝ Ｋ１ － Ｕ（ξ） 且 Ｆ（ｕ，ｖ） ＝ ｆ（Ｋ１ － ｕ，Ｋ２ － ｖ） ．类似于的方法， 可证得结论

成立．证毕． □
基于以上讨论， 通过利用双边 Ｌａｐｌａｃｅ 变换的方法， 可排除当 ０ ＜ ｃ ＜ ｃ∗ 时， 系统（４）的

行波解的存在性．该部分的严格证明可参考文献［１７］中推论 ３．４， 此处从略．

３　 单调性与唯一性

本节主要利用滑动平面技巧结合强比较原理的方法， 证明行波解的单调性和唯一性．另
外， 在本节中， 总是假设条件（Ａ１）、（Ａ２）成立．

定理 ４　 强比较原理　 令 Ｕ１（ξ），Ｕ２（ξ） 为系统（８） 的解， 其中 Ｕ１，Ｕ２ ∈ ［０，Ｋ１］ ．如果对

于任意的 ξ ∈ Ｒ， 有 Ｕ１（ξ） ≥ Ｕ２（ξ）， 则 Ｕ１ ＞ Ｕ２ 或 Ｕ１ ≡ Ｕ２ ．
证明　 假设存在 ξ １ ∈ Ｒ， 使得 Ｕ１（ξ １） ＝ Ｕ２（ξ １） ．由 Ｔ（Ｕ）（ξ） ＝ Ｕ（ξ）， 则

　 　 ０ ＝ Ｕ１（ξ １） － Ｕ２（ξ １） ＝ １
ｃ ∫ξ１

－∞
ｅ －μ（ξ１－ｓ）［Ｈ（Ｕ１）（ ｓ） － Ｈ（Ｕ２）（ ｓ）］ｄｓ( ) ，

　 　 ξ １ ∈ Ｒ ． （３６）
依据 Ｈ 的性质， 可得 Ｈ（Ｕ１）（ξ） ≥Ｈ（Ｕ２）（ξ） ．故当且仅当对于任意的 ξ ∈Ｒ， 有Ｈ（Ｕ１）（ξ）
＝ Ｈ（Ｕ２）（ξ） 时，式（３６） 等号两边成立．注意到条件 ∂１ ｆ（ｕ，ｖ） ≥ ０，其中（ｕ，ｖ） ∈ ［０，Ｋ１］ ２ ．因
此， 任给 ξ ∈ Ｒ， 有

　 　 ０ ＝ Ｈ（Ｕ１）（ξ） － Ｈ（Ｕ２）（ξ） ＝
　 　 　 　 ｄ［Ｕ１（ξ ＋ １） － Ｕ２（ξ ＋ １）］ ＋ ｄ［Ｕ１（ξ － １） － Ｕ２（ξ － １）］ ＋
　 　 　 　 ｆ（Ｕ１（ξ），Ｕ１（ξ － ｃτ）） － ｆ（Ｕ２（ξ），Ｕ２（ξ － ｃτ）） ＋

　 　 　 　
γ １γ ２

ｃ ∫ξ
－∞

ｅ －（γ２ ／ ｃ）（ξ －ｓ）［Ｕ１（ ｓ） － Ｕ２（ ｓ）］ｄｓ ≥ ０． （３７）

故对于任意的 ξ ∈ Ｒ， 有 Ｕ１（ξ） ＝ Ｕ２（ξ）， 即 Ｕ１ ≡ Ｕ２ ．证毕． □
３．１　 单调性

定理 ５　 假设 （Ｕ（ξ），Ｖ（ξ）） 是系统（４） 的行波解．则对于 ∀ξ ∈ Ｒ， 有

　 　 Ｕ′（ξ） ＞ ０， Ｖ′（ξ） ＞ ０．
显然， 如果可以证得以下结论成立， 则定理 ５ 显然成立．
引理 ６　 假设 Ｕ（ξ） 是系统（８） 的解．则对于任意的 ξ ∈ Ｒ， 有 Ｕ′（·） ＞ ０．
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证明　 首先证明 Ｕ′（·） ≥ ０．定义 ξ
－
＝ ｉｎｆ { ξ ＞ ０ ｜ Ｕ（ｘ ＋ ζ） ≥ Ｕ（ｘ），∀ ｘ ∈ Ｒ，ζ ≥ ξ } ．

由引理 ５， 可知任给 ξ ∈ Ｒ， 有 ０ ＜ Ｕ（ξ） ＜ Ｋ１ ．故当 ζ ≥ ξ
－
∈ Ｒ 时， 有 Ｕ（·＋ ζ） ≥ Ｕ（·） ．

注意到 Ｕ（ ＋ ∞） ＝ Ｋ１ ．下证 ξ
－
＝ ０．利用反证法， 假设 ξ

－
＞ ０．注意到

　 　 ｌｉｍ
ξ→－∞

Ｕ′（ξ）
Ｕ（ξ）

＝ ｌｉｍ
ξ→－∞

Ｖ′（ξ）
Ｖ（ξ）

＝ λ １， ｌｉｍ
ξ→－∞

Ｕ′（ξ）
Ｕ（ξ） － Ｋ１

＝ ｌｉｍ
ξ→－∞

Ｖ′（ξ）
Ｖ（ξ） － Ｋ１

＝ λ ３ ． （３８）

从而存在某个 Ｎ≫０，使得 ｘ∈Ｒ ＼［ － Ｎ，Ｎ］ 时，Ｕ（ｘ） 严格递增．由连续性，任给 ｘ∈Ｒ ＼［ － Ｎ，Ｎ］，

有 Ｕ′（ξ） ≥ ０．故存在 ζ∈（０，ξ
－
］，使得当 ｘ∈Ｒ ＼［ － Ｎ － ξ

－
，Ｎ ＋ ξ

－
］ 时，有 Ｕ（ｘ ＋ ζ） ≥ Ｕ（ｘ） ．

依据强比较原理， 任给 ｘ∈Ｒ， 有 Ｕ（ｘ ＋ ξ
－
） ＞ Ｕ（ｘ） ．故任给 ｘ∈［ － Ｎ － ２ξ

－
，Ｎ ＋ ２ξ

－
］， 存

在 ε ∈ （０，ξ
－
） 和 ζ ∈ ［ξ

－
－ ε，ξ

－
］， 使得 Ｕ（ｘ ＋ ζ） ＞ Ｕ（ｘ） ．因此， 对于任意的 ｘ ∈ Ｒ， 当 ζ ＞

ξ
－
－ ε 时， 有 Ｕ（ｘ ＋ ζ） ≥ Ｕ（ｘ） ．然而， 与 ξ

－
的定义矛盾．所以， ξ

－
＝ ０．即对于任意的 ξ ∈ Ｒ， 有

Ｕ′（ξ） ≥ ０．进一步， 不难证明 Ｕ′ ＞ ０．证毕． □
３．２　 唯一性

定理 ６　 假设 （Ｕ１（ξ），Ｖ１（ξ）），（Ｕ２（ξ），Ｖ２（ξ）） 是系统（４） 的两个行波解．则存在 ξ ∈Ｒ，
使得（Ｕ１（·＋ ξ）， Ｖ１（·＋ ξ）） ≡ （Ｕ２（·）， Ｖ２（·）） ．

为了研究需要，本小节总是假设 （Ｕｉ（ξ），Ｖｉ（ξ）） 是系统（４） 的两个行波解，其中 ｉ ＝ １，２．
定理 ７　 假设存在 ξ ∈ Ｒ， 使得 Ｕ１（·＋ ξ） ≡ Ｕ２（·） ．则 Ｖ１（·＋ ξ） ≡ Ｖ２（·） ．
引理 ７　 假设 Ｕ（ξ） 是系统（８） 的解， 则存在 ρ ０ ＝ ρ ０（ｃ， ｆ） ∈ （０，１） 使得 ∀ρ ∈ （０，ρ ０］，

ξ ∈ { ξ ｜ Ｕ（ξ） ＞ Ｋ１ － ρ ０ } 时， 有

　 　 （１ ＋ ρ） ｆ（Ｕ（ξ），Ｕ（ξ － ｃτ）） － ｆ（（１ ＋ ρ）Ｕ（ξ），（１ ＋ ρ）Ｕ（ξ － ｃτ）） ＞ ０．
令 Ｕ（ξ） 是系统（８） 的解．定义一个函数 ＝ （Ｕ） ｓｕｐ { （Ｕ（ξ） ／ Ｕ′（ξ）） ｜ Ｕ（ξ） ≤ Ｋ１ －

ρ ０ } ， 其中 ρ ０ ＝ ρ ０（ｃ， ｆ） ∈ （０，１） 且 ０ ≤ Ｕ（ξ） ≤ Ｋ１ ．显然， ０ ＜ ＜ ＋ ∞ 且 Ｕ（·） ＞ ０．
引理 ８　 假设存在一个 ρ∈（０， ρ ０］，使得（１ ＋ ρ）Ｕ１（·－ ρ） ≥ Ｕ２（·），其中 ＝ （Ｕ１） ．

则 Ｕ１（·） ≥ Ｕ２（·） 在 Ｒ 上．
证明　 定义函数 Ｍ（ρ，ξ） ＝ （１ ＋ ρ）Ｕ１（ξ － ρ） － Ｕ２（ξ） ．令 ρ∗ ＝ ｉｎｆ { ρ ＞ ０ ｜ Ｍ（ρ，ξ） ≥

０， ∀ξ ∈ Ｒ } ．由连续性， 得 Ｍ（ρ∗，ξ） ≥ ０．
下证 ρ∗ ＝ ０．假定 ρ∗ ∈ （０，ρ ０］ ．则 Ｍ（ρ∗，∞ ） ＝ （１ ＋ ρ∗）Ｕ１（∞ ） － Ｕ２（∞ ） ＝ Ｋ１ρ∗ ＞ ０．

由 的定义及引理６， 有（∂ ／ ∂ρ）Ｍ（ρ，ξ） ＝ Ｕ１（ξ － ρ） － （１ ＋ ρ）Ｕ′（ξ － ρ） ＜ ０．故存在 ξ ２，
使得 Ｍ（ρ∗，ξ） 达到极小值， 即

　 　
∂Ｍ（ρ∗，ξ ２）

∂ξ
＝ ０，

∂２（ρ∗，ξ ２）
∂ξ ２ ≥ ０，

且 Ｍ（ρ∗， ξ ２） ＝ （１ ＋ ρ∗）Ｕ１（ξ ２ － ρ∗） － Ｕ２（ξ ２） ＝ ０．为了简便， 记 η ＝ ξ ２ － ρ ．则 Ｕ２（ξ ２）
＝ （１ ＋ ρ∗）Ｕ１（ξ ２ － ρ∗） ＝ （１ ＋ ρ∗）Ｕ１（η） ．将其代入式（８）， 计算后整理得

　 　 ０ ＝ ｃ（１ ＋ ρ∗）Ｕ′１（η） － ｄ（１ ＋ ρ∗）［Ｕ１（η ＋ １） ＋ Ｕ１（η － １） － ２Ｕ１（η）］ ＋

　 　 　 　 γ １（１ ＋ ρ∗）Ｕ１（η） －
γ １γ ２

ｃ ∫ξ２
－∞

ｅ －（γ２ ／ ｃ）（ξ２－ｓ）Ｕ１（η － ｓ）ｄｓ －

　 　 　 　 ｆ（（１ ＋ ρ∗Ｕ１（η）），（１ ＋ ρ∗）Ｕ１（η － ｃτ）） ＝
　 　 　 　 （１ ＋ ρ∗） ｆ（Ｕ１（η），Ｕ１（η － ｃτ）） －
　 　 　 　 ｆ（（１ ＋ ρ∗）Ｕ１（η），（１ ＋ ρ∗）Ｕ１（η － ｃτ）） ． （３９）

００６ 一维格上时滞微分系统的行波解



记 Ｓ（η） （１ ＋ ρ） ｆ（Ｕ１（η），Ｕ１（η － ｃτ）） － ｆ（（１ ＋ ρ）Ｕ１（η），（１ ＋ ρ）Ｕ１（η － ｃτ）） ．由引理 ８，
对满足 Ｕ（ξ） ＞ Ｋ１ － ρ ０ 的一切 η， 均有 Ｓ（η） ＞ ０， 矛盾．故 ρ∗ ＝ ０．因此， ∀ξ ∈ Ｒ， 有 Ｕ１（ξ）
≥ Ｕ２（ξ） ． □

引理 ９　 存在 ξ∗ ∈ Ｒ， 使得 Ｕ１（·＋ ξ∗） ≡ Ｕ２（·） ．
证明　 不失一般性，假定 Ｕ１（０） ＝ Ｕ２（０） ＝ Ｋ１ ／ ２．由定理３，得ｌｉｍξ→－∞（Ｕ２（ξ） ／ Ｕ１（ξ）） ＝ １．故

任给 ｚ ＞ ０， 有

　 　 ｌｉｍ
ξ→－∞

Ｕ２（ξ － ｚ）
Ｕ１（ξ）

＝ ｅ －λ１ｚ ＜ １．

固定 ｚ ＞ ０， 则存在一个足够大的常数Ｍ０ ＞ ０，使得当 ξ ≤－ Ｍ０ 时， 有 Ｕ１（ξ） ≥ Ｕ２（ξ － ｚ） ．由
于 Ｕ（ ＋ ∞） ＝ Ｋ１， 取足够大的 ｚ０ ＞ ０， 使得（１ ＋ ρ ０）Ｕ１（ξ － ρ ０） ≥ Ｕ２（ξ － ｚ０） ．由引理 ７， 可

得 Ｕ１（ξ） ≥ Ｕ２（ξ － ｚ０） ．
定义 ｚ∗ ｉｎｆ { ｚ ＞ ０ ｜ Ｕ１（ξ） ≥ Ｕ２（ξ － ｚ），∀ ξ ∈ Ｒ } ．下证 ｚ∗ ＝ ０．根据行波解的性质，

将实轴分 ３ 部分讨论．
 由于 Ｕ１（ ＋ ∞） ＝ Ｋ１ 及 Ｕ′（ ＋ ∞） ＝ ０， 则存在一个足够大的 Ｍ１ ＞ ０， 使得对于任意的

ρ ∈ （０，ρ ０］， 当 ξ ∈ ［Ｍ１， ＋ ∞） 时， 有

　 　 ｄ
ｄρ

{ （１ ＋ ρ）Ｕ１（ξ － ２ ρ） } ＝

　 　 　 　 Ｕ１（ξ － ２ ρ） － ２ （１ ＋ ρ）Ｕ′１（ξ － ２ ρ） ＞ ０． （４０）
故当 ξ ∈ ［Ｍ１， ＋ ∞） 时， （１ ＋ ρ）Ｕ１（ξ － ２ ρ） ≥ Ｕ１（ξ） ≥ Ｕ２（ξ － ｚ∗） ．

 由于 ｌｉｍξ→－∞（Ｕ２（ξ － ｚ∗） ／ Ｕ１（ξ － ｚ∗ ／ ２）） ＜ １，则存在Ｍ２ ＞ ０，使得当 ξ ∈（ －∞， － Ｍ２］
时， 有 Ｕ１（·－ ｚ∗ ／ ２） ≥ Ｕ２（·－ ｚ∗） ．

 由于在 Ｒ 上 Ｕ１（·） ≥ Ｕ２（·－ ｚ∗） ．由强比较原理， 得 Ｕ１（·） ＞ Ｕ２（·－ ｚ∗） ．注意到 Ｕ１

是 Ｒ上的连续函数．可选择足够小的０ ＜ ε ＜ ｍｉｎ { ｚ∗ ／ （４ ），ρ ０ } ， 使得当 ξ∈［ － Ｍ２，Ｍ１］ 时，
有 Ｕ１（ξ － ２ ε） ≥ Ｕ２（ξ － ｚ∗） ．

综上所述，在 Ｒ 上（１ ＋ ε）Ｕ１（·－ ２ ε） ≥Ｕ２（·－ ｚ∗） ．其中 ０ ＜ ε ＜ ｍｉｎ{ ｚ∗ ／ （４ ），ρ０ } ．由
引理 ８， 可得任给 ξ ∈ Ｒ， 则 Ｕ１（ξ － ε） ≥ Ｕ２（ξ － ｚ∗） ．与 ｚ∗ 的定义矛盾．故 ｚ∗ ＝ ０．所以，
Ｕ１（·） ≥ Ｕ２（·） ．而 Ｕ１（０） ＝ Ｕ２（０） ＝ Ｋ１ ／ ２， 由强比较原理， Ｕ１ ≡ Ｕ２ ．证毕． □

基于以上结论， 定理 ６ 显然成立．

４　 稳 定 性

本节主要研究系统（４）的非临界行波解的渐近稳定性．假设 （ϕ（ ｉ ＋ ｃｔ），ψ（ ｉ ＋ ｃｔ）） 为系统

（４） 的连接平衡点 ０ 和 Ｋ 且波速 ｃ ＞ ｃ∗ 的波前解．
定理 ８　 选取一个 Ｘ０ ∈ Ｚ ∪ { － ∞ } ．令 ∂ΩＸ０

{ （ ｉ，ｔ）：ｉ ＋ ｃｔ ＞ Ｘ０，ｔ ＝ ０ } ∪ { （ ｉ，ｔ）：ｉ
＋ ｃｔ ＝ Ｘ０，ｔ≥０ } 且 ΩＸ０

{ （ ｉ，ｔ） ｉ ＋ ｃｔ ＞ Ｘ０，ｔ ＞ ０ } ．假设存在函数 Ｑ ±
ｉ （ ｔ） 和 Ｒ ±

ｉ （ ｔ） 满足如

下条件．
 （Ｑ ＋

ｉ （ ｔ），Ｒ
＋
ｉ （ ｔ）） ≥ （０，０） 且（Ｑ －

ｉ （ ｔ），Ｒ
－
ｉ （ ｔ）） ≤ （Ｋ１，Ｋ２）， 其中 ｉ ∈ Ｚ， ｔ ＞ ０．

 （Ｑ ＋
ｉ （ ｔ），Ｒ

＋
ｉ （ ｔ）） ≥ （Ｑ －

ｉ （ ｔ），Ｒ
－
ｉ （ ｔ））， 其中 ｉ ∈ Ｚ， ｔ ＞ ０ 且 ｉ ＋ ｃｔ ≤ Ｘ０ ．

 任给 （ ｉ，ｔ） ∈ ∂ΩＸ０
， 有（Ｑ ＋

ｉ （ ｔ），Ｒ
＋
ｉ （ ｔ）） ≥ （Ｑ －

ｉ （ ｔ），Ｒ
－
ｉ （ ｔ）） ．

 任给 （ ｉ，ｔ） ∈ ΩＸ０
， 有
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ｄＱ ＋
ｉ （ ｔ）
ｄｔ

≥ σ［Ｑ ＋
ｉ＋１（ ｔ） ＋ Ｑ ＋

ｉ－１（ ｔ）］ ＋ β １Ｑ
＋
ｉ （ ｔ） ＋ μ １Ｑ

＋
ｉ （ ｔ － τ） ＋ νＲ ＋

ｉ （ ｔ），

ｄＲ ＋
ｉ （ ｔ）
ｄｔ

≥ β ２Ｑ
＋
ｉ （ ｔ） － νＲ ＋

ｉ （ ｔ），

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（４１）

且

　 　

ｄＱ －
ｉ （ ｔ）
ｄｔ

≤ σ［Ｑ －
ｉ＋１（ ｔ） ＋ Ｑ －

ｉ－１（ ｔ）］ ＋ β １Ｑ
－
ｉ （ ｔ） ＋ μ １Ｑ

－
ｉ （ ｔ － τ） ＋ νＲ －

ｉ （ ｔ），

ｄＲ －
ｉ （ ｔ）
ｄｔ

≤ β ２Ｑ
－
ｉ （ ｔ） － νＲ －

ｉ （ ｔ） ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（４２）

则对于任意的 ｉ ∈ Ｚ，ｔ ≥ ０， 有 Ｑ ＋
ｉ （ ｔ） ≥ Ｑ －

ｉ （ ｔ） 且 Ｒ ＋
ｉ （ ｔ） ≥ Ｒ －

ｉ （ ｔ） ．
证明　 对于任意的 ｉ ∈ Ｚ，ｔ ≥ ０，令 Ｑｉ（ ｔ） ＝ Ｑ ＋

ｉ （ ｔ） － Ｑ －
ｉ （ ｔ）， Ｒ ｉ（ ｔ） ＝ Ｒ ＋

ｉ （ ｔ） － Ｒ －
ｉ （ ｔ） ．则可

得出以下结论．
 Ｑｉ（ ｔ） 和 Ｒ ｉ（ ｔ） 分别存在一个下界 － Ｋ１ 和 － Ｋ２ ．
 对于任意的 （ ｉ，ｔ） ∈ Ｚ × Ｒ ＋ 且 ｉ ＋ ｃｔ ≤ Ｘ０， 有 Ｑｉ（ ｔ） ≥ ０， Ｒ ｉ（ ｔ） ≥ ０．
 对于任意的 ｉ ∈ Ｚ， 有 Ｑｉ（０） ≥ ０， Ｒ ｉ（０） ≥ ０．
 对于任意的 ｉ ∈ Ｚ， （ ｉ，ｔ） ∈ ΩＸ０

， 有

　 　

ｄＱｉ（ ｔ）
ｄｔ

≥ σ［Ｑｉ ＋１（ ｔ） ＋ Ｑｉ －１（ ｔ）］ ＋ β １Ｑｉ（ ｔ） ＋ μ １Ｑｉ（ ｔ － τ） ＋ νＲ ｉ（ ｔ），

ｄＲ ｉ（ ｔ）
ｄｔ

≥ β ２Ｑｉ（ ｔ） － νＲ ｉ（ ｔ） ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（４３）

下面利用反证法证明该比较定理成立．不妨假设存在 （ ｊ，ｔ） ∈ ΩＸ０
， ω ＞ ０ 使得

　 　 － ωｅ２Ｋ１ｔ ＜ Ｑ ｊ（ ｔ） ≤ ０， ｉｎｆ Ｑ ｊ ＝ － ωｅ２Ｋ１ｔ０， （４４）
　 　 － ωｅ２Ｋ２ｔ ＜ Ｒ ｊ（ ｔ） ≤ ０， ｉｎｆ Ｒ ｊ ＝ － ωｅ２Ｋ２ｔ０， （４５）

其中 ｊ ∈ Ｚ，ｔ ∈ ［０，ｔ０） ．故存在一个正 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ 测度的有界集 Ｇ ⊂ Ｚ， 使得

　 　 Ｑ ｊ（ ｔ０） ≤－ （７ ／ ８）ωｅ２Ｋ１ｔ０， Ｒ ｊ（ ｔ０） ≤－ （７ ／ ８）ωｅ２Ｋ２ｔ０ ．
定义两个函数

　 　 ｚ ｊ（ ｔ，ϱ） － ω １
２

＋ ϱς（ ｊ）æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ２Ｋ１ｔ， ｗ ｊ（ ｔ，ϱ） － ω １

２
＋ ϱς（ ｊ）æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ２Ｋ２ｔ， （４６）

其中 ϱ ∈ ［０，１］， 且 ｊ ∈ Ｚ， ｔ ∈ ［０， ｔ０］ ．
假设 ς（ ｊ） 是一个光滑函数， 且满足

　 　
ｍｉｎ
ｊ∈Ｚ

ς（ ｊ） ＝ １，　 　 ς（ｋ） ＝ １， ｋ ∈ Ｚ，

ｓｕｐ
ｊ∈Ｚ

ς（ ｊ） ＝ ς（ ±∞） ＝ ３ ．{ （４７）

则对于任意的 ϱ ∈ ［０， １］， 且 ｊ ∈ Ｚ， ｔ ∈ ［０， ｔ０］， 有

　 　 ∂
∂ϱ

ｚ ｊ（ ｔ，ϱ） ＝ － ως（ ｊ）ｅ２Ｋ１ｔ， ∂
∂ϱ

ｗ ｊ（ ｔ，ϱ） ＝ － ως（ ｊ）ｅ２Ｋ２ｔ，　 　 ｊ ∈ Ｚ， ｔ ∈ ［ ｔ，ｔ０］ ． （４８）

同时根据式（４６）， 通过计算还可得到

　 　 ｚ ｊ ｔ， １
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ － ω １

２
＋ １

２
ς（ ｊ）æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ２Ｋ１ｔ ＝ － ωｅ２Ｋ１ｔ ≤ Ｑ ｊ（ ｔ）， （４９）

２０６ 一维格上时滞微分系统的行波解



　 　 ｗ ｊ ｔ， １
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ － ω １

２
＋ １

２
ς（ ｊ）æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ２Ｋ２ｔ ＝ － ωｅ２Ｋ２ｔ ≤ Ｒ ｊ（ ｔ）， （５０）

其中 ｊ ∈ Ｚ，ｔ ∈ ［０，ｔ０］， 且对于任意的 ｊ ∈ Ｇ：

　 　 ｚ ｊ ｔ０，
１
４

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ － ω １

２
＋ １

４
ς（ ｊ）æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ２Ｋ１ｔ０ ＝ － ３

４
ωｅ２Ｋ１ｔ０ ＞ Ｑ ｊ（ ｔ０）， （５１）

　 　 ｗ ｊ ｔ０，
１
４

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ － ω １

２
＋ １

４
ς（ ｊ）æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ２Ｋ２ｔ０ ＝ － ３

４
ωｅ２Ｋ２ｔ０ ＞ Ｒ ｊ（ ｔ０） ． （５２）

定义

　 　 ϱ∗ ｉｎｆ { ϱ ∈ ( １
４
， １
２ ] Ｑ ｊ（ ｔ） ≥ ｚ ｊ（ ｔ，ϱ）， Ｒ ｊ（ ｔ） ≥ ｗ ｊ（ ｔ，ϱ）， ｊ ∈ Ｇ，ｔ ∈ ［０，ｔ０］ } ．

（５３）
显然， 对于任意的 ｊ ∈ Ｇ， ｔ ∈ ［０，ｔ０］， 有 Ｑ ｊ（ ｔ） ≥ ｚ ｊ（ ｔ；ϱ∗） 且 Ｒ ｊ（ ｔ） ≥ ｗ ｊ（ ｔ；ϱ∗） ．

由于 Ｑ ｊ（０） ≥ ０ ＞ ｚ ｊ（０；ϱ∗） 且 Ｒ ｊ（０） ≥ ０ ＞ ｗ ｊ（０；ϱ∗）， 则

　 　 ｌｉｍ
ｊ→ ±∞

ｚ ｊ（ ｔ；ϱ∗） ≤－ ５
４

ωｅ２Ｋ１ｔ ＜ Ｑ ｊ（ ｔ）， ｌｉｍ
ｊ→ ±∞

ｗ ｊ（ ｔ；ϱ∗） ≤－ ５
４

ωｅ２Ｋ２ｔ ＜ Ｒ ｊ（ ｔ）， （５４）

其中， ｊ ∈ Ｚ，ｔ ∈ ［０，ｔ０］ ．另外， 如果 ｊ ＋ ｃｔ ≤ Ｘ０， 可得

　 　 Ｑ ｊ（ ｔ） ≥ ０ ＞ ｚ ｊ（ ｔ；ϱ∗）， Ｒ ｊ（ ｔ） ≥ ０ ＞ ｗ ｊ（ ｔ；ϱ∗），　 　 （ ｊ，ｔ） ∈ Ｚ × ［０，ｔ０］ ． （５５）
为方便起见， 记 χ

ｊ（ ｔ） Ｑ ｊ（ ｔ） － ｚ ｊ（ ｔ，ϱ∗），φ ｊ（ ｔ） Ｒ ｊ（ ｔ） － ｗ ｊ（ ｔ，ϱ∗） ．不难推断出， 当 ｉ ＋ ｃｔ ＞
Ｘ０ 时， χ

ｊ（ ｔ） 或 φ ｊ（ ｔ） 可在（ｋ，ｔ１） ∈ Ｚ × （０，ｔ０］ 处达到其下确界 ０．因此

　 　 χ
ｋ（ ｔ１） ＝ ０， ｄχ

ｄｔ
（ｋ，ｔ１） ≤ ０， χ

ｋ ±１（ ｔ１） ≥ χ
ｋ（ ｔ１）， （５６）

　 　 φ ｋ（ ｔ１） ＝ ０， ｄφ
ｄｔ

（ｋ，ｔ１） ≤ ０， φ ｋ ±１（ ｔ１） ≥ φ ｋ（ ｔ１） ． （５７）

从而有以下不等式成立：
　 　 Ｑｋ ±１（ ｔ１） ≥ ｚｋ ±１（ ｔ１；ϱ∗） ＋ Ｑｋ（ ｔ１） － ｚｋ（ ｔ１；ϱ∗） ≥ ｚｋ ±１（ ｔ１；ϱ∗） ＋ Ｑｋ（ ｔ１）， （５８）
　 　 Ｒｋ ±１（ ｔ１） ≥ ｗｋ ±１（ ｔ１；ϱ∗） ＋ Ｒｋ（ ｔ１） － ｗｋ（ ｔ１；ϱ∗） ≥ ｗｋ ±１（ ｔ１；ϱ∗） ＋ Ｒｋ（ ｔ１） ． （５９）

选择 ４σ ＋ β １ ＋ μ １ ＋ ν ＜ Ｋ１ ＜ １ ／ ２ｔ１［ｌｎ（２Ｋ２ ／ β ２） ＋ ２Ｋ２ ｔ１］ ．则可得

　 　 ０ ≥ ｄχ
ｄｔ

（ｋ，ｔ１） ＝ ｄＱ
ｄｔ

（ｋ，ｔ１） － ｚｔ（ｋ，ｔ１；ϱ∗） ≥

　 　 　 　 σ［Ｑｋ＋１（ ｔ１） ＋ Ｑｋ－１（ ｔ１）］ ＋ β １Ｑｋ（ ｔ１） ＋ μ １Ｑｋ（ ｔ１ － τ） ＋ νＲｋ（ ｔ１） － ｚｔ（ｋ，ｔ１；ϱ∗） ≥
　 　 　 　 σ［ ｚｋ＋１（ ｔ１） ＋ ｚｋ－１（ ｔ１）］ ＋ （２σ ＋ β １ ＋ μ １）Ｑｋ（ ｔ１） ＋ νＲｋ（ ｔ１） ＋

　 　 　 　 ２Ｋ１ω
１
２

＋ ϱ∗ςｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ２Ｋ１ｔ１ ≥

　 　 　 　 σ － ω １
２

＋ ϱ∗ςｋ＋１
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ２Ｋ１ｔ１ － ω １

２
＋ ϱ∗ςｋ－１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ２Ｋ１ｔ１é

ë
êê

ù

û
úú ＋

　 　 　 　 （２σ ＋ β １ ＋ μ １） ｚｋ（ ｔ１；ϱ∗） ＋

　 　 　 　 νｗｋ（ ｔ１；ϱ∗） ＋ ２Ｋ１ω
１
２

＋ ϱ∗ςｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ２Ｋ１ｔ１ ≥

　 　 　 　 ［Ｋ１ － ４σ － β １ － μ １ － ν］ωｅ２Ｋ１ｔ１ ＞ ０， （６０）
或

３０６曹　 　 华　 　 荣　 　 　 吴　 　 事　 　 良



　 　 ０ ≥ ｄφ
ｄｔ

（ｋ１，ｔ１） ＝ ｄＲ
ｄｔ

（ｋ，ｔ１） － ｗ ｔ（ｋ，ｔ１；ϱ∗） ≥

　 　 　 　 β ２Ｑｋ（ ｔ１） － νＲｋ（ ｔ１） ＋ ２Ｋ２ω
１
２

＋ ϱ∗ς（ｋ）æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ２Ｋ２ｔ１ ＝

　 　 　 　 β ２ｚ（ｋ，ｔ１；ϱ∗） － νｗ（ｋ，ｔ１；ϱ∗） ＋ ２Ｋ２ωｅ２Ｋ２ｔ１ ＝

　 　 　 　 ［２Ｋ２ － β ２ｅ２（Ｋ１－Ｋ２） ｔ１］ωｅ２Ｋ２ｔ１ ＞ ０， （６１）
矛盾．因此， 对于任意的 （ ｉ，ｔ） ∈ Ｚ × Ｒ ＋， 可得 Ｑ ＋

ｉ ≥ Ｑ －
ｉ 且 Ｒ ＋

ｉ ≥ Ｒ －
ｉ ．证毕． □

接下来， 给出另一种定义 ｃ∗ 的方式．考虑系统（４）在（０，０）处的线性化系统：

　 　

ｄｕｉ（ ｔ）
ｄｔ

＝ （Δｕ） ｉ（ ｔ） ＋ ∂１ ｆ（０， ０）ｕｉ（ ｔ） ＋ ∂２ ｆ（０， ０） ｕｉ（ ｔ － τ） －

　 　 γ １ｕｉ（ ｔ） ＋ γ ２ｖｉ（ ｔ），
ｄｖｉ（ ｔ）

ｄｔ
＝ γ １ｕｉ（ ｔ） － γ ２ｖｉ（ ｔ） ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（６２）

将 （ｕｉ（ ｔ），ｖｉ（ ｔ）） ＝ ｅλｉ （ｕ１（ ｔ），ｕ２（ ｔ））， λ ＞ ０， 代入到式（６２）中得

　 　
ｕ′１（ ｔ） ＝ ｄ［ｅλ ＋ ｅ －λ － ２］ｕ１（ ｔ） ＋ ∂１ ｆ（０， ０）ｕ１（ ｔ） ＋ ∂２ ｆ（０， ０）ｕ１（ ｔ － τ） －
　 　 γ １ｕ１（ ｔ） ＋ γ ２ｕ２（ ｔ），
ｕ′２（ ｔ） ＝ γ １ｕ１（ ｔ） － γ ２ｕ２（ ｔ） ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（６３）

因为式（６３）是合作且不可约的， 从而其特征值问题

　 　
Ｍ（λ）ｖ１ ＝ ｄ［ｅλ ＋ ｅ －λ － ２］ｖ１ ＋ ∂１ ｆ（０， ０）ｖ１ ＋ ∂２ ｆ（０， ０）ｅ －Ｍ（λ）τ ｖ１ －
　 　 γ １ｖ１ ＋ γ ２ｖ２，
Ｍ（λ）ｖ２ ＝ γ １ｖ１ － γ ２ｖ２

ì

î

í

ï
ï

ïï

（６４）

存在实根 Ｍ（λ）， 且 Ｍ（λ） 大于其他实根的实部（文献［２４］ 中定理 ５．５．１） ．进一步， 对应到

Ｍ（λ） 的特征向量 ｖ（λ） ＝ （ｖ１（λ）， ｖ２（λ）） 是强正的．定义Φ（λ） ＝ Ｍ（λ） ／ λ ．由式（６４）的第一

个方程， 有

　 　 Ｍ（λ）
λ

≥ ｄ［ｅλ ＋ ｅ －λ － ２］
λ

＋
∂１ ｆ（０， ０） － γ １

λ → ∞，　 　 ∀λ ＞ ０， （６５）

从而 ｌｉｍλ→∞ Φ（λ） ＝ ∞ ．由文献［２５］中引理 ３．８， 进一步有以下结论．
命题 １
 存在 λ∗ ∈ （０，∞ ） 使得 ｃ∗ Φ（λ∗） ＝ ｉｎｆλ ＞ ０ Φ（λ） ．
 ｌｉｍλ→０＋Φ（λ） → ∞ 且 ｌｉｍλ→∞ Φ（λ） ＝ ∞ ．
 Φ（λ） 递减趋于 ０．
 Φ′（λ） 在（０，∞ ） 至多改变一次符号．
由以上结论， 不难证明：
引理 １０　 ｃ∗ ＝ ｃ∗ ．
由命题 １ 及引理 １０， 可得对 ∀ｃ ＞ ｃ∗， 存在 ０ ＜ λ １ ＝ λ １（ｃ） ＜ λ∗ ＜ λ ２ ＝ λ ２（ｃ） ＜ ∞ 使

得 ｃ ＝ Φ（λ １） 且 ｃ ＞ Φ（λ）， 其中 λ ∈ （λ １，λ ２） ．令 ｖ（λ １） ＝ （ｖ１（λ １）， ｖ２（λ １）） 为 Ｍ（λ １） 的

特征向量．
现在考虑系统（４）的空间齐次系统在 （Ｋ１，Ｋ２） 处的线性系统：

４０６ 一维格上时滞微分系统的行波解



　 　

ｄｕ（ ｔ）
ｄｔ

＝ ∂１ ｆ（Ｋ１，Ｋ１）ｕ（ ｔ） ＋ ∂２ ｆ（Ｋ１，Ｋ１）ｕ（ ｔ － τ） － γ １ｕ（ ｔ） ＋ γ ２ｖ（ ｔ），

ｄｖ（ ｔ）
ｄｔ

＝ γ １ｕ（ ｔ） － γ ２ｖ（ ｔ） ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（６６）

由于式（６６）是合作不可约的， 故其特征问题

　 　
λｗ１ ＝ ∂１ ｆ（Ｋ１，Ｋ１）ｗ１ ＋ ∂２ ｆ（Ｋ１，Ｋ１））ｅ

－ λ～ τ ｗ１ － γ １ｗ１ ＋ γ ２ｗ２，

λｗ２ ＝ γ １ｗ１ － γ ２ｗ２
{ （６７）

存在实根 λ 及相应的正特征向量 ｗ ＝ （ｗ１， ｗ２） （文献［２４］中定理 ５．５．１）．
引理 １１　 λ ＜ ０．
证明　 采用反证法，假设 λ ≥ ０．则由式（６７）， 有

　 　
γ １ｗ１ － γ ２ｗ２ ≥ ０，

∂１ ｆ（Ｋ１，Ｋ１）ｗ１ ＋ ∂２ ｆ（Ｋ１，Ｋ１）ｅ
－ λ～ τｗ１ － γ １ｗ１ ＋ γ ２ｗ２ ≥ ０ ．{ （６８）

因此， 可得

　 　 ∂１ ｆ（Ｋ１，Ｋ１）ｗ１ ＋ ∂２ ｆ（Ｋ１，Ｋ１）ｗ１ ≥

　 　 　 　 ∂１ ｆ（Ｋ１，Ｋ１）ｗ１ ＋ ∂２ ｆ（Ｋ１，Ｋ１）ｅ
－ λ～ τ ｗ１ － γ １ｗ１ ＋ γ ２ｗ２ ≥ ０， （６９）

故 ∂１ ｆ（Ｋ１，Ｋ１） ＋ ∂２ ｆ（Ｋ１，Ｋ１） ≥０．与假设条件 ∂１ ｆ（Ｋ１，Ｋ１） ＋ ∂２ ｆ（Ｋ１，Ｋ１） ＜ ０矛盾．所以， λ ＜
０ ．证毕． □

假设条件（Ａ１）、（Ａ２）成立，且 （ϕ（ ｉ ＋ ｃｔ），ψ（ ｉ ＋ ｃｔ）） 为系统（４） 连接平衡点 ０ 与 Ｋ 的行

波解．取 μ－ ∈ （０， － λ） ．由式（６７）， 则存在 １ ＞ ０， 使得

　 　 μ－ｗ１ ≥ １ｗ１ ＋ １ｅ
－μ－τｗ１ ． （７０）

注意到 （ϕ（ － ∞），ϕ（ ＋ ∞）） ＝ （０，Ｋ１） ．因此， 可取足够大的 Ｌ０ ＞ ０， 使得以下结论成立：
　 　 （∂１ ｆ（η １，η ２），∂２ ｆ（η １，η ２）） ≤ （∂１ ｆ（Ｋ１，Ｋ１） ＋ １，∂２ ｆ（Ｋ１，Ｋ１） ＋ １），

ｉ ＋ ｃｔ ＞ Ｌ０， （７１）
　 　 （∂１ ｆ（η １，η ２），∂２ ｆ（η １， η ２）） ≤ （∂１ ｆ（０， ０），∂２ ｆ（０， ０）），　 　 ｉ ＋ ｃｔ ≤ Ｌ０， （７２）

其中　 　 （ϕ（ ｉ ＋ ｃｔ），ϕ（ ｉ ＋ ｃ（ ｔ － τ））） ≤ （η １，η ２） ≤ （Ｋ１，Ｋ１） ．
以下通过定义合适的权函数， 结合比较定理， 讨论当初值函数无限趋近于系统（４）的某

一波前解时， 满足其初值条件的解与该波前解的关系．
定理 ９　 给定一个充分小的  ＞ ０．定义如下权函数：

　 　 ω （ ｉ）
ｅ －λ（ ｉ －Ｌ０）， ｉ ≤ Ｌ０，
１， ｉ ＞ Ｌ０，{ （７３）

其中 λ  ＝ λ １ ＋  ．如果初值（ｕ０
ｉ ，ｖ０ｉ ） 满足（０，０） ≤ （ｕ０

ｉ ，ｖ０ｉ ） ≤ （Ｋ１，Ｋ２）， 且对于任意的 ｉ ∈ Ｚ，
有［ｕ０（·） － ϕ（·）］ω （·） ∈ Ｌ∞（Ｚ），［ｖ０（·） － ψ（·）］ω （·） ∈ Ｌ∞（Ｚ） ．则可得到以下结论．

 系统（４）存在唯一解 （ｕｉ（ ｔ；ｕ０），ｖｉ（ ｔ；ｖ０）） 且满足 ０ ≤ ｕｉ（ ｔ；ｕ０） ≤ Ｋ１，０ ≤ ｖｉ（ ｔ；ｖ０） ≤
Ｋ２， ｉ ∈ Ｚ， ｔ ＞ ０．

 存在 μ ０ ＞ ０， 使得

　 　
ｓｕｐ
ｉ∈Ｚ

｜ ｕｉ（ ｔ；ｕ０） － ϕ（ ｉ ＋ ｃｔ） ｜ ≤ Ｍ∗ｅ －μ０ｔ，

ｓｕｐ
ｉ∈Ｚ

｜ ｖｉ（ ｔ；ｕ０） － ψ（ ｉ ＋ ｃｔ） ｜ ≤ Ｍ∗ｅ －μ０ｔ，{ 　 　 ｔ ＞ ０， （７４）

５０６曹　 　 华　 　 荣　 　 　 吴　 　 事　 　 良



其中 Ｍ∗ 为正常数．
证明　 以下证明分 ３ 步．
１） 将所证问题转化为研究 （Ｕ ±

ｉ （ ｔ），Ｖ ±
ｉ （ ｔ）） 可指数收敛于（ϕ（ ｉ ＋ ｃｔ），ψ（ ｉ ＋ ｃｔ）） ．

对任意的 ｉ ∈ Ｚ， 令

　 　
Ｕ ＋

ｉ ｍａｘ { ｕ０
ｉ ，ϕｉ } ， Ｕ －

ｉ ｍｉｎ { ｕ０
ｉ ， ϕｉ } ，

Ｖ ＋
ｉ ｍａｘ { ｖｉ，ψ ｉ } ， Ｖ －

ｉ ｍｉｎ { ｖ０ｉ ，ψ ｉ } ．{ （７５）

假设 （Ｕ ±
ｉ （ ｔ），Ｖ ±

ｉ （ ｔ）） 是系统（４） 满足初值条件（Ｕ ±
ｉ ，Ｖ ±

ｉ ） 的解．则由比较原理， 可得

　 　 ０ ≤ Ｕ －
ｉ （ ｔ） ≤ ｕｉ（ ｔ），ϕ（ ｉ ＋ ｃｔ） ≤ Ｕ ＋

ｉ （ ｔ） ≤ Ｋ１， （７６）
　 　 ０ ≤ Ｖ －

ｉ （ ｔ） ≤ ｖｉ（ ｔ），ψ（ ｉ ＋ ｃｔ） ≤ Ｖ ＋
ｉ （ ｔ） ≤ Ｋ２， （７７）

其中 ｉ ∈ Ｚ，ｔ ＞ ０．故以下不等式成立：
　 　 ‖ｕｉ（ ｔ；ｕ０） － ϕ（ ｉ ＋ ｃｔ）‖ ≤
　 　 　 　 ｍａｘ { ‖Ｕ ＋

ｉ （ ｔ） － ϕ（ ｉ ＋ ｃｔ）‖， ‖Ｕ －
ｉ （ ｔ） － ϕ（ ｉ ＋ ｃｔ）‖ } ， （７８）

　 　 ‖ｖｉ（ ｔ；ｖ０） － ψ（ ｉ ＋ ｃｔ）‖ ≤
　 　 　 　 ｍａｘ { ‖Ｖ ＋

ｉ （ ｔ） － ψ（ ｉ ＋ ｃｔ）‖， ‖Ｖ －
ｉ （ ｔ） － ψ（ ｉ ＋ ｃｔ）‖ } ， （７９）

其中　 　 ｉ ∈ Ｚ，ｔ ＞ ０．
因此， 要证结论成立， 只需证 （Ｕ ±

ｉ （ ｔ），Ｖ ±
ｉ （ ｔ）） 可以指数形式收敛于（ϕ（ ｉ ＋ ｃｔ）， ψ（ ｉ ＋

ｃｔ）） ．显然， 仅证（Ｕ ＋
ｉ （ ｔ），Ｖ

＋
ｉ （ ｔ）） 收敛于（ϕ（ ｉ ＋ ｃｔ）， ψ（ ｉ ＋ ｃｔ）） 即可．

２） 证明 （Ｕ ＋
ｉ （ ｔ），Ｖ

＋
ｉ （ ｔ）） 收敛于（ϕ（ ｉ ＋ ｃｔ），ψ（ ｉ ＋ ｃｔ）） ．

记

　 　 Ｗｉ（ ｔ） Ｕ ＋
ｉ （ ｔ） － ϕ（ ｉ ＋ ｃｔ），Ｚ ｉ（ ｔ） Ｖ ＋

ｉ （ ｔ） － ψ（ ｉ ＋ ｃｔ），
其中 ｉ∈ Ｚ，ｔ ＞ ０．容易看出，任给 ｉ∈ Ｚ，ｔ ＞ ０，有Ｗｉ（ ｔ） ≥ ０，Ｚ ｉ（ ｔ） ≥ ０ 且 ０ ≤Ｗｉ（０） ≤｜ ｕ０

ｉ －
ϕｉ ｜ ，０ ≤ Ｚ ｉ（０） ≤｜ ｖ０ｉ － ψ ｉ ｜ ．故 Ｗｉ（０）ｗ（ ｉ） 和 Ｚ ｉ（０）ｗ（ ｉ） 在 Ｚ 上是一致有界的．

下面分两种情况讨论．
① ｉ ＋ ｃｔ ≤ Ｌ０ ．由于任给 ｉ ∈ Ｚ，ｔ ＞ ０， 均有 Ｗｉ（ ｔ） ≥ ０， Ｚ ｉ（ ｔ） ≥ ０．由式（７２）， 可得

　 　
ｄＷｉ（ ｔ）

ｄｔ
＝
ｄＵ ＋

ｉ （ ｔ）
ｄｔ

－ ｄϕ（ ｉ ＋ ｃｔ）
ｄｔ

＝

　 　 　 　 ｄ［Ｗｉ ＋１（ ｔ） ＋ Ｗｉ －１（ ｔ） － ２Ｗｉ（ ｔ）］ － γ １Ｗｉ（ ｔ） ＋ γ ２Ｚ ｉ（ ｔ） ＋
　 　 　 　 ｆ（Ｕ ＋

ｉ （ ｔ），Ｕ
＋
ｉ （ ｔ － τ）） － ｆ（ϕ（ ｉ ＋ ｃｔ），ϕ（ ｉ ＋ ｃ（ ｔ － τ））） ≤

　 　 　 　 ｄ［Ｗｉ ＋１（ ｔ） ＋ Ｗｉ －１（ ｔ）］ ＋ （∂１ ｆ（０，０） － ２ｄ － γ １）Ｗｉ（ ｔ） ＋
　 　 　 　 ∂２ ｆ（０，０）Ｗｉ（ ｔ － τ） ＋ γ ２Ｚ ｉ（ ｔ）， （８０）

其中 ｉ ∈ Ｚ，ｔ ＞ ０．当然， 还有

　 　
ｄＺ ｉ（ ｔ）

ｄｔ
＝ γ １Ｗｉ（ ｔ） － γ ２Ｚ ｉ（ ｔ） ． （８１）

令 ｖ（λ ） ＝ （ｖ１（λ ），ｖ２（λ ）） 为 Ｍ（λ ） 的特征向量．记 Ｍ（λ ） Ｍ ．基于 Ｗｉ（０）ｗ（ ｉ） 和

Ｚ ｉ（０）ｗ（ ｉ） 在 Ｚ 上的有界性， 任给 ｉ ∈ Ｚ， ｔ ＞ ０， 总可以找到一个充分大的 Ｃ１ ＞ ０ 使得

　 　 Ｃ１ｖ１（λ ）ｅλ（ ｉ －Ｌ０） ≥ Ｗｉ（０）， Ｃ１ｖ２（λ ）ｅλ（ ｉ －Ｌ０） ≥ Ｚ ｉ（０）， 　 　 ｉ ∈ Ｚ ． （８２）
定义一个函数矩阵

　 　
Ｗ
－

ｉ（ ｔ）

Ｚ
－

ｉ（ ｔ）

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

Ｃ１ｖ１（λ ）ｅλ（ ｉ －Ｌ０） ＋Ｍｔ

Ｃ１ｖ２（λ ）ｅλ（ ｉ －Ｌ０） ＋Ｍｔ

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ， （８３）

６０６ 一维格上时滞微分系统的行波解



其中 ｉ ∈ Ｚ， ｔ ≥ ０．则任给 ｉ ∈ Ｚ，ｔ ＞ ０， 有

　 　

ｄＷ
－

ｉ（ ｔ）
ｄｔ

ｄＺ
－

ｉ（ ｔ）
ｄｔ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

＝
Ｃ１Ｍｖ１（λ ）ｅλ（ ｉ －Ｌ０） ＋Ｍｔ

Ｃ１Ｍｖ２（λ ）ｅλ（ ｉ －Ｌ０） ＋Ｍｔ

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ． （８４）

注意到 Ｍｖ（λ ） ＝ ｃλ  ｖ（λ ）， 结合式（６４）可得

　 　 Ｃ１Ｍｖ１（λ ）ｅλ（ ｉ －Ｌ０） ＋Ｍｔ ＝

　 　 　 　 ｄ［Ｃ１ｅλ（ ｉ ＋１－Ｌ０） ＋Ｍｔ ＋ Ｃ１ｅλ（ ｉ －１－Ｌ０） ＋Ｍｔ］ ＋ （∂１ ｆ（０，０） － ２ｄ － γ １）Ｗ
－

ｉ（ ｔ） ＋

　 　 　 　 ∂２ ｆ（０，０）ｅλ（ ｉ －Ｌ０－ｃτ） ＋Ｍｔ ＋ γ ２Ｚ
－

ｉ（ ｔ） ＝

　 　 　 　 ｄ［Ｗ
－

ｉ＋１（ ｔ） ＋ Ｗ
－

ｉ－１（ ｔ）］ ＋ （∂１ ｆ（０，０） － ２ｄ － γ １）Ｗ
－

ｉ（ ｔ） ＋

　 　 　 　 ∂２ ｆ（０，０）ｅλ（ ｉ －Ｌ０） ＋Ｍ（ ｔ －τ） ＋ γ ２Ｚ
－

ｉ（ ｔ） ＝

　 　 　 　 ｄ［Ｗ
－

ｉ＋１（ ｔ） ＋ Ｗ
－

ｉ－１（ ｔ）］ ＋ （∂１ ｆ（０，０） － ２ｄ － γ １）Ｗ
－

ｉ（ ｔ） ＋

　 　 　 　 ∂２ ｆ（０，０）Ｗ
－

ｉ（ ｔ － τ） ＋ γ ２Ｚ
－

ｉ（ ｔ） ． （８５）

且 Ｃ１Ｍｖ２（λ ）ｅλ（ ｉ －Ｌ０） ＋Ｍｔ ＝ γ １Ｗ
－

ｉ（ ｔ） － γ ２Ｚ
－

ｉ（ ｔ） ．故 Ｘ０ ＝ － ∞， σ ＝ ｄ， β １ ＝ ∂１ ｆ（０，０） － ２ｄ － γ １，
μ １ ＝ ∂２ ｆ（０，０） 及 ν ＝ γ ２ ．依据定理 ８， 得任给 ｉ ∈ Ｚ， ｔ ≥ ０， 有

　 　 Ｗｉ（ ｔ） ≤ Ｗ
－

ｉ（ ｔ）， Ｚ ｉ（ ｔ） ≥ Ｚ
－

ｉ（ ｔ） ． （８６）
因此， 对于任意的 ｉ ∈ Ｚ，ｔ ≥ ０， 当 ｉ ＋ ｃｔ ≤ Ｌ０ 时， 有

　 　 Ｗｉ（ ｔ） ≤ Ｃ１Ｍｖ１（λ ）ｅλ（ ｉ －Ｌ０） ＋Ｍｔ ≤
　 　 　 　 Ｃ１Ｍｖ１（λ ）ｅλ（ ｉ ＋ｃｔ－Ｌ０） ｅ －（ｃλ－Ｍ） ｔ ≤ Ｃ１ｖ１（λ ）ｅ

－（ｃλ－Ｍ） ｔ， （８７）
　 　 Ｚ ｉ（ ｔ） ＝ Ｃ１Ｍｖ２（λ ）ｅλ（ ｉ －Ｌ０） ＋Ｍｔ ≤ Ｃ１ｖ２（λ ）ｅ

－（ｃλ－Ｍ） ｔ ． （８８）
② ｉ ＋ ｃｔ ＞ Ｌ０ ．回顾式（７２）， 则对于任意的（ ｉ，ｔ） ∈ ΩＬ０， 有

　 　
ｄＷｉ（ ｔ）

ｄｔ
≤ ｄ［Ｗｉ ＋１（ ｔ） ＋ Ｗｉ －１（ ｔ） － ２Ｗｉ（ ｔ）］ － γ １Ｗｉ（ ｔ） ＋ γ ２Ｚ ｉ（ ｔ） ＋

　 　 　 　 （∂１ ｆ（Ｋ１，Ｋ１） ＋ １）Ｗｉ（ ｔ） ＋ （∂２ ｆ（Ｋ１，Ｋ１） ＋ １）Ｗｉ（ ｔ － τ） ＝
　 　 　 　 ｄ［Ｗｉ ＋１（ ｔ） ＋ Ｗｉ －１（ ｔ）］ ＋ ［∂１ ｆ（Ｋ１，Ｋ１） ＋ １ － γ １ － ２ｄ］Ｗｉ（ ｔ） ＋
　 　 　 　 （∂２ ｆ（Ｋ１，Ｋ１） ＋ １）Ｗｉ（ ｔ － τ） ＋ γ ２Ｚ ｉ（ ｔ） ． （８９）
令 μ ０ ＝ｍｉｎ { ｃλ  － Ｍ， － λ － μ－ } ．选择一个足够大的Ｃ２ ＞ ０， 使得Ｃ２ｗ≥ｍａｘ {Ｃ１ｖ（λ ），

Ｋ１ } ， 其中 ｗ ＝ （ｗ１，ｗ２） ．定义

　 　
Ｗｉ（ ｔ）

Ｚ ｉ（ ｔ）

æ

è

çç

ö

ø

÷÷

Ｃ２ｗ１ｅ
－μ０ｔ

Ｃ２ｗ２ｅ
－μ０ｔ

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ， （９０）

其中 ｉ ∈ Ｚ，ｔ ≥ ０．显然，当（ ｉ，ｔ） ∈ ∂ΩＬ０ 且 ｉ ＋ ｃｔ ≤ Ｌ０ 时，有 Ｗｉ（ ｔ） ≤ Ｗｉ（ ｔ）， Ｚ ｉ（ ｔ） ≤ Ｚ ｉ（ ｔ） ．
由于 μ ０ ≤－ λ － μ－ ≤－ λ， 进一步， 计算可得

　 　
ｄＷｉ（ ｔ）

ｄｔ
＝ － μ ０Ｗｉ（ ｔ） ≥ （λ ＋ μ－ ）Ｗｉ（ ｔ） ＝

　 　 　 　 ∂１ ｆ（Ｋ１，Ｋ１）Ｗｉ（ ｔ） ＋ （μ－ － γ １）Ｗｉ（ ｔ） ＋ γ ２Ｚ ｉ（ ｔ） ＋ Ｃ２ ｗ１ｅ
－μ０ｔ∂２ ｆ（Ｋ１，Ｋ１）ｅ

－ λ～ τ ≥

７０６曹　 　 华　 　 荣　 　 　 吴　 　 事　 　 良



　 　 　 　 ∂１ ｆ（Ｋ１，Ｋ１）Ｗｉ（ ｔ） ＋ （μ－ － γ １）Ｗｉ（ ｔ） ＋ γ ２Ｚ ｉ（ ｔ） ＋ ∂２ ｆ（Ｋ１，Ｋ１）Ｗｉ（ ｔ － τ） ＋
　 　 　 　 ｄ［Ｗｉ ＋１（ ｔ） ＋ Ｗｉ －１（ ｔ） － ２Ｗｉ（ ｔ）］ ． （９１）

注意到式（７０）成立．因此

　 　
ｄＷｉ（ ｔ）

ｄｔ
≥ ｄ［Ｗｉ ＋１（ ｔ） ＋ Ｗｉ －１（ ｔ）］ ＋ ［∂１ ｆ（Ｋ１，Ｋ１） ＋ １ － γ １ － ２ｄ］Ｗｉ（ ｔ） ＋

　 　 　 　 （∂２ ｆ（Ｋ１，Ｋ１） ＋ １）Ｗｉ（ ｔ － τ） ＋ γ ２Ｚ ｉ（ ｔ）， （９２）
其中 ｉ ∈ Ｚ，ｔ ＞ ０， 且由式（６７）有

　 　
ｄＺ ｉ（ ｔ）

ｄｔ
＝ － μ ０Ｚ ｉ（ ｔ） ≥ （λ ＋ μ－ ）Ｚ ｉ（ ｔ） ≥ γ １Ｗｉ（ ｔ） － γ ２Ｚ ｉ（ ｔ） ． （９３）

故 σ ＝ ｄ， β １ ＝ ∂１ ｆ（Ｋ１，Ｋ１） ＋ １ － ２ｄ － γ １， β ２ ＝ γ １， μ １ ＝ ∂２ ｆ（Ｋ１，Ｋ１） ＋ １ 及 ν ＝ γ ２ ．依据定

理 ８， 可得 Ｗｉ（ ｔ） ≤ Ｗｉ（ ｔ）， Ｚ ｉ（ ｔ） ≤ Ｚ ｉ（ ｔ） ．因此， 对于任意的（ ｉ，ｔ） ∈ Ｚ × Ｒ ＋， 当 ｉ ＋ ｃｔ ＞ Ｌ０

时，有
　 　 Ｗｉ（ ｔ） ≤ Ｃ２ｗ１ｅ

－μ０ｔ， Ｚ ｉ（ ｔ） ≤ Ｃ２ｗ２ｅ
－μ０ｔ ． （９４）

③ 综上， 令 Ｍ∗ ｍａｘ {Ｃ１ｖ（λ ），Ｃ２ｗ } 则有

　 　 ０ ≤ ‖Ｗｉ（ ｔ）‖ ＝ ‖Ｕ ＋
ｉ （ ｔ） － ϕ（ ｉ ＋ ｃｔ）‖ ≤ Ｍ∗ｅ －μ０ｔ， （９５）

　 　 ０ ≤ ‖Ｚ ｉ（ ｔ）‖ ＝ ‖Ｖ ＋
ｉ （ ｔ） － ψ（ ｉ ＋ ｃｔ）‖ ≤ Ｍ∗ｅ －μ０ｔ ． （９６）

因此， （Ｗ ＋
ｉ （ ｔ），Ｚ

＋
ｉ （ ｔ）） 指数收敛于（ϕ（ ｉ ＋ ｃｔ），ψ（ ｉ ＋ ｃｔ）） ．证毕． □

５　 结　 　 论

近年来， 大量的数学工作者致力于研究反应扩散系统的行波解， 同时也取得了许多有意

义的结果， 例如文献［１⁃２，４⁃６，８⁃１９，２２］等．本文研究了一维空间格上具有静止阶段的时滞反

应扩散系统的行波解的定性性质．
在单稳的假设下， 首先建立了 ｃ≥ ｃ∗ 时， 系统（４）的行波解的存在性．其次， 利用 Ｉｋｅｈａｒａ

定理和滑动技巧证明了行波解的渐近行为、 单调性和唯一性．关于系统（４）的非临界波前解的

指数渐近稳定性是本文的一大难点．由于单稳型系统（４）存在一个不稳定的平衡点．因此， 稳

定性的研究较双稳型系统更为困难．考虑到系统（４）为合作系统， 受 Ｗｕ 等［９］ 的启发，通过建

立与系统（４）相关的线性系统的比较定理并构造合适的权函数， 证明了所有非临界波前解的

指数收敛性．相比经典的加权能量法而言， 该方法避免了构造先验估计式， 更为简洁．
在实际问题中，繁殖函数 ｆ（ｕ，ｖ）关于第二个变量不一定是单调的，例如函数 ｆ（ｕ，ｖ）＝ － ｄ（ｕ） ＋

ｂ（ｖ）ｅ －μ０τ ．在这种情形下，系统（４）是非拟单调的， 对其行波解的定性性质研究，特别是稳定性

的研究是一个有意义的问题．
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０１６ 一维格上时滞微分系统的行波解
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