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摘要：　 基于直角坐标系下黏弹性力学的基本控制方程，运用 Ｆｏｕｒｉｅｒ⁃Ｌａｐｌａｃｅ 积分变换、解耦变换、

微分方程组理论和矩阵理论，推导轴对称动荷载及非轴对称动荷载作用时黏弹性地基三维空间问

题积分变换域内的解析单元刚度矩阵；根据边界条件和层间连续条件集成总刚度矩阵；求解含有

总刚度矩阵方程的代数方程，得到积分变换域内相应问题的解；利用 Ｆｏｕｒｉｅｒ⁃Ｌａｐｌａｃｅ 积分逆变换得

到真实物理域内的解．编制相应程序计算黏弹性层状地基动力响应与已有解答进行对比，验证了提

出方法的正确性．
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引　 　 言

车辆、地铁等动荷载引起天然地基的力学响应成为软土地区交通基础设施建设中亟待解

决的问题．天然地基在沉积形成中呈现出层状特征，层内土体性质较均匀，层间土体性质则差

异较大．同时，荷载作用下天然地基具有明显的流变特性．因此，采用流变层状模型描述天然地

基更加符合实际工况．
现有针对层状地基受荷作用的研究多集中在求解极坐标系下三维空间和平面应变弹性静

力问题［１⁃１０］，而较少关注表征地基流变性质的黏弹性问题［１１⁃１２］ ．此外，天然地基局部承受外部

荷载作用在实际工程中时常发生．因此，分析直角坐标系下黏弹性层状地基的动力响应更具有

理论及实际意义．
目前层状结构的解析求解方法主要有传递矩阵法［３⁃４］和刚度矩阵法［５⁃８，１１⁃１３］等．由于刚度矩

阵的对称性及矩阵元素只存在负指数，从而避免传递矩阵法中正指数存在导致的计算溢出问

题［１１⁃１２］ ．而钟阳等［１３］推导得到的弹性三维空间问题的单元刚度矩阵为 ６ 行 ６ 列，且矩阵元素

表达式复杂不便实际应用．本文从直角坐标系下动荷载作用的黏弹性力学的基本控制方程入

手，推导动荷载作用时黏弹性层状地基三维空间问题的解析单元刚度矩阵为 ４ 行 ４ 列，并建立

了完备的解析刚度矩阵法求解直角坐标系下黏弹性层状地基动力响应的理论体系，为实际工

程中的地基动载响应问题提供了理论基础．
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１　 推导动载作用时黏弹性地基的单元刚度矩阵

１．１　 黏弹性三维空间问题的单元刚度矩阵

假定天然地基土体为黏弹性体，土体的应力和应变以压缩为正．直角坐标系下用位移表示

动荷载作用的黏弹性三维空间问题的控制方程表达式为

　 　 ｄＧ（ ｔ）∗ Ñ２ｕ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） － ｄ［λ（ ｔ） ＋ Ｇ（ ｔ）］∗ ∂ε（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）
∂ｘ

－

　 　 　 　 ρ ∂２ｕ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）
∂ｔ２

＝ ０， （１ａ）

　 　 ｄＧ（ ｔ）∗ Ñ２ｖ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） － ｄ［λ（ ｔ） ＋ Ｇ（ ｔ）］∗ ∂ε（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）
∂ｙ

－

　 　 　 　 ρ ∂２ｖ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）
∂ｔ２

＝ ０， （１ｂ）

　 　 ｄＧ（ ｔ）∗ Ñ２ｗ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） － ｄ［λ（ ｔ） ＋ Ｇ（ ｔ）］∗ ∂ε（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）
∂ｚ

－

　 　 　 　 ρ ∂２ｗ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）
∂ｔ２

＝ ０， （１ｃ）

式中

　 　 ε ＝ － ∂ｕ
∂ｘ

－ ∂ｖ
∂ｙ

－ ∂ｗ
∂ｚ

， （１ｄ）

ε 为体积应变； Ñ２ ＝ ∂２

∂ｘ２
＋ ∂２

∂ｙ２
＋ ∂２

∂ｚ２
为 Ｌａｐｌａｃｅ 算子； ｕ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ），ｖ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ），ｗ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） 为 ｘ，

ｙ，ｚ 方向的位移；λ（ ｔ） ＝ Ｋ（ ｔ） － （２ ／ ３）Ｇ（ ｔ）， Ｇ（ ｔ） 为剪切松弛函数， Ｋ（ ｔ） 为体积松弛函数；∗
为广义 Ｓｔｉｅｌｔｊｅｓ 卷积； ｄｆ（ ｔ） 为 ｆ（ ｔ） 对时间 ｔ 的导数；ρ 为密度；ｚ 坐标向下为正．

直角坐标系下用位移表示的黏弹性三维空间问题的物理方程为

　 　 σｚ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） ＝ ｄλ（ ｔ）∗ε － ２ｄＧ（ ｔ）∗ ∂ｗ
∂ｚ

， （２ａ）

　 　 τｘｚ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） ＝ － ｄＧ（ ｔ）∗ ∂ｕ
∂ｚ

＋ ∂ｗ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （２ｂ）

　 　 τｙｚ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） ＝ － ｄＧ（ ｔ）∗ ∂ｖ
∂ｚ

＋ ∂ｗ
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （２ｃ）

　 　 σｘ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） ＝ ｄλ（ ｔ）∗ε － ２ｄＧ（ ｔ）∗ ∂ｕ
∂ｘ

， （２ｄ）

　 　 σｙ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） ＝ ｄλ（ ｔ）∗ε － ２ｄＧ（ ｔ）∗ ∂ｖ
∂ｙ

， （２ｅ）

　 　 τｘｙ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） ＝ － ｄＧ（ ｔ）∗ ∂ｖ
∂ｘ

＋ ∂ｕ
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （２ｆ）

对式（１ａ） ～ （１ｄ）进行变量 ｘ，ｙ 的双重 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换和时间 ｔ 的 Ｌａｐｌａｃｅ 变换，得到

　 　 ｄ２ｕ≃

ｄｚ２
－ ξ２ｕ≃ －

ｉ（λ∗ ＋ Ｇ∗）ξｘ
Ｇ∗ ε≃ － ρｓ２

Ｇ∗ ｕ≃ ＝ ０， （３ａ）
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　 　 ｄ２ ｖ≃

ｄｚ２
－ ξ２ ｖ≃ －

ｉ（λ∗ ＋ Ｇ∗）ξｙ
Ｇ∗ ε≃ － ρｓ２

Ｇ∗ ｖ≃ ＝ ０， （３ｂ）

　 　 ｄ２ｗ≃

ｄｚ２
－ ξ２ｗ≃ － （λ∗ ＋ Ｇ∗）

Ｇ∗

ｄε≃

ｄｚ
－ ρｓ２

Ｇ∗ ｗ≃ ＝ ０， （３ｃ）

　 　 ε≃ ＝ － ｉξｘｕ≃ － ｉξｙ ｖ≃ － ｄｗ≃

ｄｚ
， （３ｄ）

式中，ｉ 为虚数单位，
　 　 λ∗ ＝ ｓλ（ ｓ）， Ｇ∗ ＝ ｓＧ（ ｓ），

　 　 ξ２ ＝ ξ２
ｘ ＋ ξ２

ｙ， ｆ　 ≃（ξｘ，ξｙ，ｚ，ｓ） ＝ ∫∞
０
∫＋∞

－∞
∫＋∞

－∞
ｆ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）ｅ － ｉξｘｘｅ － ｉξｙｙｅ －ｓｔｄｘｄｙｄｔ ．

将式（３ｄ）代入式（３ａ） ～ （３ｃ），得到

　 　 ｄ２ｕ≃

ｄｚ２
－ （ξ２ ＋ ψξ２

ｘ）ｕ≃ － ψξｘξｙ ｖ≃ ＋ ｉψξｘ
ｄｗ≃

ｄｚ
＋ θｓ２ｕ≃ ＝ ０， （４ａ）

　 　 ｄ２ ｖ≃

ｄｚ２
－ （ξ２ ＋ ψξ２

ｙ） ｖ≃ － ψξｘξｙｕ≃ ＋ ｉψξｙ
ｄｗ≃

ｄｚ
＋ θｓ２ ｖ≃ ＝ ０， （４ｂ）

　 　 （１ ＋ ψ） ｄ２ｗ≃

ｄｚ２
＋ ｉψ ξｘ

ｄｕ≃

ｄｚ
＋ ξｙ

ｄｖ≃

ｄｚ
æ

è
ç

ö

ø
÷ － ξ２ｗ≃ ＋ θｓ２ｗ≃ ＝ ０， （４ｃ）

式中

　 　 ψ ＝ （λ∗ ＋ Ｇ∗）
Ｇ∗ ， θ ＝ ρ ／ Ｇ∗ ．

为了解除式中出现积分变换后位移分量之间的耦合，令

　 　 Ｍ ＝
ξｘｕ≃ ＋ ξｙ ｖ≃

ξ
， Ｎ ＝

ξｙｕ
－ － ξｘｖ

－

ξ
， Ｗ ＝ ｗ≃，

得到

　 　 ｕ≃ ＝
ξｘＭ ＋ ξｙＮ

ξ
， ｖ≃ ＝

ξｙＭ － ξｘＮ
ξ

． （５）

将式（５）代入式（４ａ） ～ （４ｃ），得到

　 　 ｉｄ２Ｍ
ｄｚ２

－ ξψ ｄＷ
ｄｚ

－ ｉξ２（１ ＋ ψ）Ｍ － ｉθｓ２Ｍ ＝ ０， （６ａ）

　 　 （１ ＋ ψ） ｄ２Ｗ
ｄｚ２

＋ ξψ ｉｄＭ
ｄｚ

－ ξ２Ｗ － θｓ２Ｗ ＝ ０， （６ｂ）

　 　 ｄ２Ｎ
ｄｚ２

－ ξ２Ｎ － θｓ２Ｎ ＝ ０． （６ｃ）

将式（６ａ）和（６ｂ）转换为常微分方程组的矩阵形式［１１⁃１２，１４］，即

　 　
１ ０
０ １ ＋ ψ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ｉｄ２Ｍ
ｄｚ２

ｄ２Ｗ
ｄｚ２

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

＋
０ － ξψ
ξψ ０

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ｉｄＭ
ｄｚ
ｄＷ
ｄｚ

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

－

　 　 　 　
ｓ２θ ＋ ξ２（１ ＋ ψ） ０

０ ｓ２θ ＋ ξ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

ｉＭ
Ｗ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＝ ０． （７）
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根据文献［１１⁃１２］提出的求解方法，得到矩阵方程（７）的解为

　 　
ｉＭ
Ｗ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＝ Ｃ１ｅλ１ｚ

－ １ ／ ξ
１ ／ λ１

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋ Ｃ２ｅ

－λ１ｚ
－ １ ／ ξ
－ １ ／ λ１

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋

　 　 　 　 Ｃ３ｅλ３ｚ
－ ξ ／ λ２

３

１ ／ λ３

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋ Ｃ４ｅ

－λ３ｚ
－ ξ ／ λ２

３

－ １ ／ λ３

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， （８）

式中　 　 λ１ ＝ ξ２ ＋ θｓ２ ， λ３ ＝ ξ２ ＋ χｓ２ ， χ ＝ ρ ／ （λ∗ ＋ ２Ｇ∗） ．
对式（２ａ） ～ （２ｃ）进行变量 ｘ，ｙ 的双重 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换和时间 ｔ 的 Ｌａｐｌａｃｅ 变换，得到

　 　 σ≃ ｚ ＝ λ∗ε≃ － ２Ｇ∗ ｄｗ≃

ｄｚ
＋ ｐ≃， （９ａ）

　 　 τ≃ｘｚ ＝ － Ｇ∗ ｄｕ≃

ｄｚ
＋ ｉξｘｗ≃

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （９ｂ）

　 　 τ≃ｙｚ ＝ － Ｇ∗ ｄｖ≃

ｄｚ
＋ ｉξｙｗ≃

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （９ｃ）

令

　 　 Ｘ ＝
ξｘτ≃ｘｚ ＋ ξｙτ≃ｙｚ

ξ
， Ｙ ＝

ξｙτ≃ｘｚ － ξｘτ≃ｙｚ

ξ
， Ｚ ＝ σ≃ ｚ， （１０）

由式（５）、（８）和（９）得到

　 　 Ｘ ＝－ Ｇ∗ ｄＭ
ｄｚ

＋ ｉξＷæ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

　 　 　 　 Ｇ∗［ － ｉＣ１ｅλ１ｚ（２ξ２ ＋ θｓ２） ／ （ξλ１） ＋ ｉＣ２ｅ
－λ１ｚ（２ξ２ ＋ θｓ２） ／ （ξλ１） －

　 　 　 　 ２ｉＣ３ξｅλ３ｚ ／ λ３ ＋ ２ｉＣ４ξｅ
－λ３ｚ ／ λ３］， （１１ａ）

　 　 Ｚ ＝－ ｉλ∗ξＭ － （λ∗ ＋ ２Ｇ∗） ｄＷ
ｄｚ

＝

　 　 　 　 － ２Ｇ∗Ｃ１ｅλ１ｚ － ２Ｇ∗Ｃ２ｅ
－λ１ｚ － ２Ｇ∗Ｃ３ｅλ３ｚ（２ξ２ ＋ θｓ２） ／ （２λ２

３） －
　 　 　 　 ２Ｇ∗Ｃ４ｅ

－λ３ｚ（２ξ２ ＋ θｓ２） ／ （２λ２
３）， （１１ｂ）

　 　 Ｙ ＝
ξｙτ≃ｘｚ － ξｘτ≃ｙｚ

ξ
＝ － Ｇ∗ ｄＮ

ｄｚ
． （１１ｃ）

由式（８）得到位移分量与待定常数 Ｃ ｉ（ ｉ ＝ １，２，３，４） 之间的矩阵关系式，即
　 　 Ｕ ＝ ［Ｗ（ξ，ｓ，０），ｉＭ（ξ，ｓ，０），Ｗ（ξ，ｓ，ｚ），ｉＭ（ξ，ｓ，ｚ）］ Ｔ ＝ Ｒ ［Ｃ１，Ｃ２，Ｃ３，Ｃ４］ Ｔ ． （１２）
由式（１１ａ）、（１１ｂ）得到应力与待定常数 Ｃ ｉ（ ｉ ＝ １，２，３，４） 之间的矩阵关系式，即
　 　 Ｑ ＝ ［ － Ｚ（ξ，ｓ，０）， － ｉＸ（ξ，ｓ，０）， Ｚ（ξ，ｓ，ｚ）， ｉＸ（ξ，ｓ，ｚ）］ Ｔ ＝
　 　 　 　 Ｌ ［Ｃ１，Ｃ２，Ｃ３，Ｃ４］ Ｔ ． （１３）

可知， Ｕ 和 Ｑ 均可以由待定常数 Ｃ ｉ（ ｉ ＝ １，２，３，４） 表达，由两者之间的关系 Ｑ ＝ ＫＵ 得到 Ｋ ＝
ＬＲ －１， 即为直角坐标系下动荷载作用时黏弹性三维空间问题在积分变换域内的单元刚度矩阵．
１．２　 轴对称动荷载作用的黏弹性三维空间问题的单元刚度矩阵

引入正交辅助坐标系 αＯβ， 其与坐标系 ｘＯｙ 夹角为 θ， 如图 １ 所示，两坐标系转换关系为

　 　 α ＝ ｘｃｏｓ θ ＋ ｙｓｉｎ θ， β ＝ － ｘｓｉｎ θ ＋ ｙｃｏｓ θ ．
将双重 Ｆｏｕｒｉｅｒ 逆变换变量 ξ ｘ，ξ ｙ 用 θ 和引入变量 ρ 表达为

　 　 ξ ｘ ＝ ρｃｏｓ θ， ξ ｙ ＝ ρｓｉｎ θ ． （１４）
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则函数 ｆ（ｘ，ｙ，ｚ） 的 Ｆｏｕｒｉｅｒ 逆变换变为

　 　 ｆ（ｘ，ｙ，ｚ） ＝ １
４π ２∫

＋∞

－∞
∫２π

０
ｆ（ρｃｏｓ θ，ρｓｉｎ θ，ｚ）ｅｉραρｄθｄρ ． （１５）

图 １　 辅助坐标系

Ｆｉｇ． １　 ａｕｘｉｌｉａｒｙ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｓｙｓｔｅｍ

可知，函数 ｆ（ｘ，ｙ，ｚ） 在 αＯβ 坐标系下与坐标

轴 β 无关．对于直角坐标系下层状地基承受轴对

称荷载作用时，可引入基于荷载对称轴的正交坐

标系 αＯβ， 则控制方程式（１ａ） ～ （１ｃ）变为

　 　 ｄＧ（ ｔ）∗ Ñ２ｕα（α，β，ｚ，ｔ） －

　 　 　 　 ｄ［λ（ ｔ） ＋ Ｇ（ ｔ）］∗ ∂ε（α，β，ｚ，ｔ）
∂α

－

　 　 　 　 ρ
∂２ｕα（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）

∂ｔ２
＝ ０， （１６ａ）

　 　 ｄＧ（ ｔ）∗ Ñ２ｗｚ（α，β，ｚ，ｔ） －

　 　 　 　 ｄ［λ（ ｔ） ＋ Ｇ（ ｔ）］∗ ∂ε（α，β，ｚ，ｔ）
∂ｚ

－

　 　 　 　 ρ
∂２ｗｚ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）

∂ｔ２
＝ ０， （１６ｂ）

　 　 ｄＧ（ ｔ）∗ Ñ２ｕβ（α，β，ｚ，ｔ） － ρ
∂２ｕβ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）

∂ｔ２
＝ ０， （１６ｃ）

式中

　 　 ε ＝ －
∂ｕα

∂α
－

∂ｗｚ

∂ｚ
． （１６ｄ）

物理方程变化为

　 　 σ ｚ（α，β，ｚ，ｔ） ＝ ｄλ（ ｔ）∗ε － ２ｄＧ（ ｔ）∗
∂ｗｚ

∂ｚ
， （１７ａ）

　 　 τ αｚ（α，β，ｚ，ｔ） ＝ － ｄＧ（ ｔ）∗
∂ｕα

∂ｚ
＋

∂ｗｚ

∂α
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （１７ｂ）

　 　 τ βｚ（α，β，ｚ，ｔ） ＝ － ｄＧ（ ｔ）∗
∂ｕβ

∂ｚ
． （１７ｃ）

对式（１６ａ）、（１６ｂ）、（１６ｄ）、（１７ａ）和（１７ｂ）进行变量 α 的 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换和时间 ｔ 的 Ｌａｐｌａｃｅ
变换，通过 １．１ 小节的方法得到轴对称动荷载作用时黏弹性三维空间问题的单元刚度矩阵．

２　 解析刚度矩阵法求解黏弹性层状地基的动力响应

根据天然地基土层及计算点将地基划分为 ｎ个计算层，Ｈ －
ｉ 和 Ｈ ＋

ｉ 分别为第 ｉ层顶面和底面

距离地表的距离，Δｈｉ ＝ Ｈ ＋
ｉ － Ｈ －

ｉ 为第 ｉ计算层的厚度（ ｉ ＝ １，２，…，ｎ） ．地基表面受动荷载 ｑｉ（ｘ，
ｙ，ｚ，ｔ） 作用．

假定地基底部是固定，即 ｚ ＝ Ｈｎ 处，有
　 　 ｕ ＝ ｖ ＝ ｗ ＝ ０．
对于层间连续条件，假定相邻层间完全接触，连续条件为

３３５直角坐标系下黏弹性层状地基动力响应分析



　 　 Ｍ（ξ，ｓ，Ｈ ＋
ｉ ） ＝ Ｍ（ξ，ｓ，Ｈ －

ｉ＋１）， Ｗ（ξ，ｓ，Ｈ ＋
ｉ ） ＝ Ｗ（ξ，ｓ，Ｈ －

ｉ＋１），
　 　 Ｎ（ξ，ｓ，Ｈ ＋

ｉ ） ＝ Ｎ（ξ，ｓ，Ｈ －
ｉ＋１）， Ｘ（ξ，ｓ，Ｈ ＋

ｉ ） ＝ Ｘ（ξ，ｓ，Ｈ －
ｉ＋１），

　 　 Ｙ（ξ，ｓ，Ｈ ＋
ｉ ） ＝ Ｙ（ξ，ｓ，Ｈ －

ｉ＋１）， Ｚ（ξ，ｓ，Ｈ ＋
ｉ ） ＝ Ｚ（ξ，ｓ，Ｈ －

ｉ＋１） ．
对于划分为 ｎ 个计算层的天然地基，将解析单元刚度矩阵应用于各计算层，结合计算层间

的连续条件集成整个天然地基的总体刚度矩阵并建立代数方程，得到
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， （２３）

式中， Ｋ（ ｉ） 为第 ｉ 层刚度矩阵．
结合边界条件求解矩阵方程（２３），得到在积分变化域内的解答；采用截断分段计算 Ｆｏｕ⁃

ｒｉｅｒ 逆变换的方法［１１⁃１２，１５］和 Ｔａｋｂｏｔ 提出的 Ｌａｐｌａｃｅ 逆变换的方法［１１⁃１２，１６］进行 Ｆｏｕｒｉｅｒ⁃Ｌａｐｌａｃｅ 逆

变换即可得到真实物理域内的解．
对于直角坐标系下轴对称动荷载作用时黏弹性层状地基的三维问题，首先按 １．２ 小节得

到解析单元刚度矩阵，求解得到变换域内的解．当求得 ｕ≃α，ｕ≃β 后，通过坐标轴旋转变换得到

　 　
ｕ≃ｘ

ｕ≃ｙ

é
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ê
êê

ù

û

ú
úú
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é
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． （２４）

最后，进行 Ｆｏｕｒｉｅｒ⁃Ｌａｐｌａｃｅ 逆变换即可得到真实物理域内的解．

３　 算　 　 例

某 ３ 层路面地基，各层土体参数见表 １．地基表面作用动荷载为 ｐ（ ｔ）， 其表达式为

　 　 ｐ（ ｔ） ＝
ｐｓｉｎ（ωｔ）， ０ ＜ ｒ ≤ Ｒ，
０， ｒ ＞ Ｒ，{

式中　 　 ｐ ＝ １ ＭＰａ， ω ＝ π ／ １０， Ｒ ＝ ０．１５ ｍ ．
设第 １ 层土体为黏弹性材料，体积符合弹性变形，剪切变形符合 Ｂｕｒｇｅｒｓ 模型［１３］，即

　 　 Ｙ（１）（ ｓ） ＝
ｑ２

ｐ２

ｓ ＋ ｑ１ ／ ｑ２

ｓ２ ＋ （ｐ１ ／ ｐ２） ｓ ＋ １ ／ ｐ１

， Ｙ（２）（ ｓ） ＝ ３Ｋ ／ ｓ，

式中

　 　 ｐ１ ＝ η １１ ／ Ｅ１１ ＋ （η １１ ＋ η １２） ／ Ｅ１２， ｐ２ ＝ η １１η １２ ／ （Ｅ１１Ｅ１２），
　 　 ｑ１ ＝ ２η １１， ｑ２ ＝ ２η １１η １２ ／ Ｅ１２，

得到

　 　 Ｇ∗ ＝ ｓＧ（ ｓ） ＝ ｓＹ（１）（ ｓ） ／ ２， Ｋ（ ｓ） ＝ Ｙ（２）（ ｓ） ／ ３， λ∗ ＝ ｓλ（ ｓ） ＝ ｓ Ｋ（ ｓ） － ２Ｇ（ ｓ） ／ ３[ ] ．
设第 ２、３ 层土体为弹性材料［１３］，则

　 　 Ｇ∗ ＝ Ｇ ＝ Ｅ
２（１ ＋ μ）

， λ∗ ＝ λ ＝ Ｅμ
（１ ＋ μ）（１ － ２μ）

，

４３５ 寇　 　 磊　 　 　 徐　 建　 国　 　 　 王　 　 博



式中， Ｅ 为弹性模量， μ 为 Ｐｏｉｓｓｏｎ（泊松）比．
表 １　 层状地基的土体参数

Ｔａｂｌｅ １　 Ｓｏｉｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｍｕｌｔｉ⁃ｌａｙｅｒｅｄ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ

ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ Ｅ ／ ＭＰａ η ／ （ＭＰａ·ｓ） ｈ ／ ｍ μ γ ／ （ｋｇ ／ ｍ３）

ｔｈｅ １ｓｔ ｌａｙｅｒ Ｅ１１ ＝ Ｅ１２ ＝ １０３ η１１ ＝ η１２ ＝ １．１２ × １０５ ０．１５ － ３．２×１０３

ｔｈｅ ２ｎｄ ｌａｙｅｒ ３００ － ０．２ ０．２５ ２．１×１０３

ｔｈｅ ３ｒｄ ｌａｙｅｒ ９５ － ０．２ ０．３５ １．５×１０３

　 　 分别计算在 ｔ ＝ ０～１０ ｓ 内动荷载为 ｐ（ ｔ） 作用下 ｚ ＝ ０，ｙ ＝ ０，ｘ ＝ ０，２０，３０，４０，６５，８０，１００ ｃｍ
处的竖向变形，如图 ２ 所示．然后将 ｔ ＝ １ ｓ 的计算结果与文献［１３］结果对比，如图 ３ 所示．

图 ２　 动荷载作用下黏弹性层状地基的竖向变形 图 ３　 本文与文献［１３］计算结果对比

Ｆｉｇ． ２　 Ｖｅｒｔｉｃａｌ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃ ｍｕｌｔｉｌａｙｅｒｅｄ Ｆｉｇ． ３　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ｃｏｍｐａｒｅｄ
ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｕｎｄｅｒ ｄｙｎａｍｉｃ ｌｏａｄｉｎｇ ｗｉｔｈ ｔｈｏｓｅ ｏｆ ｒｅｆ． ［１３］

从图 ３ 可知，采用本文的方法计算轴对称荷载作用地基的变形与已有文献相当吻合，从而

验证本文提出计算方法的正确性和准确性．从图 ２ 可知，在 ｔ ＝ ０～５ ｓ 内，随着时间的增加，路面

地基各计算点处的竖向变形在不断增大；在 ｔ ＝ ５～１０ ｓ 内，随着时间的增加，地基各计算点处

的竖向变形在不断减小，由于地基土体具有黏性特征，竖向变形不能完全恢复；与荷载中心点

的距离越小，地基的竖向变形越显著．

４　 结　 　 语

基于直角坐标系下黏弹性力学的基本控制方程，运用 Ｆｏｕｒｉｅｒ⁃Ｌａｐｌａｃｅ 积分变换、解耦变

换、微分方程组理论和矩阵理论，推导轴对称动荷载及非轴对称动荷载作用时黏弹性地基三维

空间问题积分变换域内的解析单元刚度矩阵；根据边界条件和层间连续条件集成总刚度矩阵；
求解含有总刚度矩阵方程的代数方程，得到积分变换域内相应问题的解；利用 Ｆｏｕｒｉｅｒ⁃Ｌａｐｌａｃｅ
积分逆变换得到真实物理域内的解，建立完备的解析刚度矩阵法求解黏弹性层状地基动力响

应的理论体系．
对于黏弹性层状天然地基，土体的蠕变特性越明显，天然地基的变形响应值越显著．
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