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摘要：　 基于辛对偶体系，研究了湍流边界层作用下薄板随机振动的声辐射问题．首先对湍流边界

层的互功率谱密度函数进行 Ｆｏｕｒｉｅｒ 级数展开，从而可将随机场激励下结构随机声辐射问题转化为

在空间和时间简谐压力作用下结构确定性响应的求解；然后将薄板的运动方程导入辛对偶体系，
并采用分离变量法得到辛本征问题；最后采用辛本征向量对待求的响应向量和作用力向量进行展

开，即可得到解耦后的方程，由此降低了方程的求解难度，并可得到问题的辛解析解．由于该文方法

在辛对偶体系下进行求解，相比模态叠加法，避免了模态截断问题，在精度上具有较大优势．算例部

分首先考虑空间和时间简谐压力作用的情况，通过与模态叠加法结果的对比，验证了该文方法的

有效性．随后采用该文方法求解了湍流边界层作用下随机声场的声压功率谱密度函数的声压级，讨
论了因 Ｆｏｕｒｉｅｒ 级数截断而产生的收敛性问题，并研究了薄板随机振动辐射声场的指向性．
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引　 　 言

结构受湍流边界层的作用而产生振动和声辐射的现象，这在工程中十分常见．例如，在 ５００
～２ ０００ Ｈｚ 频率范围内，湍流边界层引起的飞机机身振动是机舱内主要噪声源之一；湍流边界

层激励船体振动向外辐射的噪声会严重影响声呐的性能．因此，在结构设计阶段对结构振动产

生的噪声进行准确预测至关重要．湍流边界层通常在时间上随机变化和在空间上随机流动，是
一种典型的随机激励，一般将其作为随机压力场来研究．这种随机压力场给结构分析带来了一

定的困难，近年来单元离散方法和能量法被广泛地用来研究结构⁃声系统的行为［１⁃６］ ．
单元离散方法主要是指有限单元法和边界单元法，一般对结构采用有限元进行离散化，而

对声场则可采用任意一种．Ａｌｌｅｎ 和 Ｖｌａｈｏｐｏｕｌｏｓ［１］联合有限单元法和边界单元法分析了板在湍

流边界层作用下的声辐射行为，对比了 ３ 种不同湍流边界层模型的不同结果．Ｍｏｎｔｇｏｍｅｒｙ［２］ 采

用有限单元法和边界单元法，提出了一种求解湍流边界层和喷流噪声作用下机舱噪声问题的
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分析框架．刘宝山和赵国忠［３］基于有限元法、边界元法和虚拟激励法，对随机激励下结构振动
声辐射灵敏度分析及优化设计问题进行了研究．凌芳芳［４］ 采用有限元法得到了潜艇在湍流边

界层作用下的振动响应，并进一步基于边界元法，分析了潜艇的声辐射问题．然而，湍流边界层

是一种随机场形式的激励，在采用单元离散方法进行分析时，需要考虑任意两个单元节点之间

的相关性，因此计算时间对网格数量十分敏感；同时，湍流边界层是一种宽频激励，也决定了采

用单元离散方法需要划分非常精细的网格才能得到较为精确的结果，这两个原因将会导致单

元离散方法的计算效率低下．
能量方法主要包括统计能量分析和能量流分析法．此类方法基于统计性的概念，得到的是

响应在时域内平均的能量．蔡承德等［５］采用统计能量分析方法分析了船舶结构噪声辐射水平，
给出了计算模态数、内部损耗因子和耦合损耗因子的公式．Ｈａｎ 等［６］采用能量流分析方法预测

了湍流边界层和分离再附流动两种随机激励作用下固支板声辐射的声能量．然而，能量法需要

假定结构具有很高的模态密度，故该方法仅在高频部分能得到较为准确的结果，而对于湍流边

界层这种宽频激励，其局限性较大．
与上述两类方法不同，另外一种思路是将随机激励作用下结构的响应用关于空间坐标的

双重积分表示，其中被积函数是激励的互功率谱密度和结构的 Ｇｒｅｅｎ（格林）函数，但该双重积

分的计算量巨大．为了避免直接计算积分，Ｎｅｗｌａｎｄ［７］ 将随机场的互功率谱密度函数通过 Ｆｏｕ⁃
ｒｉｅｒ 级数进行展开，进而将随机场载荷作用的问题转换为时间和空间简谐压力作用下的确定

性响应的求解，显著降低了分析难度和计算量．根据此思路，将随机场载荷作用的问题转换为

求解确定性响应，一些传统的方法得以应用，比如模态叠加法．Ｔｈｏｍａｓ 等［８］联合模态叠加法和
最优控制理论，研究了板在湍流边界层作用下声辐射的反馈控制问题，提出湍流边界层引起的

飞机噪声问题可通过反馈控制有效衰减．Ｌｉｕ［９］采用模态叠加法分析了飞行器面板在湍流边界

层作用下的声辐射问题，研究了横向筋、纵向筋和阻尼等因素对声强和模态辐射效率的影响．
然而，对于湍流边界层这种频带较宽的激励，在高频部分模态叠加法通常需要大量模态参与叠

加，模态的截断可能会导致一些精度和计算效率方面的问题．
除了模态叠加法，还有其他的一些方法也被用于求解结构随机振动声辐射问题，例如统计

边界元法［１０⁃１１］、统计波叠加方法［１２］ ．这些方法求解的直接变量是振速、声压或者能量．姚伟岸
和钟万勰［１３］提出的辛求解体系，将求解的直接变量转换为原变量及其对偶变量，具有高精度
和高数值稳定性的特点．这种方法改变了以往弹性力学求解中大量运用半逆法的传统，是一种

富有理性的求解方法．目前这种方法已经应用于各种问题，比如各种边界条件的薄板和中厚板

的弯曲问题［１４⁃１６］、层合板的自由振动问题［１７］及平面各向异性问题［１８］ ．目前辛对偶体系还没有

被应用于结构振动的声辐射分析中．本文基于辛求解体系，研究薄板在湍流边界层作用下随机

振动的声辐射问题．具体研究思路如下：首先从时域 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 积分公式出发，推导了声压的互

功率谱密度与湍流边界层的互功率谱密度之间的关系，将湍流边界层作用下结构随机振动的

声辐射问题转换为空间和时间简谐压力作用下简谐响应函数的求解问题；然后将薄板的运动

方程导入辛状态空间，通过分离变量法得到辛本征问题；最后将待求的状态向量和外作用向量

在辛本征向量上进行展开，进而求解解耦后的方程得到简谐响应函数．在算例部分，首先通过

与模态叠加法的对比，验证了本文方法的有效性．随后，采用本文方法分析了湍流边界层作用

下薄板随机振动的声辐射问题，并研究了薄板随机振动辐射声场的指向性．

１　 湍流边界层作用下薄板随机振动的辐射声场

考虑如图 １ 所示的置于无限大障板上的薄板，坐标原点取在板的几何中心点处，研究其向

１５潘　 晨　 鸽　 　 　 李　 榆　 银　 　 　 张　 亚　 辉



ｚ ＞ ０ 一侧的远场声辐射问题．Ｌｘ 和 Ｌｙ 分别为薄板在 ｘ和 ｙ 方向的长度．根据时域 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 积分

公式［１９］，薄板振动在 ｔ 时刻向空间一点 ｒ 辐射的声压为

　 　 ｐ（ｒ；ｔ） ＝ ∫＋∞

－∞
∫
Ｓ
ρ ０ ｗ（Ｓ；τ）ｇ（ｒ，Ｓ；τ － ｔ）ｄＳｄτ， （１）

其中， ρ ０ 为流体介质密度， Ｓ 为薄板上任意一点的位置矢量， ｗ（Ｓ；ｔ） 为薄板的横向位移， （ ）
表示对时间 ｔ 求二阶导， ｇ（ｒ，Ｓ；τ － ｔ） 可表示为

　 　 ｇ（ｒ，Ｓ；τ － ｔ） ＝ ２Ｇ（ｒ，Ｓ；τ － ｔ） ＝ １
２πｒ

δ τ － ｔ ＋ ｒ
ｃ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （２）

其中， ｒ ＝ ｒ － Ｓ 为研究点与源点之间的距离， ｃ０ 为声速； Ｇ（ｒ，Ｓ；τ － ｔ） 为时域 Ｇｒｅｅｎ 函数，表
示波动方程对于一个位于 Ｓ 起始于时间 τ 的单位冲击点源的解．

图 １　 薄板及坐标系示意图

Ｆｉｇ． １　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｏｆ ａ ｔｈｉｎ ｐｌａｔｅ ａｎｄ ｔｈｅ ａｓｓｏｃｉａｔｅｄ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｓｙｓｔｅｍ

假设薄板受任意外力 ｆ（ｓ；ｔ） 作用，其中 ｓ 为作用点位置，则薄板任意一点 Ｓ 处的位移可表

示为如下 Ｄｕｈａｍｅｌ 积分的形式：

　 　 ｗ（Ｓ；ｔ） ＝ ∫
ｓ
∫＋∞

－∞
ｈ（Ｓ，ｓ；τ） ｆ（ｓ；ｔ － τ）ｄτｄｓ， （３）

其中， ｈ（Ｓ，ｓ；τ） 为薄板横向位移的脉冲响应函数．假设外力 ｆ（ｓ；ｔ） 是一个平稳的随机过程，由
于系统是线性的，则薄板的位移响应 ｗ（Ｓ；ｔ） 也是平稳的，进而由式（１）可以得出声压 ｐ（ｒ；ｔ）
也是平稳的．结合式（１），并根据相关函数的定义，不同时刻空间任意两点的声压 ｐ（ｒ１；ｔ１） 和

ｐ（ｒ２；ｔ２） 的互相关函数可表示为

　 　 Ｒｐｐ（ｒ１，ｒ２；ｔ′） ＝ Ｅ［ｐ（ｒ１；ｔ１）ｐ（ｒ２；ｔ２）］ ＝

　 　 　 　 ρ ２
０∫

Ｓ１
∫
Ｓ２
∫＋∞

－∞
∫＋∞

－∞
ｇ（ｒ１，Ｓ１；τ １ － ｔ１）ｇ（ｒ２，Ｓ２；τ ２ － ｔ２） ×

　 　 　 　 Ｅ［ｗ（Ｓ１，τ １） ｗ（Ｓ２，τ ２）］ｄτ １ｄτ ２ｄＳ１ｄＳ２， （４）
其中， ｔ′ ＝ ｔ２ － ｔ１ 为时间差， Ｅ［］ 表示数学期望．根据定义， Ｅ［ｗ（Ｓ１，ｔ１） ｗ（Ｓ２，ｔ２）］ 为薄板横向

振动加速度的互相关函数，可将其表示为 Ｒｗｗ（Ｓ１，Ｓ２；ｔ′） ．
根据 Ｗｉｅｎｅｒ⁃Ｋｈｉｎｃｈｉｎ 关系［２０］，声压 ｐ（ｒ；ｔ） 的互功率谱密度函数可表示为

　 　 Ｓｐｐ（ｒ１，ｒ２；ω） ＝ １
２π∫

＋∞

－∞
Ｒｐｐ（ｒ１，ｒ２；ｔ′）ｅ

－ ｉωｔ′ｄｔ′ ＝
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　 　 　 　 ρ ２
０ω ４∫

Ｓ１
∫
Ｓ２
ｇ（ｒ１，Ｓ１；ω） ｇ∗（ｒ２，Ｓ２；ω）Ｓｗｗ（Ｓ１，Ｓ２；ω）ｄＳ２ｄＳ１， （５）

其中， ω 为圆频率，∗表示复共轭， Ｓｗｗ（Ｓ１，Ｓ２；ω） 为薄板的横向位移 ｗ 的功率谱密度函数，

　 　 ｇ（ｒ，Ｓ；ω） ＝ ∫＋∞

－∞
ｇ（ｒ，Ｓ；ｔ）ｅ － ｉωｔｄｔ ＝ ２Ｇ（ｒ，Ｓ；ω） ＝ ｅ － ｉｋ０ｒ

２πｒ
， （６）

这里 Ｇ（ｒ，Ｓ；ω） 为频域的 Ｇｒｅｅｎ 函数，表示波动方程对自由空间内 Ｓ 处作用一个单位时间谐

量的点源的解； ｋ０ ＝ ω ／ ｃ０ 是声波数．式（５）表明，声压 ｐ（ｒ；ｔ） 的互功率谱密度函数 Ｓｐｐ（ｒ１，ｒ２；
ω） 可以转化为求解薄板的横向位移 ｗ 的功率谱密度函数 Ｓｗｗ（Ｓ１，Ｓ２；ω） ．

根据式（３）以及相关函数的定义，薄板的横向位移 ｗ 的互相关函数可表示为

　 　 Ｒｗｗ（Ｓ１，Ｓ２；ｔ′） ＝ Ｅ［ｗ（Ｓ１；ｔ１）ｗ（Ｓ２；ｔ２）］ ＝

　 　 　 　 ∫
ｓ１
∫
ｓ２
∫＋∞

－∞
∫＋∞

－∞
ｈ（Ｓ１，ｓ１；τ １）ｈ（Ｓ２，ｓ２；τ ２） ×

　 　 　 　 Ｅ［ ｆ（ｓ１，ｔ１ － τ １） ｆ（ｓ２，ｔ２ － τ ２）］ｄτ １ｄτ ２ｄｓ１ｄｓ２， （７）
其中， Ｅ［ ｆ（ｓ１，ｔ１ － τ １） ｆ（ｓ２，ｔ２ － τ ２）］ ＝ Ｒ ｆｆ（ｓ１，ｓ２；ｔ′ － τ ２ ＋ τ １） 为外力 ｆ（ｓ；ｔ） 的互相关函数．

再次由 Ｗｉｅｎｅｒ⁃Ｋｈｉｎｃｈｉｎ 关系，薄板横向位移 ｗ 的互功率谱密度函数可表示为

　 　 Ｓｗｗ（Ｓ１，Ｓ２；ω） ＝ １
２π∫

＋∞

－∞
Ｒｗｗ（Ｓ１，Ｓ２；ｔ′）ｅ

－ ｉωｔ′ｄｔ′ ＝

　 　 　 　 ∫
ｓ１
∫
ｓ２
Ｈ（Ｓ１，ｓ１；ω） Ｈ∗（Ｓ２，ｓ２；ω）Ｓｆｆ（ｓ１，ｓ２；ω）ｄｓ２ｄｓ１， （８）

其中

　 　 Ｈ（Ｓ，ｓ；ω） ＝ ∫＋∞

－∞
ｈ（Ｓ，ｓ；τ）ｅ － ｉωτｄτ （９）

为薄板的频率响应函数，表示 ｓ 处作用的单位集中力在 Ｓ 处产生的简谐位移响应，

　 　 Ｓｆｆ（ｓ１，ｓ２；ω） ＝ １
２π∫

＋∞

－∞
Ｒ ｆｆ（ｓ１，ｓ２；τ）ｅ

－ ｉωτｄτ （１０）

为外力 ｆ（ｓ；ｔ） 的功率谱密度函数．
考虑薄板上作用的载荷是湍流边界层，这是一种典型的随机激励，其壁面压力的互功率谱

密度一般采用半经验的公式［２１］来表示，即

　 　 Ｓｆｆ（ｓ１，ｓ２；ω） ＝ Φｆｆ（ω）ｅｘｐ － ｃｘ
ωξ ｘ

Ｕｃ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅｘｐ － ｃｙ

ωξ ｙ

Ｕｃ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅｘｐ

ｉωξ ｙ

Ｕｃ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （１１）

其中， ξ ｘ ＝ ｘ１ － ｘ２ 和 ξ ｙ ＝ ｙ１ － ｙ２ 为板上任意两点之间 ｘ和 ｙ 方向的距离； ｃｘ 和 ｃｙ 为常数，分别

描述 ｘ 和 ｙ 方向壁面压力场的空间相关性； Ｕｃ 为湍流的壁面速度； Φｆｆ（ω） 为壁面压力场的功

率谱密度函数．
根据文献［２２］， Ｓｆｆ（ｓ１，ｓ２；ω） 也可以进一步表示为 Ｆｏｕｒｉｅｒ 级数的形式，即

　 　 Ｓｆｆ（ｓ１，ｓ２；ω） ＝ Φｆｆ（ω）∑
Ｍ
Ｓｆｆｘ（αＭ）ｅｉαＭ ξｘ∑

Ｎ
Ｓｆｆｙ（αＮ）ｅｉαＮ ξｙ， （１２）

其中， αＭ ＝ ２πＭ ／ （２Ｌｘ），αＮ ＝ ２πＮ ／ （２Ｌｙ），Ｍ和Ｎ 为整数， Ｌｘ 和 Ｌｙ 分别为薄板在 ｘ和 ｙ 方向的

长度．由于 ξ ｘ 和 ξ ｙ 的取值范围分别为 ［ － Ｌｘ，Ｌｘ］ 和［ － Ｌｙ，Ｌｙ］ ，因此 Ｆｏｕｒｉｅｒ 级数的系数

Ｓｆｆｘ（αＭ） 和 Ｓｆｆｙ（αＮ） 可表示为

　 　 Ｓｆｆｘ（αＭ） ＝ １
２Ｌｘ
∫Ｌｘ

－Ｌｘ
ｅ －ｃｘω ξｘ ／ Ｕｃｅ － ｉαＭ ξｘｄξ ｘ ＝
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　 　 　 　 １
２Ｌｘ

１ － ｅ －ｄ１Ｌｘ

ｄ１

＋ ｅｄ２Ｌｘ － １
ｄ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

　 　 ｄ１ ＝ ｃｘω ／ Ｕｃ － ｉαＭ， ｄ２ ＝ － ｃｘω ／ Ｕｃ － ｉαＭ，

　 　 Ｓｆｆｙ（αＮ） ＝ １
２Ｌｙ
∫Ｌｙ

－Ｌｙ
ｅ －ｃｙω ξｙ ／ Ｕｃｅｉωξｙ ／ Ｕｃｅ － ｉαＮ ξｙｄξ ｙ ＝

　 　 　 　 １
２Ｌｙ

１ － ｅ －ｄ３Ｌｙ

ｄ３

＋ ｅｄ４Ｌｙ － １
ｄ４

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

　 　 ｄ３ ＝ ｃｙω ／ Ｕｃ ＋ ｉω ／ Ｕｃ － ｉαＮ， ｄ４ ＝ － ｃｙω ／ Ｕｃ ＋ ｉω ／ Ｕｃ － ｉαＮ ． （１３）
将式（１２）和（８）代入式（５）中，得到

　 　 Ｓｐｐ（ｒ１，ｒ２；ω） ＝ ∑
Ｍ
∑
Ｎ
Φｆｆ（ω）Ｓｆｆｘ（αＭ）Ｓｆｆｙ（αＮ）ｐ

－
ＭＮ（ｒ１；ω）ｐ－∗

ＭＮ（ｒ２；ω）， （１４）

其中

　 　 ｐ－ＭＮ（ｒ；ω） ＝ － ∫
Ｓ

ω ２ ρ ０ｅ
－ ｉｋ０ｒ

２πｒ
ＧＭＮ（Ｓ；ω）ｄＳ （１５）

表示当薄板具有确定性位移 ＧＭＮ（Ｓ；ω） 时在声场中 ｒ 处产生的声压，这里

　 　 ＧＭＮ（Ｓ；ω） ＝ ｅｉωｔ∫
ｓ
Ｈ（Ｓ，ｓ；ω）ｅｉαＭｘｅｉαＮｙｄｓ （１６）

为简谐响应函数，表示空间和时间简谐压力 ｑ ＝ ｅｉαＭｘｅｉαＮｙｅｉωｔ 作用下薄板的位移响应．
考虑远场辐射的情况，即 ｒ ≫ Ｓ ， 则空间一点与薄板上一点之间的距离可近似为

　 　 ｒ ≈ Ｒ － ｘｓｉｎ θｃｏｓ φ － ｙｓｉｎ θｓｉｎ φ， （１７）
其中， Ｒ 为研究点与坐标原点之间的距离．将式（１７）代入式（１５），声压振幅中的距离 ｒ 可采用

Ｒ 近似，而相位部分则需保留，因此声压 ｐ－（ｒ；ω） 可进一步表示为

　 　 ｐ－ＭＮ（ｒ；ω） ＝ －
ω ２ ρ ０ｅ

－ ｉｋ０Ｒ

２πＲ ∫
Ｓ
ＧＭＮ（Ｓ；ω）ｅｉ（ｘｋｒｘ＋ｙｋｒｙ）ｄＳ，

ｋｒｘ ＝ ｋ０ｓｉｎ θｃｏｓ φ， ｋｒｙ ＝ ｋ０ｓｉｎ θｓｉｎ φ，
（１８）

其中， θ 为研究点的位置矢量 ｒ与 ｚ轴正向的夹角，φ 为研究点在 ｘＯｙ面上投影的位置矢量与 ｘ
轴正向的夹角．

从式（１４）可以看出，通过将湍流边界层的互功率谱密度函数进行 Ｆｏｕｒｉｅｒ 级数展开，则随

机激励下薄板辐射声压的互功率谱密度函数 Ｓｐｐ（ｒ１，ｒ２；ω） 可转换为求解 ｐ－ＭＮ（ｒ；ω） ．进一步根

据式（１５）， ｐ－ＭＮ（ｒ；ω） 可以转换为求解 ＧＭＮ（Ｓ；ω） ．同时，式（１６）表明， ＧＭＮ（Ｓ；ω） 具有明确的

物理意义，表示空间和时间简谐压力 ｑ ＝ ｅｉαＭｘｅｉαＮｙｅｉωｔ 作用下薄板的确定性简谐响应．因此，通过

本节的推导，湍流边界层作用下薄板的随机声辐射问题最终可以转换为求解薄板的确定性位

移简谐响应．

２　 辛体系下简谐响应函数的求解

对于稳态振动问题，薄板运动方程中变量都具有 ｅｉωｔ 的形式，简便起见，以下推导过程中

忽略了方程中的 ｅｉωｔ ．在空间和时间简谐压力 ｑ ＝ Ｑｅｉωｔ 作用下，薄板的稳态运动方程［２３］为

　 　 Ｄ Ñ４ｗ － ρｈω ２ｗ ＝ Ｑ， （１９）

其中， Ñ２ ＝ ∂２

∂ｘ２
＋ ∂２

∂ｙ２ 是 Ｌａｐｌａｃｅ 算子， ρ 为材料密度， ｈ 为板的厚度， Ｄ ＝ （１ ＋ ｉη）Ｅｈ３ ／ （１２（１ －

ν ２）） 为弯曲刚度， Ｅ 为弹性模量， η 为阻尼损耗因子， ν 为 Ｐｏｉｓｓｏｎ（泊松）比．
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根据文献［２４］，将方程（１９）导入辛对偶体系，选取位移 ｗ、转角 ϑ、等效剪力 Ｆｙ 和弯矩 Ｍｙ

为对偶向量，同时结合力（矩）平衡方程可得

　 　

∂ｗ
∂ｙ
∂ϑ
∂ｙ
∂Ｆｙ

∂ｙ
∂Ｍｙ

∂ｙ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï

＝

０ １ ０ ０

－ ν ∂２

∂ｘ２ ０ ０ － １
Ｄ

－ Ｄ（１ － ν ２） ∂４

∂ｘ４
＋ ρｈω ２ ０ ０ ν ∂２

∂ｘ２

０ ２Ｄ（１ － ν） ∂２

∂ｘ２
－ １ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

ｗ
ϑ
Ｆｙ

Ｍｙ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïï

＋

０
０
Ｑ
０

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ï

．

（２０）
将方程（２０）表示为矩阵的形式

　 　 ∂Ｚ
∂ｙ

＝ ＨＺ ＋ Ｑ， （２１）

其中， Ｚ ＝ { ｗ ϑ Ｆｙ Ｍｙ } Ｔ 为状态向量， Ｔ 表示转置， Ｈ 为 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 算子矩阵， Ｑ ＝

{ ０ ０ Ｑ ０ } Ｔ 为外作用向量．
首先不考虑外作用向量，则方程（２１）为齐次微分方程，根据分离变量法，状态向量 Ｚ 可表

示为

　 　 Ｚ ＝ η（ｘ）ｅμｙ ． （２２）
将式（２２）代入方程（２１）可得到

　 　 Ｈη（ｘ） ＝ μη（ｘ） ． （２３）
根据文献［２４］，方程（２３）的解可表示为

　 　 η（ｘ） ＝ ∑
４

ｉ ＝ １
ｓｉΦｉｅλ ｉｘ， （２４）

其中， ｓｉ 为待定系数，
　 　 λ １ ＝ － ｉｋ１， λ ２ ＝ ｉｋ１， λ ３ ＝ － ｉｋ２， λ ４ ＝ ｉｋ２， （２５）

这里

　 　 ｋ１ ＝ μ ２ － ｋ２
ｂ ， ｋ２ ＝ μ ２ ＋ ｋ２

ｂ ， （２６）
其中， ｋｂ ＝ （ρｈω ２ ／ Ｄ） １ ／ ４ 为薄板的弯曲波数，以及

　 　
Φ１，２ ＝ ［１ μ χ

１
χ
２］ Ｔ，

Φ３，４ ＝ ［１ μ χ
３

χ
４］ Ｔ，{ （２７）

其中

　 　
χ
１ ＝ μＤ（２ｋ２

ｂ ＋ νμ ２ － νｋ２
ｂ － μ ２）， χ

２ ＝ Ｄ（νμ ２ － νｋ２
ｂ － μ ２），

χ
３ ＝ μＤ（ － ２ｋ２

ｂ ＋ νμ ２ ＋ νｋ２
ｂ － μ ２）， χ

４ ＝ Ｄ（νμ ２ ＋ νｋ２
ｂ － μ ２），{ （２８）

式中，本征值 μ 和待定系数 ｓｉ 通过对边边界条件确定．这里以对边简支为例进行说明，为

　 　 μｍ ＝ ± ｍπ
Ｌｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

± ｋ２
ｂ ，　 　 ｍ ＝ １，２，…， （２９）

待定系数 ｓｉ 为
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ｓ１ ＝ ｓｉｎ（ｋ２Ｌｘ）ｅ

－ ｉｋ１Ｌｘ ／ ２， ｓ２ ＝ － ｓｉｎ（ｋ２Ｌｘ）ｅｉｋ１Ｌｘ ／ ２，

ｓ３ ＝ － ｓｉｎ（ｋ１Ｌｘ）ｅ
－ ｉｋ２Ｌｘ ／ ２， ｓ４ ＝ ｓｉｎ（ｋ１Ｌｘ）ｅｉｋ２Ｌｘ ／ ２ ．{ （３０）

从式（２９）可以看出，每给一个 ｍ 对应 ４ 个本征值，将各本征值按照共轭辛正交关系［１３］ 进

行排序，即 μｍ，１，μｍ，２， － μｍ，１ 和 － μｍ，２ ．具体是按照虚部从小到大的顺序，将实部为零的本征值

排列在前面，然后按照实部从大到小的顺序排列实部小于零的本征值．将对应的本征函数向量

也采用此规则排序并组成本征向量矩阵 ψｍ ．经过归一化处理，本征向量矩阵 ψｍ 满足辛正交

关系：

　 　 ∫Ｌｘ ／ ２
－Ｌｘ ／ ２

ψＴ
ｍＪ４ψｎｄｘ ＝

Ｊ４ 　 　 （ｍ ＝ ｎ），
０４ 　 　 （ｍ ≠ ｎ），{ （３１）

其中， Ｊ４ ＝
０ Ｉ２

－ Ｉ２ ０
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

为 ４ 阶辛矩阵， Ｉ２ 为 ２ 阶单位阵， ０４ 为 ４ 阶零矩阵．式（３１）表明，特征向

量矩阵 ψｍ 构成了一组共轭辛正交基底，将状态向量 Ｚ 在该基底上进行展开：

　 　 Ｚ ＝ ∑
∞

ｍ ＝ １
ψｍｃｍ（ｙ）， （３２）

其中， ｃｍ（ｙ） 为状态向量 Ｚ 在 ψｍ 上展开得到的分量．
将式（３２）代入式（２１），方程两边左乘 ψＴ

ｍＪ４ 并在 ［ － Ｌｘ ／ ２，Ｌｘ ／ ２］ 上积分，根据本征向量矩

阵的正交性，方程可化简为

　 　
ｄｃｍ（ｙ）

ｄｙ
＝ Ωｍｃｍ（ｙ） ＋ ｂｍ， （３３）

其中，Ωｍ ＝ ｄｉａｇ（μｍ，１，μｍ，２， － μｍ，１， － μｍ，２），ｂｍ ＝ － Ｊ４∫Ｌｘ ／ ２
－Ｌｘ ／ ２

ψＴ
ｍＪ４Ｑｄｘ ．由于 Ｑ在 ｘ 方向具有 ｅｉαＭｘ

的简谐分布形式，容易证明当且仅当 Ｍ ＝ ｍ 或 Ｍ － ｍ 为奇数时， ｂｍ 才不为 ０，这个性质将极大

地简化了本文方法的计算．同时考虑到 Ｑ在 ｙ方向具有 ｅｉαＮｙ 的简谐分布形式，因此方程（３３）的
解可表示为如下齐次通解与特解之和的形式：

　 　 ｃｍ（ｙ） ＝ ＴｍＢｍ ＋ （ｉαＮＩ４ － Ωｍ）
－１ｂｍ， （３４）

其中， Ｂｍ 为待定系数向量， Ｔｍ ＝ ｄｉａｇ（ｅμｍ，１ ｙ，ｅμｍ，２ ｙ，ｅ －μｍ，１ ｙ，ｅ －μｍ，２ ｙ） ．
待定系数向量 Ｂｍ 可由另两边的边界条件确定．这里以对边简支为例进行说明，即
　 　 ｗ ｙ ＝ －Ｌｙ ／ ２，Ｌｙ ／ ２

＝ ０， Ｍｙ ｙ ＝ －Ｌｙ ／ ２，Ｌｙ ／ ２
＝ ０． （３５）

将式（３２）代入方程（３５），并将其表示为矩阵形式：

　 　
Ｅ４×４∑

∞

ｍ ＝ １
ψｍ（ｘ）ｃｍ －

Ｌｙ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０４×１，

Ｅ４×４∑
∞

ｍ ＝ １
ψｍ ｘ( ) ｃｍ

Ｌｙ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０４×１，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（３６）

其中， Ｅ 为边界指示矩阵，对于对边简支的情况， Ｅ ＝ ｄｉａｇ（１，０，０，１） ．
方程（３６）两边同时乘以 ψＴ

ｍＪ４ 并在 ［ － Ｌｘ ／ ２，Ｌｘ ／ ２］ 上积分，根据本征向量矩阵的辛正交性

可得

　 　
∫Ｌｘ ／ ２

－Ｌｘ ／ ２
ψＴ

ｍＪ４Ｅ４×４ψｍｃｍ －
Ｌｙ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｘ ＝ ０４×１，

∫Ｌｘ ／ ２
－Ｌｘ ／ ２

ψＴ
ｍＪ４Ｅ４×４ψｍｃｍ

Ｌｙ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｘ ＝ ０４×１ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（３７）
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式（３７）确定了 ４ 个独立的方程，将式（３４）代入其中即可求解出待定系数向量 Ｂｍ， 进而确

定 ｃｍ（ｙ）， 最后将 ｃｍ（ｙ） 代入式（３２）即可求得状态向量 Ｚ ．

３　 数 值 算 例

式（１４）给出了薄板辐射声压的互功率谱密度函数 Ｓｐｐ（ｒ１，ｒ２；ω） 的表达式，其中 ｐ－ＭＮ（ｒ；ω）
与频率、结构的参数和边界条件相关， Ｓｆｆｘ（αＭ），Ｓｆｆｙ（αＮ） 和 Φｆｆ（ω） 仅与湍流边界层载荷模型

相关．由此可见，影响本文方法有效性的因素主要有两个方面：一是对 ｐ－ＭＮ（ｒ；ω） 的求解，二是

将湍流边界层载荷进行了 Ｆｏｕｒｉｅｒ 级数展开，其收敛性将会直接影响到本文方法的精度与效

率．因此，针对本文方法的验证也主要从这两个方面来进行．
计算模型采用文献［２２］中四边简支板，其中 Ｌｘ ＝ ０．３２８ ｍ，Ｌｙ ＝ ０．７６８ ｍ，厚度 ｈ ＝ ０．００１ ６ ｍ，

弹性模量 Ｅ ＝ ７．１ × １０１０ Ｎ ／ ｍ２，密度 ρ ＝ ２ ７５０ ｋｇ ／ ｍ３，Ｐｏｉｓｓｏｎ 比 ν ＝ ０．３， 结构阻尼 η ＝ ０．０２， 激

励的频率范围为 １～１ ０００ Ｈｚ ．在声场中，空间点选取在一包围板的半径 Ｒ ＝ ５ ｍ 的半球面上，
如图 １ 所示，其在球坐标系下的 θ 和 φ 分别为π ／ ２和π ／ ４，即 ｒ ＝ （Ｒ，θ，φ） ＝ （５，π ／ ２，π ／ ４） ．流
体介质选取为空气，各项参数为：密度 ρ ０ ＝ １．２９ ｋｇ ／ ｍ３，声速 ｃ０ ＝ ３４０ ｍ ／ ｓ ．
３．１　 简谐响应函数的结果比较

在求解 ｐ－ＭＮ（ｒ；ω） 和ＧＭＮ（Ｓ；ω） 时，本文方法仅在 ｘ 方向需要对本征向量进行截断，因此首

先对该方向的收敛性进行了研究．这里取 Ｍ ＝ ２ 和 Ｎ ＝ ２， 定义截断的阶次为 ｍｃｕｔ， 则本文方法

参与计算的本征向量总数为 ４ｍｃｕｔ ．考虑 ｍｃｕｔ 分别取 ２，４，８ 和 １０ 的情况，计算得到的 ｐ－ＭＮ（ｒ；ω）
和ＧＭＮ（Ｓ；ω） 如图 ２ 所示．可以看出， ｍｃｕｔ ＝ ８和ｍｃｕｔ ＝ １０ 两种情况下的结果几乎完全吻合，因此

在 １～１ ０００ Ｈｚ 频率范围内，本文方法在取 ｍｃｕｔ ＝ １０ 时已经能够得到收敛的结果．

（ａ） 薄板上 Ｓ ＝ （０，０．１） 处位移 ＧＭＮ（Ｓ；ω） 的幅值 （ｂ） 声场中 ｒ ＝ （５，π ／ ２，π ／ ４） 处声压 ｐ－ＭＮ（ｒ；ω） 的幅值

（ａ） Ｍａｇｎｉｔｕｄｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｈａｒｍｏｎｉｃ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ （ｂ） Ｍａｇｎｉｔｕｄｅｓ ｏｆ ｓｏｕｎｄ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅ

ｔｏ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ＧＭＮ（Ｓ；ω） ａｔ Ｓ ＝ （０，０．１） ｐ－ＭＮ（ｒ；ω） ａｔ ｒ ＝ （５，π ／ ２，π ／ ４）

图 ２　 本文方法 ｍｃｕｔ 取不同值时简谐响应函数的结果比较

Ｆｉｇ． ２　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｈａｒｍｏｎｉｃ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ ｗｉｔｈ
ｔｈｅ ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｃｕｔ ｖａｌｕｅｓ

进一步将本文方法与模态叠加法的结果进行了比较．由于本文方法仅需对 ｘ 方向的本征

值进行截断，而模态叠加法需要同时对 ｘ 和 ｙ 方向进行模态截断，因此在计算过程中，本文方

法的本征值截断阶数和模态叠加法 ｘ 方向的模态截断阶数保持一致，即均取为 １０．模态叠加法
在 ｙ 方向的模态截断阶数定义为 ｎｃｕｔ， 考虑 ｎｃｕｔ 分别为 ５，８，１０ 和 ２０ 的情况，并将结果与本文
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方法进行了比较，如图 ３ 所示．可以看出，随着 ｎｃｕｔ 的增大，模态叠加法的结果逐渐趋近于本文

方法的结果．当 ｎｃｕｔ ＝ ２０ 时，两种方法的计算结果完全一致．同时可以看出，随着激励频率的增

大，模态叠加法需要更多的模态参与叠加才能得到收敛的结果．通过与模态叠加法的对比，验
证了本文方法的精度．

（ ａ） 薄板上 Ｓ ＝ （０，０．１） 处位移 ＧＭＮ（Ｓ；ω） 的幅值 （ｂ） 声场中 ｒ ＝ （５，π ／ ２，π ／ ４） 处声压 ｐ－ＭＮ（ｒ；ω） 的幅值

（ａ） Ｍａｇｎｉｔｕｄｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｈａｒｍｏｎｉｃ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ （ｂ） Ｍａｇｎｉｔｕｄｅｓ ｏｆ ｓｏｕｎｄ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅ

ｔｏ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ＧＭＮ（Ｓ；ω） ａｔ Ｓ ＝ （０，０．１） ｐ－ＭＮ（ｒ；ω） ａｔ ｒ ＝ （５，π ／ ２，π ／ ４）

图 ３　 本文方法与模态叠加法的结果比较

Ｆｉｇ． ３　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ｍｅｔｈｏｄ ａｎｄ ｔｈｅ ｍｏｄａｌ ｓｕｐｅｒｐｏｓｉｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ

３．２　 湍流边界层作用下的辐射声场分析

进一步采用本文提出的方法分析了在湍流边界层作用下薄板随机振动的声辐射情况．湍
流边界层模型采用文献［２２］建议的参数，即 ｃｘ ＝ ０．７，ｃｙ ＝ ０．１１６， 湍流的壁面速度 Ｕｃ ＝ ９２ ｍ ／ ｓ，
壁面压力场的功率谱密度函数Φｆｆ（ω）＝ １ Ｐａ２ ／ Ｈｚ，频率范围为 １～１ ０００ Ｈｚ ．从声压功率谱密度

表达式（２０）可以看出，由于本文将湍流边界层的功率谱密度函数在 ｘ 方向和 ｙ 方向进行了

Ｆｏｕｒｉｅｒ 级数展开，因此需要研究两个方向的级数截断对计算结果的影响，其中 ｘ 方向级数的截

断阶数用 Ｍｃｕｔ 表示， ｙ 方向用 Ｎｃｕｔ 表示．
为了结果显示的方便，定义声压自功率谱密度的声压级（单位为 ｄＢ）为［１］

　 　 ＳＳＰＬ ＝ １０ｌｇ
Ｓｐｐ

ｐ２
ｒｅｆ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （３８）

其中， ｐｒｅｆ ＝ ２ × １０ －５ Ｐａ 为参考声压．
图 ４（ａ）和（ｂ）分别比较了 ｘ和 ｙ 方向的 Ｆｏｕｒｉｅｒ 级数的截断对 ｒ 处的空间点的声压级结果

的影响．在研究 ｘ 方向的截断情况时，为了保证结果不受 ｙ 方向截断的影响，在 ｙ 方向应取充分

大的截断值，这里取 Ｎｃｕｔ ＝ ５０．同理，在研究 ｙ 方向的截断情况时，取Ｍｃｕｔ ＝ ５０．从图 ４ 可看出，无
论在 ｘ 方向还是 ｙ 方向，随着截断阶数 Ｍｃｕｔ 或 Ｎｃｕｔ 的增加，声压级结果逐渐趋于收敛．同时可以

看出，在低频段，较小的级数截断就可以得到收敛的结果，而对于高频段则需要更大的截断阶

数，这个现象与模态叠加法中模态截断对简谐响应函数的影响类似．另外一方面，还可以看出，
在保证结果收敛的前提下， ｘ 方向的截断阶数比 ｙ 方向要小．

随后采用本文方法研究了湍流边界层作用下随机声场的声压功率谱密度函数的指向性．
指向性［２５］是描述声源辐射声场特性的一个重要参数，用来描述辐射声源将声波辐射到空间各

个方向的能力，其定义为

８５ 湍流边界层作用下薄板随机振动声辐射的辛方法



　 　 Ｄ（θ，φ） ＝
Ｓｐｐ（ｒ１，ｒ２；ω）

Ｓｐｐ（ｒ１，ｒ２；ω） θ ＝ ０

， （３９）

其中， Ｓｐｐ（ｒ１，ｒ２；ω） θ ＝ ０ 为 θ ＝ ０ 时的声压功率谱密度函数．从式（１８）和（１４）可以看出，当 θ ＝ ０
时， Ｓｐｐ（ｒ１，ｒ２；ω） 与 φ 无关．

（ａ） Ｍｃｕｔ 对 ＳＰＬ 结果的影响， Ｎｃｕｔ ＝ ５０ （ｂ） Ｎｃｕｔ 对 ＳＰＬ 结果的影响， Ｍｃｕｔ ＝ ５０

（ａ） Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｓ ｏｆ Ｍｃｕｔ ｏｎ ＳＰＬ， Ｎｃｕｔ ＝ ５０ （ｂ） Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｓ ｏｆ Ｎｃｕｔ ｏｎ ＳＰＬ， Ｍｃｕｔ ＝ ５０

图 ４　 Ｆｏｕｒｉｅｒ 级数截断对 ＳＰＬ 结果的影响

Ｆｉｇ． ４　 Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｆｏｕｒｉｅｒ ｓｅｒｉｅｓ ｅｘｐａｎｓｉｏｎ ｏｎ ＳＰＬ

图 ５ 给出了声压功率谱密度函数在频率分别为 １７０ Ｈｚ 和 １ ０００ Ｈｚ 的指向性．可以看出，
声压功率谱密度函数在空间上的分布非常复杂，在不同的方向上，声压功率谱密度函数周期性

地出现极大与极小值．在 θ ＝ ０和 φ ＝ π 的轴线上指向性较弱，声压功率谱密度在轴线对称的两

侧出现对称的指向性；随着频率的增大，指向性变得愈发复杂，除了主峰外出现了其他峰值．

（ａ） ω ／ （２π） ＝ １７０ Ｈｚ （ｂ） ω ／ （２π） ＝ １ ０００ Ｈｚ
图 ５　 不同频率下声压功率谱密度函数的指向性

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｄｉｒｅｃｔｉｖｉｔｙ ｐａｔｔｅｒｎ ｏｆ ｔｈｅ ｐｏｗｅｒ ｓｐｅｃｔｒａｌ ｄｅｎｓｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｓｏｕｎｄ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ

图 ６ 和图 ７ 分别给出了 φ ＝ π ／ ４ 和 θ ＝ π ／ ４ 时声压功率谱密度函数的指向性．图 ６ 所示的

声场指向性描述的是在垂直于薄板所在平面的平面内，辐射声场随 θ 的变化规律，即当 φ 等于

常数时，指向性函数与 θ 的关系．图 ７ 所示的声场指向性描述的是当 θ 为常数时，指向性函数

与 φ 的关系．从图 ６ 和图 ７ 可看到，随着频率的增加，声压功率谱密度的指向性在不同方向上

出现越来越多的极值，主瓣越来越尖锐，旁瓣不断增加．
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（ａ） ω ／ （２π） ＝ １７０ Ｈｚ （ｂ） ω ／ （２π） ＝ １ ０００ Ｈｚ
图 ６　 φ ＝ π ／ ４ 时薄板的指向性

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｄｉｒｅｃｔｉｖｉｔｙ ｐａｔｔｅｒｎ ｏｆ ｔｈｅ ｔｈｉｎ ｐｌａｔｅ ｉｎ ｆｌｅｘｕｒａｌ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ， φ ＝ π ／ ４

（ａ） ω ／ （２π） ＝ １７０ Ｈｚ （ｂ） ω ／ （２π） ＝ １ ０００ Ｈｚ
图 ７　 θ ＝ π ／ ４ 时薄板的指向性

Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ｄｉｒｅｃｔｉｖｉｔｙ ｐａｔｔｅｒｎ ｏｆ ｔｈｅ ｔｈｉｎ ｐｌａｔｅ ｉｎ ｆｌｅｘｕｒａｌ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ， θ ＝ π ／ ４

４　 结　 　 论

针对湍流边界层作用下薄板随机振动的声辐射问题，本文提出了一种基于辛对偶体系的

方法．将湍流边界层的互功率谱密度函数进行 Ｆｏｕｒｉｅｒ 级数展开，则湍流边界层作用下薄板随

机振动辐射声压的互功率谱密度函数可通过对空间和时间简谐压力作用下的确定性简谐响应

的求解得到．在求解简谐响应时，本文将薄板的运动方程导入辛状态空间，通过分离变量得到

辛本征值问题，并将状态向量和外作用向量用辛本征向量进行展开，得到解耦后的方程，最终

得到了简谐响应函数的解析解．本文方法由于仅在 ｘ 方向上进行截断，因此相比模态叠加法，
在计算精度方面有一定优势．采用本文方法计算了湍流边界层作用下薄板随机振动辐射的声

压功率谱密度函数的声压级，讨论了因 Ｆｏｕｒｉｅｒ 级数截断而产生的收敛性问题．计算结果表明，
Ｆｏｕｒｉｅｒ 级数在 ｘ 方向比 ｙ 方向收敛得更慢．最后，采用本文方法研究了湍流边界层作用下薄板

０６ 湍流边界层作用下薄板随机振动声辐射的辛方法



随机振动辐射声场的指向性．从计算结果可以看出，随着频率的增大，其辐射声场的指向性变

得愈加复杂．
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