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摘要：　 在双势理论的框架下，根据材料自由能形式，材料可以被划分为显式标准材料和隐式标准

材料．以经典的非关联 Ｄ⁃Ｐ 模型为例，对其本构锥体进行了描述，并引入了一对对偶锥体．证明了在

对偶锥体的描述下，不仅能满足非关联 Ｄ⁃Ｐ 模型自身本构关系，其应力和塑性应变也能满足隐式

流动表达．结合双势理论和 Ｄ⁃Ｐ 模型自身的本构特点，推导出了非关联 Ｄ⁃Ｐ 模型率形式弹性状态

下、率形式塑性状态下、增量形式弹性状态下、增量形式塑性状态下和增量形式弹塑性状态下的双

势函数，从而得到了非关联 Ｄ⁃Ｐ 模型的双势积分算法．通过数值模拟算例验证了双势积分算法的

准确性和稳定性．
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引　 　 言

探究材料本构关系一直是固体力学中一个重要的研究课题［１］，能正确模拟材料的应力⁃应
变关系，即数值实现材料的本构积分，是材料非线性研究的核心［２］ ．对于经典的关联性材料，如
大部分金属材料，其理论框架较为成熟，研究方法较为经典，研究成果也较为丰富［３］ ．同样，大
量的研究人员也对非关联材料进行了深入的研究［４］ ．但直到现在，如何在复杂的工程实践中，
找到更有效、更准确的模拟方法仍然是一个难题［５］ ．

根据不同的理论假设，不同的数值实现方法，非关联材料模型的本构积分方法存在一定的

差异，文献［６］对非关联模型本构进行了简单的讨论．其中，Ｄｒｕｃｋｅｒ⁃Ｐｒａｇｅｒ 模型（以下简称 Ｄ⁃Ｐ
模型）是一种常用的非关联材料模型［７］，常被用于模拟非关联土体材料．能高效准确地模拟简

单工况下非关联 Ｄ⁃Ｐ 模型的本构关系，是成功模拟复杂非关联材料的基础［８］ ．
针对非关联 Ｄ⁃Ｐ 模型应力⁃应变关系，传统塑性力学采用显式本构积分算法（ｅｘｐｌｉｃｉｔ ｉｎｔｅ⁃

ｇｒａｔｉｏｎ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ） ［９］，在每一步迭代计算中，只通过结构满足整体平衡来计算求解材料应力增

量．这种方法的优势在于模型本构积分只依赖于材料的屈服势函数 Ｆ 与流动势函数 Ｐ 的函数

形式．因此采用显式本构积分算法推导模型本构相对容易．但是由于此方法每一步计算其结构

只满足整体平衡，可能会造成计算过程的不稳定，计算效率有一定局限［１０］ ．由此可见，显式本
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构积分算法能有效模拟小型非关联材料的本构关系，但在处理复杂的大型非关联模型时存在

一定困难．
Ｓｉｍｏ 和 Ｔａｙｌｏｒ 基于加卸载条件和一致性原理，于 １９８５ 年提出了一种隐式本构积分算法

（ｉｍｐｌｉｃｉｔ ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ），也称为回退映射积分算法 （ ｒｅｔｕｒｎ ｍａｐｐｉｎｇ ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ ａｌｇｏ⁃
ｒｉｔｈｍ） ［１１］，此方法被广泛应用到固体力学材料的本构模拟中．尤其是针对关联材料，有较为理

想的模拟效果．关联材料流动势函数 Ｐ 与屈服势函数 Ｆ 具有关联性，其流动法则满足正交性．
隐式本构积分算法在每一步迭代计算中，不仅满足全局结构上的整体平衡，也满足模型局部上

的本构关系，这种算法更为稳定，效率相对较高［１２］ ．但是隐式本构积分算法处理非关联材料

时，其算法的稳定性和精确性取决于流动势函数 Ｐ ，不同形式的流动势函数 Ｐ 对计算结果影

响较大［１３］ ．许多研究者在隐式本构积分算法的基础上，对非关联 Ｄ⁃Ｐ 模型进行了相应的研

究［１４］，提出了一些流动势函数 Ｐ 的确定方法，并给出了其本构积分的相关步骤和数值模拟结

果，模拟结果较为理想．但是，在隐式本构积分算法中，对于非关联塑性材料，构造流动势函数

Ｐ 的方法较为复杂，势函数 Ｐ 中某些项物理意义较为模糊．可见，对于非关联材料，隐式本构积

分算法具有一定的局限性．
双势理论（ｂｉ⁃ｐｏｔｅｎｔｉａｌ ｔｈｅｏｒｙ）由 ｄｅ Ｓａｘｃé 和 Ｆｅｎｇ 于 １９９１ 年提出［１５］ ．其理论基础建立在

Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 定理上，通过 Ｆｅｎｃｈｅｌ 变换，形成了一套能有效处理对偶变量的 Ｆｅｎｃｈｅｌ 不等式．１９９２
年，ｄｅ Ｓａｘｃé 通过 Ｆｅｎｃｈｅｌ 不等式处理材料的自由能，根据自由能是否能被分解为两个独立的

对偶势，将材料分为显式标准材料（ｅｘｐｌｉｃｉｔ ｓｔａｎｄａｒｄ ｍａｔｅｒｉａｌ）和隐式标准材料（ｉｍｐｌｉｃｉｔ ｓｔａｎｄａｒｄ
ｍａｔｅｒｉａｌ） ［１６］ ．并且，其于 １９９５ 年提出了双势积分算法（ｂｉ⁃ｐｏｔｅｎｔｉａｌ ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ），并证明

此算法在处理隐式标准材料时，不仅能满足材料的本构关系，还能保证材料应力和塑性应变的

正交表达形式，算法具有自身的优势［１７］ ．目前双势理论的研究在国内还处于起步阶段，但在国

际上已经开始了一些相关工作的探索，尤其是针对接触摩擦问题、关联土体本构问题、非关联

硬化本构问题、非关联材料均匀化问题等．
由于接触面的法向与接触力的方向不一定共线，所以接触摩擦本构为典型的非关联本

构［１８］ ．Ｆｅｎｇ 于 １９９５ 年成功将双势应用于处理 ２Ｄ 和 ３Ｄ 情况下的接触摩擦本构问题［１９］ ．之后，
ｄｅ Ｓａｘｃé 等对双势积分算法处理接触摩擦本构进行了总结［２０］，该算法融合接触中的 Ｓｉｇｎｏｒｉｎｉ
条件和 Ｃｏｕｌｏｍｂ 条件［２１］，较传统算法处理接触摩擦问题能更为有效．Ｊｏｌｉ 等采用 Ｕｚａｗａ 方法替

代双势积分算法中的 Ｎｅｗｔｏｎ 方法来求解非线性方程，进一步提高了双势积分算法的计算效

率［２２］ ．研究者们还将这种算法发展到伴随大变形接触问题［２３］、各向异性接触问题［２４］、冲击动

力学接触问题［２５］等，都得到了较为理想的结果．
同样，根据非关联材料能量势函数的表达形式可知，一些非关联土体材料也属于隐式标准

材料［２６］ ．１９９５ 年，ｄｅ Ｓａｘｃé 证明了采用双势理论处理非关联土体材料问题的可行性［１７］ ．之后，
Ｂｏｕｓｓｈｉｎｅ 等推导出了双势积分算法处理非关联土体材料本构的具体形式［２７］ ．Ｂｅｒｇａ 针对非关

联土体材料中具体的理想塑性模型，给出了双势积分算法的具体步骤［２８］，并对双势积分算法

的理论框架、数值实现过程进行了总结［２９］ ．Ｚｈｏｕ 等结合 Ｂｅｒｇａ 的工作，推导出了非关联岩土体

材料的双势函数，并进行了简单的数值模拟［３０］ ．
Ｂｏｄｏｖｉｌｌé 等运用双势积分算法处理非关联随动硬化模型［３１］ ．Ｂｏｕｂｙ 等结合微动分析， 通

过双势积分算法，比较了线性有限、线性无限和非线性随动硬化材料［３２］ ．Ｃｈａａｂａ 等结合极限分

析，阐述了双势积分算法处理非线性随动硬化材料的优势［３３］ ．周洋靖等通过两种常用的非关

联材料模型，比较了双势积分算法和回退映射算法，总结了各自适用范围［３４］ ．研究结果表明，
结合双势积分算法分析非关联随动硬化模型能得到较为理想的结果．
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Ｃｈｅｎｇ 等采用双势积分算法，数值模拟各向同性加载条件下，非关联材料空心圆球的受

力［３５］ ．他们还将双势理论结合到极限分析中，针对塑性多孔材料，推导出了一种应力更新变分

模型［３６］ ．最近，Ｃｈｅｎｇ 等利用双势的概念，处理非关联材料的均匀化问题［３７］ ．研究表明，建立在

双势理论下的双势积分算法处理隐式标准材料，具有自身独特的优势［３８］ ．
以非关联材料中的 Ｄ⁃Ｐ 模型为例，本文从模型的本构圆锥出发，通过圆锥的空间变化，阐

述了非关联 Ｄ⁃Ｐ 模型对偶锥体满足模型的正交表达．结合双势理论，逐步构造增量形式下非关

联 Ｄ⁃Ｐ 模型弹塑性状态的双势函数 Δｂ（Δσ，Δεｐ） ．还列出了双势积分算法详细计算程序并对

其进行了数值实现，通过单向拉伸和单向压缩两个简单的数值模拟算例，验证双势积分算法的

准确性和稳定性．

１　 双 势 理 论

ｄｅ Ｓａｘｃé 和 Ｆｅｎｇ 按照材料自由能的函数形式，将材料模型分为显式标准材料和隐式标准

材料［１６］ ．显式标准材料具有关联材料的特征，其塑性流动方向正交于屈服面，隐式标准材料具

有非关联材料的特征，其塑性流动方向与屈服面不正交．在传统塑性力学框架下，两种材料的

流动法则具有不同的表达，但在双势理论的框架下，两种材料的流动法则可以统一．
１．１　 显式标准材料

显式标准材料能量势函数可以分解为两种对偶势函数 Ｗ（σ） 和 Ｖ（ε），Ｗ（σ） 为共轭凸函

数，Ｖ（ε） 为外凸势函数，其中， σ 为应力张量， ε 为应变率张量，二者为一对对偶二阶张量，且
Ｗ（σ） 和 Ｖ（ε） 满足 Ｆｅｎｃｈｅｌ 不等式［３９］，则有

　 　 ∀（σ，ε）　 Ｗ（σ） ＋ Ｖ（ε） ≥ σ ∶ ε， （１）
当且仅当 （σ，ε） 取得极值时等号成立，即 （σ，ε） 满足材料本构关系，此时

　 　 Ｗ（σ） ＋ Ｖ（ε） ＝ σ ∶ ε ． （２）
对不等式（１）两边作如下变换：

　 　 ∀ε′　 Ｖ（ε′） － Ｖ（ε） ≥ σ ∶ （ε′ － ε）， （３）
　 　 ∀σ′　 Ｗ（σ′） － Ｗ（σ） ≥ ε ∶ （σ′ － σ）， （４）

可以得到显式标准材料正交准则的一般表达式

　 　 σ ∈ ∂Ｖ（ε）， ε ∈ ∂Ｗ（σ） ． （５）
文献［１１］中，Ｓｉｍｏ 和 Ｔａｙｌｏｒ 将显式标准材料的流动准则表示为

　 　 εｐ ＝ λ ∂Ｗ（σ）
∂σ

， （６）

其中， λ 为塑性乘子，可以看出显式标准材料的流动准则在式（５）、（６）中具有类似的形式．
１．２　 隐式标准材料

对于隐式标准材料能量势函数不能分解，文献［１６］中定义双势函数 ｂ（σ，ε），ｂ（σ，ε） 满

足不等式

　 　 ∀（σ，ε）　 ｂ（σ，ε） ≥ σ ∶ ε， （７）
当且仅当 （σ，ε） 取得极值时等号成立，即 （σ，ε） 满足材料本构关系时，此时

　 　 ｂ（σ，ε） ＝ σ ∶ ε ． （８）
对不等式（７）两边做如下变换：

　 　 ∀ε，ε′　 ｂ（σ，ε′） － ｂ（σ，ε） ≥ σ ∶ （ε′ － ε）， （９）
　 　 ∀σ′，σ　 ｂ（σ′，ε） － ｂ（σ，ε） ≥ ε ∶ （σ′ － σ）， （１０）

可以得到隐式标准材料正交准则的一般表达式
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　 　 σ ∈ ∂εｂ（σ，ε）， ε ∈ ∂ｂσ（σ，ε） ． （１１）
若令 ｂ（σ，ε） ＝ Ｗ（σ） ＋ Ｖ（ε），则为显式标准材料．因此，可以认为显式标准材料是隐式标准材

料的特殊情况．

２　 非关联 Ｄ⁃Ｐ 模型

非关联 Ｄ⁃Ｐ 模型是经典的三参数（黏聚力 ｃ，内摩擦角 ϕ，剪胀角 θ ）非关联材料模型［４０］，
参数确定方法详见文献［４１］．非关联 Ｄ⁃Ｐ 模型的本构可以通过一共轭张量：应力张量 σ ＝ （ ｓｍ，
ｓ） 和塑性应变率张量 εｐ ＝ （ｅｐｍ，ｅｐ） 来表示，其中 ｓｍ ＝ （１ ／ ３）ｔｒ（σ），ｓ ＝ σ － ｓｍ１，ｅｐｍ ＝ ｔｒ（εｐ），ｅｐ

＝ εｐ － （ｅｐｍ ／ ３）１， １ 为二阶单位张量．
２．１　 Ｄ⁃Ｐ模型本构锥体

在弹性状态下，应力 σ ＝ （ ｓｍ，ｓ） 处于应力圆锥 Ｋσ 内；在塑性状态下，应力σ必须处于应力

圆锥 Ｋσ 上，如图 １ 所示， Ｋσ 有如下集合表达：

　 　 Ｋσ ＝ （ ｓｍ，ｓ）
‖ｓ‖
ｋｄ

＋ ｓｍ ｔａｎ ϕ ≤ ｃ{ } ， （１２）

其中， ‖ ‖ 表示 Ｅｕｃｌｉｄ（欧几里得）范数， ｋｄ 为一个与内摩擦角有关的量［４２］，在主应力空间

中，取 Ｍｏｈｒ⁃Ｃｏｕｌｏｍｂ 角锥的内切圆为 Ｄ⁃Ｐ 圆锥，所以有

　 　 ｋｄ ＝ ３ ２

９ ＋ １２ ｔａｎ２ϕ
． （１３）

根据 Ｄ⁃Ｐ 模型的流动法则，可以得到塑性应变率圆锥 Ｋε， 如图 １ 所示， Ｋε 也可以表示为塑性

应变率 εｐ ＝ （ｅｐｍ，ｅｐ） 的集合．只有在塑性状态下，才有塑性应变的产生，所以 Ｋε 只存在于应力

圆锥 Ｋσ 的边界上，根据 Ｋσ 的可微性，可以知道：

１） 对于应力圆锥的一般点，即 ｓｍ ≠ ｃ
ｔａｎ ϕ

和 ‖ｓ‖ ≠ ０æ

è
ç

ö

ø
÷ ，Ｋσ 是可微的，塑性应变的流动

方向确定，塑性应变率唯一，此时有

　 　 Ｋε ＝ （ｅｐｍ，ｅｐ） ｜ ｅｐｍ ＝ ‖ ｅｐ‖ｋｄ ｔａｎ θ{ } ． （１４）
２） 对于应力圆锥的顶点，即 （ ｓｍ ＝ ｃ ／ ｔａｎ ϕ和‖ｓ‖ ＝ ０），Ｋσ 不可微，塑性应变的流动方向

不确定，塑性应变率不唯一，其流动方向为一个集合，则有

　 　 Ｋε ＝ （ｅｐｍ，ｅｐ） ｜ ｅｐｍ ≥ ‖ ｅｐ‖ｋｄ ｔａｎ θ{ } ． （１５）
所以，Ｄ⁃Ｐ 模型的塑性应变率圆锥 Ｋε 可以统一表示为

　 　 Ｋε ＝ （ｅｐｍ，ｅｐ） ｜ ｅｐｍ ≥ ‖ ｅｐ‖ｋｄ ｔａｎ θ{ } ． （１６）
引入符号函数 Ψ（Ｋσ（σ）） 和 Ψ（Ｋε（εｐ））， 定义

　 　 Ψ（Ｋσ（σ）） ＝
０， σ ∈ Ｋσ，
＋ ∞， ｏｔｈｅｒ，{ （１７ａ）

　 　 Ψ（Ｋε（εｐ）） ＝
０， εｐ ∈ Ｋε，
＋ ∞， ｏｔｈｅｒ ．{ （１７ｂ）

根据传统的正交定理，有
　 　 εｐ ∈ ∂Ψ（Ｋσ（σ））⇒（ｅｐｍ，ｅｐ） ∈ （∂ｓｍΨ（Ｋσ（σ）），∂ｓΨ（Ｋσ（σ）））， （１８）
　 　 σ ∈ ∂Ψ（Ｋε（εｐ））⇒（ ｓｍ，ｓ） ∈ （∂ｅ·ｐ

ｍ
Ψ（Ｋε（εｐ）），∂ｅ·ｐΨ（Ｋε（εｐ））） ． （１９）

易知， ∂Ψ（Ｋσ（σ）） 和 ∂Ψ（Ｋε（εｐ）） 对应的分别为集合 Ｋε 和 Ｋσ， 从图 １ 中可以看出，当
且仅当 θ ＝ ϕ时， Ｋε 和Ｋσ 互为对偶圆锥（两圆锥的母线正交），此时 Ｄ⁃Ｐ 模型是关联的，塑性应
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变率的流动方向垂直应力屈服面；在 θ ≠ ϕ 时，此时 Ｄ⁃Ｐ 模型是非关联的，塑性应变率的流动

方向与应力屈服面的法向存在 ϕ － θ 的夹角．由此可见，非关联 Ｄ⁃Ｐ 模型的传统表达虽然满足

了模型的本构关系，但塑性应变率与屈服面不正交．希望寻求一种新的表述，既能满足非关联

Ｄ⁃Ｐ 模型的本构关系，又能表达模型的正交性．

图 １　 Ｄ⁃Ｐ 非关联模型圆锥

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｃｏｎｅ ｏｆ ｔｈｅ ｎｏｎ⁃ａｓｓｏｃｉａｔｅｄ Ｄ⁃Ｐ ｍｏｄｅｌ

２．２　 Ｄ⁃Ｐ模型对偶锥体
将非关联 Ｄ⁃Ｐ 模型的应力圆锥沿 ｓｍ 轴的负方向移动 ｃ ／ ｔａｎ ϕ， 即将应力圆锥 Ｋσ 移动到顶

点 （ ｓｍ，‖ｓ‖） ＝ （０，０） 的位置，如图 ２ 所示，此时得到的新的应力圆锥为 Ｋ∗
σ ， 有

　 　 Ｋ∗
σ ＝ （ ｓｍ，ｓ）

‖ｓ‖
ｋｄ

＋ ｓｍ ｔａｎ ϕ ≤ ０{ } ． （２０）

根据对偶圆锥的定义，有应力圆锥 Ｋ∗
σ 的对偶圆锥 Ｋ∗

ε ：
　 　 Ｋ∗

ε ＝ （ｅｐｍ，ｅｐ） ｜ ｅｐｍ ≥ ‖ ｅｐ‖ｋｄ ｔａｎ ϕ{ } ． （２１）
根据新圆锥与传统圆锥的几何特征，再由式（１８）、（１９）可以得到如下关系：

　 　 σ ∈ ∂Ψ（Ｋε（εｐ）） ＝ ∂Ψ（Ｋ∗
ε （εｐ）） ＋ ｃ

ｔａｎ ϕ
，ｓæ

è
ç

ö

ø
÷ ， （２２）

　 　 εｐ ∈ ∂Ψ（Ｋσ（σ）） ＝ ∂Ψ（Ｋ∗
σ （σ）） ＋ （ｋｄ（ｔａｎ θ － ｔａｎ ϕ）‖ ｅｐ‖，ｓ） ． （２３）

将式（２２）、（２３）分解为静水压力部分和偏量部分，则有

　 　
ｓｍ ∈ ∂ｅ·ｐ

ｍ
Ψ（Ｋ∗

ε （εｐ）） ＋ ｃ
ｔａｎ ϕ

，

ｓ ∈ ∂ｅ·ｐΨ（Ｋ∗
ε （εｐ）），

ì

î

í

ïï

ïï
（２４）

　 　
ｅｐｍ ∈ ∂ｓｍΨ（Ｋ∗

σ （σ）） ＋ ｋｄ（ｔａｎ θ － ｔａｎ ϕ）‖ ｅｐ‖，

ｅｐ ∈ ∂ｓΨ（Ｋ∗
σ （σ）） ．{ （２５）

整理式（２４）、（２５），可以得到

　 　
ｓｍ － ｃ

ｔａｎ ϕ
∈ ∂ｅ·ｐ

ｍ
Ψ（Ｋ∗

ε （εｐ）），

ｓ ∈ ∂ｅ·ｐΨ（Ｋ∗
ε （εｐ）），

ì

î

í

ïï

ïï
⇒ ｓｍ － ｃ

ｔａｎ ϕ
，ｓæ

è
ç

ö

ø
÷ ∈ ∂Ψ（Ｋ∗

ε （εｐ））， （２６）

　 　
ｅｐｍ ＋ ｋｄ（ｔａｎ ϕ － ｔａｎ θ）‖ ｅｐ‖ ∈ ∂ｓｍΨ（Ｋ∗

σ （σ）），

ｅｐ ∈ ∂ｓΨ（Ｋ∗
σ （σ）），{ ⇒

　 　 　 　 （ｅｐｍ ＋ ｋｄ（ｔａｎ ϕ － ｔａｎ θ）‖ ｅｐ‖，ｅｐ） ∈ ∂Ψ（Ｋ∗
σ （σ）） ． （２７）

５１双势积分算法在非关联材料中的应用



根据以上推导，可以得到 Ｄ⁃Ｐ 模型正交法则对偶锥体的表达式：

　 　 （ｅｐｍ ＋ ｋｄ（ｔａｎ ϕ － ｔａｎ θ）‖ ｅｐ‖，ｅｐ） ＝ ∂Ψ Ｋ∗
σ ｓｍ － ｃ

ｔａｎ ϕ
，ｓæ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （２８）

　 　 ｓｍ － ｃ
ｔａｎ ϕ

，ｓæ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ∂Ψ（Ｋ∗

ε （ｅｐｍ ＋ ｋｄ（ｔａｎ ϕ － ｔａｎ θ）‖ ｅｐ‖，ｅｐ）） ． （２９）

由于 Ｋ∗
σ 与 Ｋ∗

ε 为对偶圆锥， σ ＝ （ ｓｍ，ｓ） 与 εｐ ＝ （ｅｐｍ，ｅｐ） 为对偶变量，再根据第 １ 节中介绍的双

势理论，希望寻找一个能统一表示 ∂Ψ（Ｋ∗
σ （σ）） 和 ∂Ψ（Ｋ∗

ε （εｐ）） 的双势函数表达非关联 Ｄ⁃Ｐ
模型，使之既满足材料的本构关系，也满足材料的双势积分算法．

图 ２　 应变率圆锥 Ｋε 与 Ｋ∗
ε

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｐｌａｓｔｉｃ ｓｔｒａｉｎ ｒａｔｅ ｃｏｎｅ Ｋε ａｎｄ Ｋ∗
ε

３　 建立非关联 Ｄ⁃Ｐ 模型双势函数

推导非关联 Ｄ⁃Ｐ 模型的本构积分算法，首先需要建立模型的双势函数．采用分情况推演的

思路，分别建立非关联 Ｄ⁃Ｐ 模型率形式弹性状态下、率形式塑性状态下、增量形式弹性状态

下、增量形式塑性状态下和增量形式弹塑性状态下的双势函数，推演过程如图 ３ 所示．

图 ３　 增量形式弹塑性双势函数的推演策略

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｄｅｒｉｖｉｎｇ ｓｔｒａｔｅｇｙ ｏｆ ｉｎｃｒｅｍｅｎｔａｌ ｅｌａｓｔｏ⁃ｐｌａｓｔｉｃｉｔｙ

３．１　 建立率形式弹性状态的双势函数 ｂｅ（σ，εｅ）
在弹性状态下，非关联 Ｄ⁃Ｐ 模型的双势函数满足显式标准材料双势函数的特征，所以有

　 　 ｂｅ（σ，εｅ） ＝ Ｖｅ（εｅ） ＋ Ｗｅ（σ） ≥ σ ∶ εｅ， （３０）
其中， Ｖｅ（εｅ） 与 Ｗｅ（σ） 也被称为应变能密度与应变余能密度［４３］ ．根据 Ｖｅ（εｅ） 和 Ｗｅ（σ） 的定

义，直接可以得到 Ｄ⁃Ｐ 模型弹性状态下应力与塑性应变率的正交表达式：
　 　 εｅ ∈ ∂Ｗｅ（σ） ＝ ∂σｂｅ（σ，εｅ）， （３１）
　 　 σ ∈ ∂Ｖｅ（εｅ） ＝ ∂εｅｂｅ（σ，εｅ） ． （３２）

３．２　 建立率形式塑性状态的双势函数 ｂｐ（σ，εｐ）
在塑性状态下，由于非关联 Ｄ⁃Ｐ 模型为隐式标准材料，根据式（７），有
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　 　 ｂｐ（σ，εｐ） ≥ σ ∶ εｐ ＋ Ψ（Ｋ∗
σ （σ）） ＋ Ψ（Ｋ∗

ε （εｐ）） ． （３３）
当材料满足非关联 Ｄ⁃Ｐ 模型本构时，有

　 　 ｂｐ（σ，εｐ） ＝ σ ∶ εｐ ＋ Ψ（Ｋ∗
σ （σ）） ＋ Ψ（Ｋ∗

ε （εｐ）） ． （３４）
将 σ ∶ εｐ 分解为静水压力部分和偏量部分，即

　 　 σ ∶ εｐ ＝ ｓｍ·ｅｐｍ ＋ ｓ ∶ ｅｐ ＋ Ψ（Ｋ∗
σ （σ）） ＋ Ψ（Ｋ∗

ε （εｐ））， （３５）
其中，静水压力项可以做如下变换：

　 　 ｓｍ·ｅｐｍ ＝
ｃｅｐｍ
ｔａｎ ϕ

＋ ｓｍ － ｃ
ｔａｎ ϕ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅｐｍ ． （３６）

再由式（１２）和（１６）可以得到

　 　 ｓｍ·ｅｐｍ ≤
ｃｅｐｍ
ｔａｎ ϕ

＋ ｋｄ ｔａｎ θ ｓｍ － ｃ
ｔａｎ ϕ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖ ｅｐ‖ ． （３７）

对于偏量项，由 Ｃａｕｃｈｙ⁃Ｓｃｈｗａｒｚ 不等式和式（１２）可以得到

　 　 ｓ ∶ ｅｐ ≤ ‖ｓ‖·‖ ｅｐ‖ ≤－ ｋｄ ｔａｎ ϕ ｓｍ － ｃ
ｔａｎ ϕ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖ ｅｐ‖ ． （３８）

由式（３３）、（３５）、（３７）、（３８）可以得到 Ｄ⁃Ｐ 模型塑性状态在率形式下的双势函数表达式：

　 　 ｂｐ σ，εｐ( ) ≥
ｃｅｐｍ
ｔａｎ ϕ

＋ ｋｄ（ｔａｎ θ － ｔａｎ ϕ） ｓｍ － ｃ
ｔａｎ ϕ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖ ｅｐ‖ ＋

　 　 　 　 Ψ（Ｋ∗
σ （σ）） ＋ Ψ（Ｋ∗

ε （εｐ）） ． （３９）
若此时 （σ，εｐ） 满足非关联 Ｄ⁃Ｐ 模型的本构关系，则有

　 　 ｂｐ（σ，εｐ） ＝
ｃｅｐｍ
ｔａｎ ϕ

＋ ｋｄ（ｔａｎ θ － ｔａｎ ϕ） ｓｍ － ｃ
ｔａｎ ϕ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖ ｅｐ‖ ＋

　 　 　 　 Ψ（Ｋ∗
σ （σ）） ＋ Ψ（Ｋ∗

ε （εｐ）） ． （４０）
验证 ｂｐ（σ，εｐ） 的双势积分算法，将式（３９）分别对 σ ＝ （ ｓｍ，ｓ） 与 εｐ ＝ （ｅｐｍ，ｅｐ） 求偏导数，Ｄ⁃Ｐ
模型塑性状态下的正交法则可以表示为

　 　
∂ｓｍｂ

ｐ（σ，εｐ） ＝ ｋｄ（ｔａｎ θ － ｔａｎ ϕ）‖ ｅｐ‖ ＋ ∂ｓｍΨ（Ｋ∗
σ （σ）），

∂ｓｂｐ（σ，εｐ） ＝ ∂ｓΨ（Ｋ∗
σ （σ）），{ （４１）

　 　
∂ｅ·ｐ

ｍ
ｂｐ（σ，εｐ） ＝ ｃ

ｔａｎ ϕ
＋ ∂ｅ·ｐ

ｍ
Ψ（Ｋ∗

ε （εｐ）），

∂ｅ·ｐｂｐ（σ，εｐ） ＝ ∂ｅ·ｐΨ（Ｋ∗
ε （εｐ）） ．

ì

î

í

ïï

ïï
（４２）

对比式（２４）、（２５），可以知道

　 　
ｅｐｍ ∈ ∂ｓｍｂ

ｐ（σ，εｐ），

ｅｐ ∈ ∂ｓｂｐ（σ，εｐ），{ ⇒ εｐ ∈ ∂σｂｐ（σ，εｐ）， （４３）

　 　
ｓｍ ∈ ∂ｓｍｂ

ｐ（σ，εｐ），

ｓ ∈ ∂ｓｂｐ（σ，εｐ），{ ⇒ σ ∈ ∂εｐｂｐ（σ，εｐ） ． （４４）

由此可知，非关联 Ｄ⁃Ｐ 模型塑性状态下的双势函数，满足应力与塑性应变率的正交表达．
３．３　 建立增量形式弹性状态的双势函数 Δｂｅ（Δσ，Δεｅ）

假设应变率随时间线性变化，则有

　 　 Δε ＝ Δｔ·ε， Δσ ＝ σ１ － σ０， （４５）
下标 ０ 表示初始迭代时的状态，下标 １ 表示此步迭代最终的状态．所以，根据以上关系，可以建

立增量形式下非关联 Ｄ⁃Ｐ 模型的双势函数．
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当模型处于弹性状态时，满足弹性状态的本构关系，此时模型具有显式标准材料的特征，
由式（３０），可以知道

　 　 Δｂｅ（Δσ，Δεｅ） ＝ ΔＶｅ（Δεｅ） ＋ ΔＷｅ（Δσ） ≥ Δσ ∶ Δεｅ， （４６）
其中

　 　 ΔＶｅ（Δεｅ） ＝ １
２

Δσ ∶ Δεｅ ＝ １
２
（Δｓｍ·Δｅｅｍ ＋ Δｓ ∶ Δｅｅ） ＝

　 　 　 　
Ｋｃ

２
（Δｅｅｍ） ２ ＋ μ‖Δｅｅ‖２， （４７）

　 　 ΔＷｅ（Δσ） ＝ １
２

Δσ ∶ Δεｅ ＝ １
２
（Δｓｍ·Δｅｅｍ ＋ Δｓ ∶ Δｅｅ） ＝

　 　 　 　 １
２Ｋｃ

（Δｓｍ） ２ ＋ １
４μ

‖Δｓ‖２ ． （４８）

故在满足非关联 Ｄ⁃Ｐ 模型弹性本构的条件下，其增量形式弹性状态双势函数表达式为

　 　 Δｂｅ（Δσ，Δεｅ） ＝
Ｋｃ

２
（Δｅｅｍ） ２ ＋ μ‖Δｅｅ‖２ ＋ １

２Ｋｃ
（Δｓｍ） ２ ＋ １

４μ
‖Δｓ‖２ ． （４９）

３．４　 建立增量形式塑性状态的双势函数 Δｂｐ（Δσ，Δεｐ）
模型处于塑性状态时，满足塑性状态的本构关系，满足式（３３）．又因为塑性状态具有历史

继承性，即
　 　 Δεｐ ∈ ∂σｂｐ（σ０ ＋ Δσ，Δεｐ）， （５０）
　 　 Δσ ＋ σ０ ∈ ∂Δεｐｂｐ（σ０ ＋ Δσ，Δεｐ） ． （５１）

所以

　 　 （σ０ ＋ Δσ） ∶ Δεｐ ≤ ｂｐ（σ０ ＋ Δσ，Δεｐ）， （５２）
则

　 　 Δσ ∶ Δεｐ ≤ ｂｐ（σ０ ＋ Δσ，Δεｐ） － σ０ ∶ Δεｐ ． （５３）
又因为

　 　 Δσ ∶ Δεｐ ≤ ｂｐ（Δσ，Δεｐ）， （５４）
所以可以得到

　 　 Δｂｐ（Δσ，Δεｐ） ≥ ｂｐ（σ０ ＋ Δσ，Δεｐ） － σ０ ∶ Δεｐ ． （５５）
在满足 Ｄ⁃Ｐ 模型本构的前提下，根据式（４０），可以得到 Ｄ⁃Ｐ 模型塑性状态增量形式的双

势函数表达式

　 　 Δｂｐ（Δεｐ，Δσ） ＝
ｃΔｅｐｍ
ｔａｎ ϕ

＋ ｋｄ（ｔａｎ θ － ｔａｎ ϕ） ｓｍ０ ＋ Δｓｍ － ｃ
ｔａｎ ϕ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖Δｅｐ‖ －

　 　 　 　 ｓｍ０Δｅｐｍ － ｓ０ ∶ Δｅｐ ． （５６）
３．５　 建立增量形式弹塑性状态的双势函数 Δｂｅｐ（Δσ，Δε）

由于总应变 Δε 可以分解为弹性应变 Δεｅ 和塑性应变 Δεｐ 之和，则有
　 　 Δεｅ ＝ Δε － Δεｐ ． （５７）

再根据式（４６）和（５２），可以得到增量形式弹塑性状态的双势函数表达式：
　 　 Δｂｅｐ（Δσ，Δε） ＝ ｉｎｆ

Δεｐ
［Δｂｐ（Δσ，Δε － Δεｐ）］ ＋ Δｂｅ（Δσ，Δε） ． （５８）

根据式（５８），再结合式（４９）、（５６），可以得到 Ｄ⁃Ｐ 模型弹塑性状态在增量形式下的双势函数：

　 　 Δｂｅｐ（Δσ，Δε） ＝ ｉｎｆ
Δｅｐｍ≥ｋｄｔａｎ θ‖Δｅｐ‖

Ｋｃ

２
（Δｅｍ － Δｅｐｍ） ２ ＋ μ‖Δｅ － Δｅｐ‖ ＋

ｃΔｅｐｍ
ｔａｎ ϕ{ ＋
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　 　 　 　 ｋｄ（ｔａｎ θ － ｔａｎ ϕ） ｓｍ０ ＋ Δｓｍ － ｃ
ｔａｎ ϕ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖Δｅｐ‖ － ｓｍ０Δｅｐｍ － ｓ０ ∶ Δｅｐ} ＋

　 　 　 　 １
４μ

‖Δｓ‖２ ＋ １
２Ｋｃ

（Δｓｍ） ２ ． （５９）

同 ３．１ 小节和 ３．２ 小节中验证双势积分算法的方法，可以验证 Δｂｅｐ（Δσ，Δε） 满足材料应力增

量与塑性应变增量的正交性：
　 　 Δε ∈ ∂ΔσΔｂｅｐ（Δσ，Δε）， Δσ ∈ ∂ΔεΔｂｅｐ（Δσ，Δε） ． （６０）

４　 双势积分算法

对式（５９）进行有限元离散，可以得到非关联 Ｄ⁃Ｐ 模型的双势本构积分算法．
４．１　 整体计算框架

根据经典弹性力学可知，结构整体平衡方程为

　 　 ∫
Ｖ
ＢＴ ∂Δｂ［Δσ，Δε（ΔＵ）］

∂Δε
ｄＶ － ∫

Ｖ
ＮＴΔｆｄＶ － ∫

Ｓ
ＮＴΔＴｄＳ ＝ ０， （６１）

其中， Ｂ 为应变矩阵， Δε 为增量位移 ΔＵ 的函数， Ｎ 为单元形函数， Δｆ 为体力， ΔＴ 为面力．根
据式（６１），结构的整体平衡在残余外力 ΔＦｒ 趋近于 ０ 时达到，则有

　 　 ΔＦｒ ＝ ∫
Ω
ＢＴΔσ － ΔＦ → ０． （６２）

同样，每个 Ｇａｕｓｓ（高斯）点局部平衡在残余应力 Δσｒ 趋近于 ０ 时达到，则有

　 　 Δσｒ ＝
∂Δｂ（Δε，Δσ）

∂Δε
－ Δσ → ０． （６３）

图 ４　 计算程序框图

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｃａｌｃｕｌａｔｉｎｇ ｐｒｏｇｒａｍ ｆｒａｍｅ

图 ４ 为双势本构积分算法利用 Ｎｅｗｔｏｎ⁃Ｒａｐｈｓｏｎ 迭代的计算程序框图，其中 ΔＲ，ΔＦ，ΔＦｉｎｔｅｒ

为每一个增量步的整体残余力向量、整体外力向量和整体内力向量； ＫＴ 为整体切向刚度矩阵，
其维度为 ｍ × ｍ，ｍ 为整体结构的自由度； Δσ，Δεｐ 为 Ｇａｕｓｓ 点上的应力增量和塑性应变增量；
Ｄｅｐ 为弹塑性刚度矩阵； Δｆｉｎｔｅｒ 为单元内力向量； ｋＴ 为单元切向刚度矩阵，其维度为 ｎ × ｎ，ｎ 为

单元的自由度；单元内力向量 Δｆｉｎｔｅｒ 和单元切向刚度矩阵 ｋＴ 通过组装运算 Ａ 得到； δ １ 和 δ ２ 分
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别为绝对收敛判据和相对收敛判据．
４．２　 双势本构积分

对式（５９）进行有限元离散，结合 Ｌａｇｒａｎｇｅ（拉格朗日）乘数法和材料的一致性条件，可以

得到非关联 Ｄ⁃Ｐ 模型的双势积分算法，其具体离散方法可参看文献［３０］．本构积分点在非关

联 Ｄ⁃Ｐ 模型应力圆锥上可分为顶点与一般点两类．非关联 Ｄ⁃Ｐ 模型双势本构积分算法见附录．

５　 计 算 算 例

根据上面推导出的非关联 Ｄ⁃Ｐ 模型双势积分算法，利用 Ｃ＋＋编程进行了程序实现，并通

过以下算例对双势积分算法计算结果的准确性、计算过程的稳定性进行了讨论．
仅仅考虑小变形的情况，数值模拟非关联 Ｄ⁃Ｐ 模型单向拉伸和单向压缩．由于模型采用无

强化的理想弹塑性，为避免因力边界加载导致的不收敛，故采用给定位移 ｕｚ ＝ ± ０．１ ｃｍ （“＋”
为拉伸，“－”为压缩）加载，算例几何模型如图 ５ 所示，正方体边长为 １０ ｃｍ ．

图 ５　 单压 ／ 单拉算例几何模型

Ｆｉｇ． ５　 Ｇｅｏｍｅｔｒｙ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｏｎ ／ ｔｅｎｓｉｏｎ ｅｘａｍｐｌｅｓ

特别地，采用文献［４４］中白云岩的参数进行计算，弹性模量 Ｅ ＝ ５．０ × １０４ ＭＰａ， Ｐｏｉｓｓｏｎ（泊
松）比 ν ＝ ０．３３， 黏聚力 ｃ ＝ ３０．０ ＭＰａ， 内摩擦角 ϕ ＝ ４０°， 由式（１３）计算得到 ｋｄ ＝ １．０１５ ６６．
５．１　 准确性验证

对算例中模型任意一个 Ｇａｕｓｓ 点，由双势积分算法，可以得到单向压缩和单向拉伸模型在

‖ｓ‖ ／ ｋｄ⁃ｓｍ 坐标下的本构曲线图．

（ａ） 单向压缩 （ｂ） 单向拉伸

（ａ） Ｕｎｉａｘｉａｌ ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｏｎ （ｂ） Ｕｎｉａｘｉａｌ ｔｅｎｓｉｏｎ
图 ６　 ‖ｓ‖ ／ ｋｄ ⁃ｓｍ 本构曲线

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ‖ｓ‖ ／ ｋｄ ⁃ｓｍ ｃｕｒｖｅｓ

将数值结果图 ６ 与理论结果图 １ 进行比较，可以看出，双势积分算法得到的非关联 Ｄ⁃Ｐ 模型

本构曲线图和理论本构曲线吻合：曲线弹性部分位于应力锥体内部；曲线塑性部分与 ‖ｓ‖ 轴的

截距为材料黏聚力 ｃ ＝ ３０ ＭＰａ；曲线塑性部分与 ｓｍ 的夹角为材料内摩擦角 ϕ ＝ ４０° ．
一般的岩体材料具有剪胀特性，若采用普通的关联流动法则，进入塑性后会产生体积膨胀

现象，导致结果失真；引入剪胀角，采用非关联流动法则，能有效减小进入塑性后的体积膨胀现
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象．取不同剪胀角值： θ ＝ ϕ ＝ ４０° （关联流动法则）， θ ＝ ϕ ／ ２ ＝ ２０° （非关联流动法则）， θ ＝ ϕ ／ ４
＝ １０° （非关联流动法则）， θ ＝ ０° （非关联流动法则），图 ７ 给出了单向压缩与单向拉伸时不同

剪胀角材料进入塑性后的体积膨胀曲线，从两幅曲线中可以看出，采用非关联流动法则可以有

效避免岩体材料进入塑性后产生的体积膨胀，使模拟结果更为准确．

（ａ） 单向压缩 （ｂ） 单向拉伸

（ａ） Ｕｎｉａｘｉａｌ ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｏｎ （ｂ） Ｕｎｉａｘｉａｌ ｔｅｎｓｉｏｎ
图 ７　 剪胀角 θ 对材料进入塑性后体积膨胀的影响

Ｆｉｇ． ７　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｄｉｌａｔａｎｃｙ ａｎｇｌｅｓ ｏｎ ｍａｔｅｒｉａｌ ｐｌａｓｔｉｃ ｖｏｌｍｅ ｄｉｌａｔｉｏｎ

为保证数值模拟结果满足对白云岩材料的抗压强度范围（９８．１ ～ １４７ ＭＰａ）与抗拉强度范

围（９．８１～１４．７ ＭＰａ），当模拟单向拉伸时，计算结果乘以 ０．５ 的折损系数．模拟得出了 ４ 条

σ ｅｐ⁃ε ｅｐ 本构曲线， σ ｅｐ 代表等效应力， ε ｅｐ 代表等效应变．

（ａ） 单向压缩 （ｂ） 单向拉伸

（ａ） Ｕｎｉａｘｉａｌ ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｏｎ （ｂ） Ｕｎｉａｘｉａｌ ｔｅｎｓｉｏｎ

图 ８　 单压 ／ 单拉 σ ｅｐ ⁃ε ｅｐ 本构曲线

Ｆｉｇ． ８　 Ｔｈｅ ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｏｎ ／ ｔｅｎｓｉｏｎ σ ｅｐ ⁃ε ｅｐ ｃｕｒｖｅｓ

从图 ８（ａ）可以看出，单向压缩非关联 Ｄ⁃Ｐ 模型的极限应力随着剪胀角的增大而增大，
σ ｅｐ⁃ε ｅｐ 曲线符合典型的经典弹塑性特点；从图 ８（ｂ）可以看出，单向拉伸非关联 Ｄ⁃Ｐ 模型的极

限应力随着剪胀角的增大而增大，而且当剪胀角减小时，在加载初期会出现软化现象，此结论

与文献［２７］中结论相同．由 ‖ｓ‖ ／ ｋｄ⁃ｓｍ 本构曲线和 σ ｅｐ⁃ε ｅｐ 本构曲线，双势积分算法的准确性

可以被验证．
５．２　 稳定性验证

为验证双势积分算法的稳定性，仍然采用此算例．根据文献［４５］，可以得到平面应变非关

联 Ｄ⁃Ｐ 模型单向压缩和单向拉伸的理论解．再分别使用传统塑性力学的显式本构积分算法，隐
式本构积分算法和双势积分算法对模型进行数值模拟，选取剪胀角 θ ＝ ４０° （显式标准材料）、
θ ＝ ２０° （隐式标准材料）和 θ ＝ ０° （隐式标准材料）３ 种剪胀角模型，为比较算法稳定性，同时

选取加载步为 １００ 步，则可以得到如下结果（见图 ９、１０）．
当 θ ＝ ϕ ＝ ４０° 时，模型材料为显式标准材料，其流动势函数和屈服势函数具有关联性，从

图 ９（ａ）中可以看出：３ 种积分算法得到的数值解最终都与解析解吻合，且计算结果稳定．当 θ ＝

１２双势积分算法在非关联材料中的应用



２０° 时，材料为隐式标准材料，从图 ９（ｂ）中可以看出：采用显式本构积分算法存在一定误差，
且计算结果有轻微震荡；采用隐式本构积分算法，结果趋近于解析解，且计算结果较为稳定；采
用双势积分算法得到的数值解与解析解吻合，且计算结果稳定．当 θ ＝ ０° 时，材料为隐式标准

材料，从图 ９（ｃ）中可以看出：采用显式本构积分算法误差较大，且计算结果有明显震荡；采用

隐式本构积分算法，结果与解析解存在一定误差，计算结果较为稳定；采用双势积分算法得到

的数值解与解析解吻合，且计算结果稳定．

（ａ） θ ＝ ４０° （ｂ） θ ＝ ２０° （ｃ） θ ＝ ０°
图 ９　 单向压缩稳定性曲线

Ｆｉｇ． ９　 Ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｃｕｒｖｅｓ ｉｎ ｔｈｅ ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｏｎ ｃａｓｅ

（ａ） θ ＝ ４０° （ｂ） θ ＝ ２０° （ｃ） θ ＝ ０°
图 １０　 单向拉伸稳定性曲线

Ｆｉｇ． １０　 Ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｃｕｒｖｅｓ ｉｎ ｔｈｅ ｔｅｎｓｉｏｎ ｃａｓｅ

对于单向拉伸模型，同样选取 θ ＝ ４０°，θ ＝ ２０° 和 θ ＝ ０° 这 ３ 种剪胀角模型进行模拟，都选
取加载步为 １００ 步的情况，可以得到如下结果：当 θ ＝ ϕ ＝ ４０° 时，模型材料为显式标准材料，从
图 １０（ａ）中可以看出，此时 ３ 种积分算法得到的数值解最终都与解析解吻合，且计算结果稳
定．当 θ ＝ ２０° 时，材料为隐式标准材料，从图 １０（ｂ）可以看出，采用显式本构积分算法有较大
的震荡，计算结果不收敛；采用隐式本构积分算法，结果与解析解存在一定误差，计算结果较为
稳定；采用双势积分算法得到的数值解与解析解吻合，且计算结果稳定．当 θ ＝ ０° 时，材料为隐
式标准材料，从图 １０（ｃ）中可以看出，采用显式本构积分算法有很大的震荡，计算结果不收敛；
采用隐式本构积分算法，结果与解析解存在一定误差，计算结果较为稳定；采用双势积分算法
得到的数值解与解析解吻合，且计算结果稳定．

值得注意的是，尽管限定加载步为 １００ 时，显示本构积分算法处理非关联材料时产生了较
大震荡，但随着加载步数的增加，震荡逐渐减小，直至稳定且数值上趋近于理论解．根据 ３ 种积
分算法对单拉单压模型的模拟，可以得出模型拉压极限应力比较如表 １ 所示．

２２ 周　 洋　 靖　 　 　 冯　 志　 强　 　 　 彭　 　 磊



表 １　 Ｄ⁃Ｐ 模型极限应力比较表（单位： ＭＰａ）
Ｔａｂｌｅ １　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ Ｄ⁃Ｐ ｍｏｄｅｌ ｌｉｍｉｔ ｓｔｒｅｓｓ（ｕｎｉｔ： ＭＰａ）

θ ／ （ °）
ｔｈｅｒｏｙ

ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｏｎ ｔｅｎｓｉｏｎ

ｂｉ⁃ｐｏｔｅｎｔｉａｌ

ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｏｎ ｔｅｎｓｉｏｎ

４０ １２８．６６９ １３．９８９ １２８．６６９ １３．９８９ ２

２０ １２１．０９４ １３．８０２ １２１．０９４ １３．８０１ ５

０ １０８．４３９ １３．４４４ １０８．４３９ １３．４４３ ８

ｍａｘ ｅｒｒｏｒ ＜０．０１％ ＜０．０１％

θ ／ （ °）
ｅｘｐｌｉｃｉｔ

ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｏｎ ｔｅｎｓｉｏｎ

ｉｍｐｌｉｃｉｔ

ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｏｎ ｔｅｎｓｉｏｎ

４０ １２８．６６９ １３．９８９ ２ １２８．６６９ １３．９８９

２０ １２０．８８８ ｄｉｖｅｒｇｅｎｃｅ １２４．７１８ １３．１１１

０ ｄｉｖｅｒｇｅｎｃｅ ｄｉｖｅｒｇｅｎｃｅ １１１．７３６ １２．９６５

ｍａｘ ｅｒｒｏｒ １７．００％ ３．０４％ ５．００％

　 　 根据以上结果可知：显式本构积分算法能有效准确模拟显式标准材料，但是对于隐式标准

材料却存在结果误差较大，计算结果震荡不收敛的问题，若增大计算步，可以减小震荡幅度，当
计算步骤足够多时，可以使模拟结果收敛，但是将会耗费大量的计算时间，效率相对较低；隐式

本构积分算法能够准确模拟计算显式标准材料，对于隐式标准材料能够计算出结果，但是具有

一定的误差．选取恰当的流动势函数可以减小计算误差，但是推导流动势函数过程较为繁琐，
理论依据也仍待完善［４６］；较前两种本构积分算法，双势积分算法不仅能够准确稳定计算显式

标准材料，还能够准确稳定计算隐式标准材料材料，由此可以证明双势积分算法的稳定性．

６　 总　 　 结

１） 以双势理论为基础，根据材料自由能是否能够被分解为两个对偶势，将材料分为了显

式标准材料和隐式标准材料，并给出了两种材料双势函数的基本形式．
２） 以经典非关联 Ｄ⁃Ｐ 模型为例，对其本构锥体进行了描述，证明了在传统本构锥体的描

述下，应力与塑性应变的表达不满足正交性．提出了一种新的对偶锥体表述方法，在此表述下，
不仅能满足非关联 Ｄ⁃Ｐ 模型的本构关系，还能满足模型应力与塑性应变的正交表达．

３） 借用双势理论在显式标准材料和隐式标准材料中的表达，分别建立非关联 Ｄ⁃Ｐ 模型在

率形式弹性状态、率形式塑性状态、增量形式弹性状态、增量形式塑性状态和增量形式弹塑性

状态的双势函数，并且验证了双势函数不仅满足非关联 Ｄ⁃Ｐ 模型的本构关系，而且还能满足

模型应力与塑性应变之间的正交表达关系．
４） 在推导出的非关联 Ｄ⁃Ｐ 模型双势函数基础上，给出了双势积分算法的计算步骤．算法

整体满足平衡方程，局部满足材料本构条件．
５） 对双势积分算法进行了程序实现，数值模拟了非关联 Ｄ⁃Ｐ 模型的单向拉伸和单向压

缩，比较不同剪胀角对进入塑性后体积膨胀的影响，验证了非关联流动准则选取的必要性；将
数值模拟结果与解析解进行了对比，二者结果几乎吻合，由此证明了算法结果的准确性．

６） 对同一模型， 分别采用传统显式积分算法、 隐式本构积分算法和双势积分算法进行模

拟计算， 对比结果， 可以看出双势积分算法处理隐式标准材料的优势， 说明了算法过程的稳

定性．
７） 仅仅考虑小变形，无几何非线性，状态非线性的情况，文章对双势积分算法在非关联材

料本构问题中的应用进行了简单讨论，相信对于双势积分算法在其他非关联材料模型中的应

３２双势积分算法在非关联材料中的应用



用，以及考虑大变形，考虑接触摩擦等复杂工况下的应用也有广阔的发展前景．

附录　 非关联 Ｄ⁃Ｐ模型双势本构积分算法

非关联 Ｄ⁃Ｐ 模型双势本构积分算法如下，其中： Ｋｃ 为体积模量， μ 为剪切模量，

　 　 η０ ＝
ｓ０
２μ

， ｎ ＝
η０ ＋ Δｅ

‖η０ ＋ Δｅ‖
， ε ｄ ＝

ｋｄ

２μ
， ε ｃ ＝

Ｋｃ

２μ
．

Ⅰ　 顶点 ｓｍ ＝ ｃ
ｔａｎ ϕ

且 ‖ｓ‖ ＝ ０( )
若 ｋｄ ｔａｎ θ‖η０ ＋ Δｅ‖ － （ ｓｍ０ ＋ ＫｃΔｅｍ － ｃ ／ ｔａｎ ϕ） ／ Ｋｃ ＞ ０， 此时材料点处于弹性状态．

计算 （Δσ，Δεｐ）

　 　
Δｓｍ ＝ ＫｃΔｅｍ，

Δｓ ＝ ２μΔｅ，{ 　
Δｅｐｍ ＝ ０，

Δｅｐ ＝ ０ ．{ （Ａ１）

弹塑性矩阵

　 　 Ｄｅｐ ＝ ０． （Ａ２）
若 ｋｄ ｔａｎ θ‖η０ ＋ Δｅ‖ － （ ｓｍ０ ＋ ＫｃΔｅｍ － ｃ ／ ｔａｎ ϕ） ／ Ｋｃ ≤ ０， 此时材料点处于塑性状态．

计算 （Δσ，Δεｐ）

　 　 ‖Δｅｐ‖ ＝ ‖η０ ＋ Δｅ‖ ＝
‖ｓ０ ＋ ２μΔｅ‖

２μ
， （Ａ３）

　 　
Δｅｐｍ ＝ ｋｄ ｔａｎ θ‖Δｅｐ‖，

Δｅｐ ＝ ‖Δｅｐ‖ｎ，{ 　
Δｓｍ ＝ Ｋｃ（Δｅｍ － Δｅｐｍ），

Δｓ ＝ ２μ（Δｅ － Δｅｐ） ．{ （Ａ４）

弹塑性矩阵

　 　 Ｄｅｐ ＝ ０． （Ａ５）
Ⅱ　 一般点（非顶点）

若 ‖η０ ＋ Δｅ‖ ＜ ε ｄ ｃ － ｔａｎ ϕ（ ｓｍ０ ＋ Δｓｍ） ＋ ｔａｎ θ（Δｓｍ － ＫｃΔｅｍ）{ } ， 此时材料处于弹性状态．

计算 （Δσ，Δεｐ）

　 　
Δｓｍ ＝ ＫｃΔｅｍ，

Δｓ ＝ ２μΔｅ，{ 　
Δｅｐｍ ＝ ０，

Δｅｐ ＝ ０ ．{ （Ａ６）

弹塑性矩阵

　 　 Ｄｅｐ ＝ Ｄｅ ． （Ａ７）
若 ‖η０ ＋ Δｅ‖ ≥ ε ｄ ｃ － ｔａｎ ϕ（ ｓｍ０ ＋ Δｓｍ） ＋ ｔａｎ θ（Δｓｍ － ＫｃΔｅｍ）{ } ， 此时材料处于塑性状态．

计算 （Δσ，Δεｐ）

　 　 ‖Δｅｐ‖ ＝
‖η０ ＋ Δｅ‖ － ε ｄ ｃ － ｔａｎ ϕ（ ｓｍ０ ＋ Δｓｍ） ＋ ｔａｎ θ（Δｓｍ － ＫｃΔｅｍ）{ }

１ ＋ ε ｃｋ２
ｄ ｔａｎ２θ

， （Ａ８）

　 　
Δｅｐｍ ＝ ｋｄ ｔａｎ θ‖Δｅｐ‖，

Δｅｐ ＝ ‖Δｅｐ‖ｎ，{ 　
Δｓｍ ＝ Ｋｃ（Δｅｍ － Δｅｐｍ），

Δｓ ＝ ２μ（Δｅ － Δｅｐ） ．{ （Ａ９）

收敛判断

　 　
Δｓｍｒ ＝ Ｋｃ（Δｅｍ － Δｅｐｍ） － Δｓｍ → ０，

Δｓｒ ＝ ２μ（‖Δｅ ＋ η０‖ － ‖Δｅｐ‖）ｎ － （ｓ０ ＋ Δｓ） → ０ ．{ （Ａ１０）

弹塑性矩阵

　 　 Ｄｅｐ ＝ β１  １ ／ ｋｄ ＋ α（Ｉ － １  １ ／ ３） ＋ δｎ  ｎ － βｔａｎ θ（１  ｎ ＋ ｎ  １）， （Ａ１１）
其中

４２ 周　 洋　 靖　 　 　 冯　 志　 强　 　 　 彭　 　 磊



　 　 α ＝ ２μ １ － ‖Δｅｐ‖
‖Δｅ ＋ η０‖( ) ， β ＝ １

１ ＋ ε ｃｋ２
ｄ ｔａｎ２θ

， δ ＝ ｋｄβ ｔａｎ２θ ．
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ｆｌｏｗ ｒｕｌｅ ａｎｄ ｉｓｏｔｒｏｐｉｃ ｈａｒｄｅｎｉｎｇ［Ｊ］ ． Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１２， ２９（８）： １６５⁃１７１．（ ｉｎ Ｃｈｉ⁃
ｎｅｓｅ））

［１５］　 ＤＥ ＳＡＸＣÉ Ｇ， ＦＥＮＧ Ｚ Ｑ． Ｎｅｗ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ ａｎｄ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌ ｆｏｒ ｃｏｎｔａｃｔ ｗｉｔｈ ｆｒｉｃｔｉｏｎ：ｔｈｅ ｉｍｐｌｉｃｉｔ
ｓｔａｎｄａｒｄ ｍａｔｅｒｉａｌ ａｐｐｒｏａｃｈ［Ｊ］ ． Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ｏｆ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ ａｎｄ Ｍａｃｈｉｎｅｓ， １９９１， １９（３）： ３０１⁃
３２５．

［１６］　 ＤＥ ＳＡＸＣÉ Ｇ． Ａ ｇｅｎｅｒａｌｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ Ｆｅｎｃｈｅｌ’ｓ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ ａｎｄ ｉｔｓ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ ｔｏ ｔｈｅ ｃｏｎｓｔｉｔｕｔｉｖｅ
ｌａｗ［Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｔｅｓ Ｒｅｎｄｕｓ ｄｅ ｌ’Ａｃａｄéｍｉｅ ｄｅｓ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ， １９９２， ３１４（２）： １２５⁃１２９．

［１７］　 ＤＥ ＳＡＸＣÉ Ｇ． Ｔｈｅ ｂｉｐｏｔｅｎｔｉａｌ ｍｅｔｈｏｄ， ａ ｎｅｗ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ａｎｄ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｔｒｅａｔｍｅｎｔ ｏｆ ｔｈｅ ｄｉｓｓｉ⁃
ｐａｔｉｖｅ ｌａｗｓ ｏｆ ｍａｔｅｒｉａｌｓ［Ｃ］ ／ ／ １０ｔｈ Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｃｏｎｆｅｒｅｎｃｅ ｏｎ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ａｎｄ Ｃｏｍｐｕｔｅｒ
Ｍｏｄｅｌｌｉｎｇ ａｎｄ Ｓｃｉｅｎｔｉｆｉｃ Ｃｏｍｐｕｔｉｎｇ． Ｂｏｓｔｏｎ， １９９５．

［１８］　 ＷＲＩＧＧＥＲＳ Ｐ． Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｃｏｎｔａｃｔ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ［Ｍ］ ． Ｓｐｒｉｎｇｅｒ， ２００６．
［１９］　 ＦＥＮＧ Ｚｈｉｑａｉｎｇ． ２Ｄ ｏｒ ３Ｄ ｆｒｉｃｔｉｏｎａｌ ｃｏｎｔａｃｔ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ ａｎｄ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ ｉｎ ａ ｌａｒｇｅ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ

ｃｏｎｔｅｘｔ［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｆｏｒ Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ Ｂｉｏｍｅｄｉｃａｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， １９９５，
１１（５）： ４０９⁃４１６．

［２０］　 ＤＥ ＳＡＸＣÉ Ｇ， ＦＥＮＧ Ｚｈｉｑａｉｎｇ． Ｔｈｅ ｂｉｐｏｔｅｎｔｉａｌ ｍｅｔｈｏｄ： ａ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｖｅ ａｐｐｒｏａｃｈ ｔｏ ｄｅｓｉｇｎ ｔｈｅ
ｃｏｍｐｌｅｔｅ ｃｏｎｔａｃｔ ｌａｗ ｗｉｔｈ ｆｒｉｃｔｉｏｎ ａｎｄ ｉｍｐｒｏｖｅｄ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ［Ｊ］ ． Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ａｎｄ
Ｃｏｍｐｕｔｅｒ Ｍｏｄｅｌｉｎｇ， １９９８， ２８（４ ／ ８）： ２２５⁃２４５．

［２１］　 ＰＡＲＩＳＣＨ Ｈ． Ａ ｃｏｎｓｉｓｔｅｎｔ ｔａｎｇｅｎｔ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｍａｔｒｉｘ ｆｏｒ ｔｈｒｅｅ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｎｏｎ⁃ｌｉｎｅａｒ ｃｏｎｔａｃｔ ａ⁃
ｎａｌｙｓｉｓ［ Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｆｏｒ Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， １９８９， ２８ （ ８）：
１８０３⁃１８１２．

［２２］　 ＪＯＬＩ Ｐ， ＦＥＮＧ Ｚ Ｑ． Ｕｚａｗａ ａｎｄ Ｎｅｗｔｏｎ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ ｔｏ ｓｏｌｖｅ ｆｒｉｃｔｉｏｎａｌ ｃｏｎｔａｃｔ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｗｉｔｈｉｎ
ｔｈｅ ｂｉ⁃ｐｏｔｅｎｔｉａｌ ｆｒａｍｅｗｏｒｋ［ Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｆｏｒ Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ Ｅｎｇｉｎｅｅｒ⁃
ｉｎｇ， ２００８， ７３（３）： ３１７⁃３３０．

［２３］　 ＦＥＮＧ Ｚｈｉｑｉａｎｇ， ＲＥＮＡＵＤ Ｃ， ＣＲＯＳ Ｊ Ｍ， ｅｔ ａｌ． Ａ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｆｉｎｉｔｅ⁃ｓｔｒａｉｎ ｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎ ｆｏｒ
ｍｏｄｅｌｉｎｇ ｃｏｌｌｉｄｉｎｇ ｂｌｏｃｋｓ ｏｆ Ｇｅｎｔ ｍａｔｅｒｉａｌｓ［ Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｏｌｉｄｓ ａｎｄ Ｓｔｒｕｃ⁃
ｔｕｒｅｓ， ２０１０， ４７（１５）： ２２１５⁃２２２２．

［２４］　 ＦＥＮＧ Ｚ Ｑ， ＨＪＩＡＪ Ｍ， ＤＥ ＳＡＸＣÉ Ｇ， ｅｔ ａｌ． Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ ｆｒｉｃｔｉｏｎａｌ ａｎｉｓｏｔｒｏｐｙ ｏｎ ｃｏｎｔａｃｔｉｎｇ
ｓｕｒｆａｃｅｓ ｄｕｒｉｎｇ ｌｏａｄｉｎｇ ／ ｕｎｌｏａｄｉｎｇ ｃｙｃｌｅｓ［ Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎｏｎ⁃Ｌｉｎｅａｒ Ｍｅｃｈａｎ⁃
ｉｃｓ， ２００６， ４１（８）： ９３６⁃９４８．

［２５］ 　 ＦＥＮＧ Ｚ Ｑ， ＰＥＹＲＡＵＴ Ｆ， ＨＥ Ｑ Ｃ． Ｆｉｎｉｔｅ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｓ ｏｆ Ｏｇｄｅｎ’ ｓ ｍａｔｅｒｉａｌｓ ｕｎｄｅｒ ｉｍｐａｃｔ
ｌｏａｄｉｎｇ［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎｏｎ⁃Ｌｉｎｅａｒ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２００６， ４１（４）： ５７５⁃５８５．

［２６］　 ＭＩＴＣＨＥＬＬ Ｇ Ｐ， ＯＷＥＮ Ｄ Ｒ Ｊ． Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｅｌａｓｔｉｃ⁃ｐｌａｓｔｉｃ ｐｒｏｂｌｅｍｓ［Ｊ］ ． Ｅｎｇｉｎｅｅｒ⁃
ｉｎｇ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎｓ， １９８８， ５（４）： ２７４⁃２８４．

［２７］　 ＢＯＵＳＳＨＩＮＥ Ｌ， ＣＨＡＡＢＡ Ａ， ＤＥ ＳＡＸＣÉ Ｇ． Ｓｏｆｔｅｎｉｎｇ ｉｎ ｓｔｒｅｓｓ⁃ｓｔｒａｉｎ ｃｕｒｖｅ ｆｏｒ Ｄｒｕｃｋｅｒ⁃Ｐｒａｇ⁃
ｅｒ ｎｏｎ⁃ａｓｓｏｃｉａｔｅｄ ｐｌａｓｔｉｃｉｔｙ［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｐｌａｓｔｉｃｉｔｙ， ２００１， １７（１）： ２１⁃４６．

［２８］　 ＢＥＲＧＡ Ａ． Ｃｏｎｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｔｏ ｍｏｄｅｌｉｎｇ ｏｆ ｎｏｎ ａｓｓｏｃｉａｔｅｄ ｌａｗ ｏｆ ｓｏｉｌｓ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｂｉｐｏｔｅｎｔｉａｌ ｍｅｔｈｏｄ
ａｎｄ ｉｔｓ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｉｎ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ａｒｅａ［Ｃ］ ／ ／ Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｓｙｍｐｏｓｉｕｍ ｏｎ Ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚａｔｉｏｎ
ａｎｄ Ｍｏｄｅｌｉｎｇ ｏｆ Ｍａｔｅｒｉａｌｓ ａｎｄ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， ＣＭＭＳ０８． Ｔｉｚｉ⁃Ｏｕｚｏｕ， Ａｌｇｅｒｉａ， ２００８．

６２ 周　 洋　 靖　 　 　 冯　 志　 强　 　 　 彭　 　 磊



［２９］ 　 ＢＥＲＧＡ Ａ． Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ａｎｄ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｍｏｄｅｌｉｎｇ ｏｆ ｔｈｅ ｎｏｎ⁃ａｓｓｏｃｉａｔｅｄ ｐｌａｓｔｉｃｉｔｙ ｏｆ ｓｏｉｌｓ—
ｐａｒｔ １： ｔｈｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｖａｌｕｅ ｐｒｏｂｌｅｍ［ Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎｏｎ⁃Ｌｉｎｅａｒ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ，
２０１２， ４７（１）： ２６⁃３５．

［３０］　 ＺＨＯＵ Ｙａｎｇｊｉｎｇ， ＦＥＮＧ Ｚｈｉｑｉａｎｇ， ＸＵ Ｗ Ｙ， Ｎｏｎ⁃ａｓｓｏｃｉａｔｅｄ ｃｏｎｓｔｉｔｕｔｉｖｅ ｌａｗ ｏｆ ｓｏｉｌｓ ａｎｄ ｉｔｓ
ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｂｉ⁃ｐｏｔｅｎｔｉａｌ ｔｈｅｏｒｙ［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ Ａｎａｌｙｓｉｓ
＆ Ｄｅｓｉｇｎ， ２０１４， １（４）： １⁃６．

［３１］　 ＢＯＤＯＶＩＬＬÉ Ｇ， ＤＥ ＳＡＸＣÉ Ｇ． Ｐｌａｓｔｉｃｉｔｙ ｗｉｔｈ ｎｏｎ⁃ｌｉｎｅａｒ ｋｉｎｅｍａｔｉｃ ｈａｒｄｅｎｉｎｇ： ｍｏｄｅｌｉｎｇ ａｎｄ
ｓｈａｋｅｄｏｗｎ ａｎａｌｙｓｉｓ ｂｙ ｔｈｅ ｂｉｐｏｔｅｎｔｉａｌ ａｐｐｒｏａｃｈ［Ｊ］ ． Ｅｕｒｏｐｅａｎ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ： Ａ ／ Ｓｏｌ⁃
ｉｄｓ， ２００１， ２０（１）： ９９⁃１１２．

［３２］　 ＢＯＵＢＹ Ｃ， ＤＥ ＳＡＸＣÉ Ｇ， ＴＲＩＴＳＣＨ Ｊ Ｂ． Ｓｈａｋｅｄｏｗｎ ａｎａｌｙｓｉｓ： ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｍｏｄｅｌｓ
ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｌｉｎｅａｒ ｕｎｌｉｍｉｔｅｄ， ｌｉｎｅａｒ ｌｉｍｉｔｅｄ ａｎｄ ｎｏｎ⁃ｌｉｎｅａｒ ｋｉｎｅｍａｔｉｃ ｈａｒｄｅｎｉｎｇ［ Ｊ］ ． Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ
Ｒｅｓｅａｒｃｈ Ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ， ２００９， ３６（５）： ５５６⁃５６２．

［３３］ 　 ＣＨＡＡＢＡ Ａ． Ｐｌａｓｔｉｃ ｃｏｌｌａｐｓｅ ｉｎ ｐｒｅｓｅｎｃｅ ｏｆ ｎｏｎ⁃ｌｉｎｅａｒ ｋｉｎｅｍａｔｉｃ ｈａｒｄｅｎｉｎｇ ｂｙ ｔｈｅ ｂｉｐｏｔｅｎｔｉａｌ
ａｎｄ ｔｈｅ ｓｅｑｕｅｎｔｉａｌ ｌｉｍｉｔ ａｎａｌｙｓｉｓ ａｐｐｒｏａｃｈｅｓ［Ｊ］ ． Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ Ｒｅｓｅａｒｃｈ Ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ， ２０１０，
３７（５）： ４８４⁃４８８．

［３４］　 周洋靖， 冯志强， 宁坡． 双势理论用于处理非关联材料本构［Ｊ］ ． 应用数学和力学， ２０１５， ３６（８）：
７８７⁃８０４．（ＺＨＯＵ Ｙａｎｇｊｉｎｇ， ＦＥＮＧ Ｚｈｉｑｉａｎｇ， ＮＩＮＧ Ｐｏ． Ｔｈｅ ｂｉ⁃ｐｏｔｅｎｔｉａｌ ｔｈｅｏｒｙ ａｐｐｌｉｅｄ ｔｏ ｎｏｎ⁃
ａｓｓｏｃｉａｔｅｄ ｃｏｎｓｔｉｔｕｔｉｖｅ ｌａｗ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１５， ３６（８）： ７８７⁃８０４．
（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［３５］　 ＣＨＥＮＧ Ｌｏｎｇ， ＪＩＡ Ｙｕｎ， ＯＵＥＳＬＡＴＩ Ａ， ｅｔ ａｌ． Ｐｌａｓｔｉｃ ｌｉｍｉｔ ｓｔａｔｅ ｏｆ ｔｈｅ ｈｏｌｌｏｗ ｓｐｈｅｒｅ ｍｏｄｅｌ
ｗｉｔｈ ｎｏｎ⁃ａｓｓｏｃｉａｔｅｄ Ｄｒｕｃｋｅｒ⁃Ｐｒａｇｅｒ ｍａｔｅｒｉａｌ ｕｎｄｅｒ ｉｓｏｔｒｏｐｉｃ ｌｏａｄｉｎｇ［Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｍａ⁃
ｔｅｒｉａｌｓ Ｓｃｉｅｎｃｅ， ２０１２， ６２： ２１０⁃２１５．

［３６］　 ＣＨＥＮＧ Ｌｏｎｇ， ＤＥ ＳＡＸＣÉ Ｇ， ＫＯＮＤＯ Ｄ． Ａ ｓｔｒｅｓｓ⁃ｂａｓｅｄ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｄｕｃｔｉｌｅ ｐｏｒｏｕｓ
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