
文章编号：１０００⁃０８８７（２０１８）０５⁃０５４８⁃１０ ⓒ 应用数学和力学编委会，ＩＳＳＮ １０００⁃０８８７

深埋公路隧洞围岩应力和位移分布的
复变函数解

∗

刘淑红１，２，　 王自豪１，　 甄卫刚１

（１． 石家庄铁道大学 工程力学系， 石家庄 ０５００４３；
２． 河北省大型结构健康诊断与控制重点实验室， 石家庄 ０５００４３）

摘要：　 为了优化公路隧道的设计和确保施工安全，必须明确公路隧洞开挖时围岩的力学行为．利
用复变函数方法，通过保角映射函数把隧洞外域变换为单位圆外域．利用 Ｃａｕｃｈｙ（柯西）积分和留

数定理求出两个应力函数，从而得到围岩的应力与位移的平面应变问题的解析解．结合曲墙马蹄形

断面，通过数学软件 ＭＡＴＬＡＢ 编程计算，分别给出了应力和仅考虑开挖引起的位移沿隧洞边和坐

标轴方向的分布．利用有限元软件 ＡＮＳＹＳ 建立二维平面应变模型，对理论推导得到的应力和位移

的分布进行验证，数值解结果与近似解析解结果吻合性很好．研究结果表明：最大的环向应力发生

在隧洞拱脚处，最大水平位移发生在拱腰处，最大的沉降和隆起分别发生在拱顶和仰拱中心处．沿
坐标轴的正应力在隧洞附近变化较大，不一定在洞边取得最大值，离洞边不到 １０ ｍ 的距离，便分

别趋于所加外荷载．位移值在洞边最大，随着离洞边距离的增大，逐渐单调趋于 ０．
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引　 　 言

近年来，随着我国社会经济的快速发展，地面交通增长十分迅速．在现代化高速公路迅速

发展的今天，隧道在公路工程中的作用和地位日益重要．隧道施工和运营的安全问题也越来越

成为学术界和工程界广泛关注的问题．
对于深埋隧道，可以看成无限大弹性体中的孔洞问题，复变函数解法是解决此类问题最有

效的方法．圆形孔、椭圆形孔和直线裂纹的精确解，及方形孔的近似解已有详细论述［１⁃３］ ． Ｌｉｕ
（刘淑红）和 Ｄｕａｎ（段士杰） ［４⁃５］研究了孔边裂纹的精确解．祝江鸿［６］给出了隧洞任意开挖断面

围岩的两个应力函数，并退化成众所周知的椭圆形和圆形的应力函数，证明了解的正确性．
Ｚｈａｏ 和 Ｙａｎｇ［７］在保角变换函数中取了 ３ 项，得到了与水平轴成一定角度的压力作用下，方形

隧洞边围岩的环向应力的近似解析解．唐治等［８］ 得出了直墙拱形巷道围岩应力分布的解析表

达式，分析了沿巷道边界和巷道水平线方向的围岩应力分布规律．近年来很多学者得到了在远

场压力状态下，不同形状隧洞的围岩应力和位移的解析解表达式，给出了沿隧洞边的环向应力

和位移的分布，并利用不同的数值软件进行了验证．如 Ｅｘａｄａｋｔｙｌｏｓ 和 Ｓｔａｖｒｏｐｏｕｌｏｕ［９］ 研究了半
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圆形隧道，并将解析值与有限差分 ＦＬＡＣ２Ｄ 的数值结果进行了比较；苏峰等［１０］ 研究了深埋双

圆形隧洞的开挖问题，采用有限元分析软件 ＭＩＤＡＳ ／ ＧＴＳ 对解析解进行了验证．李培楠等［１１］、
施有志和高轩能［１２］得到了工程中常用的单心圆仰拱马蹄形隧道的解析解，并分别利用有限元

软件 ＡＮＳＹＳ 和 ＭＡＤＩＳ 进行了验证； Ｇｕａｎ（关振长）和 Ｄｅｎｇ（邓涛）等［１３⁃１４］ 得出了不同形状的

马蹄形和直墙拱形隧洞的应力和位移的解析解， 并利用有限差分软件 ＦＬＡＣ３Ｄ 进行了验证．
Ｌｕ 等［１５⁃１６］ 研究了深埋直墙拱形隧道衬砌与围岩不同接触条件下应力和位移沿边界的分布．
Ｚｈａｎｇ 和 Ｓｕｎ［１７］得到了隧道断面开挖轮廓线为任意不规则形状的情况，横观各向同性的围岩

中应力与位移解析解表达式．宋浩然等［１８］得出了浅埋的圆形隧道在不同边界条件下的解析解．
王华宁等［１９］得出了流变岩体中圆形隧洞分两步开挖围岩的黏弹性位移和应力的解析解．

从上述文献中可以看出，目前的研究大多集中在得到不同形状隧洞的围岩应力和位移解

析的隐函数，给出沿隧洞边的应力和总的位移分布．由于数学上的复杂性，在隧洞附近，沿坐标

轴方向应力和位移的分布的文献非常少，由于开挖引起的位移沿洞边和坐标轴方向的分布几

乎未见．而通过沿坐标轴的应力和由于开挖引起位移的分布，随着离隧洞距离的增大，应力趋

于相应的所加荷载，由于开挖引起的位移趋于 ０，可以直接看出解析解的正确性．本文根据复变

函数理论，得到了深埋公路隧洞在远场双向压缩受力状态下应力和位移近似解析解，给出了应

力和由于开挖引起的位移沿孔边和坐标轴方向的分布，证明了本文得到的近似解析解的正确

性．并采用有限元软件 ＡＮＳＹＳ 进行模拟计算，通过数值结果与解析结果的比较，再次证明了近

似解析解的正确性．

１　 基 本 方 程

通过保角映射函数 ｚ ＝ ω（ζ） 将 ｚ 平面上孔洞变换为 ζ 平面上的单位圆．对于平面应变问

题，弹性体中的应力与位移分量可由复平面上 ２ 个解析函数 φ（ζ） 和 ψ（ζ） 确定，根据边界条

件，通过下列方程得到 φ（ζ） 和 ψ（ζ） ［２０］：

　 　 φ（ζ） ＝ １
８π（１ － μ）

（Ｆ
－

ｘ ＋ ｉ Ｆ
－

ｙ）ｌｎ ζ ＋ Ｂω（ζ） ＋ φ０（ζ）， （１）

　 　 ψ（ζ） ＝ － ３ － ４μ
８π（１ － μ）

（Ｆ
－

ｘ ＋ ｉ Ｆ
－

ｙ）ｌｎ ζ ＋ （Ｂ′ ＋ ｉＣ′）ω（ζ） ＋ ψ０（ζ）， （２）

　 　 φ０（ζ） ＝ １
２πｉ∫σ

ω（σ）

ω′（σ）

φ′０（σ）
σ － ζ

ｄσ － １
２πｉ∫σ

ｆ０ｄσ
σ － ζ

， （３）

　 　 ψ０（ζ） ＝ １
２πｉ∫σ

ω（σ）
ω′（σ）

φ′０（σ）
σ － ζ

ｄσ － １
２πｉ∫σ

ｆ０ｄσ
σ － ζ

， （４）

　 　 ｆ０ ＝ ｉ∫（ ｆ－ｘ ＋ ｉ ｆ
－

ｙ）ｄｓ －
Ｆ
－

ｘ ＋ ｉ Ｆ
－

ｙ

２π
ｌｎ σ －

　 　 　 　 １
８π（１ － μ）

（Ｆ
－

ｘ － ｉ Ｆ
－

ｙ）
ω（σ）

ω′（σ）
σ － ２Ｂω（σ） － （Ｂ′ － ｉＣ′） ω（σ）， （５）

式中 Ｆ
－

ｘ 和 Ｆ
－

ｙ 分别为孔洞整个内边界上沿 ｘ，ｙ 方向的面力之和， ｆ
－

ｘ 和 ｆ
－

ｙ 分别为孔洞内边界上

沿 ｘ，ｙ 方向的面力， σ为 ζ平面上单位圆的边界值，μ为 Ｐｏｉｓｓｏｎ（泊松）比，常数 Ｂ和Ｂ′ ＋ ｉＣ′由
无穷远处的主应力 σ１ 和 σ２ 确定
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　 　 Ｂ ＝ １
４
（σ１ ＋ σ２）， （６）

　 　 Ｂ′ ＋ ｉＣ′ ＝ － １
２
（σ１ － σ２）ｅ

－２ｉβ， （７）

式中 β 为主应力 σ１ 与 ｘ 轴之间的夹角．
弹性体在 ｚ 平面上曲线坐标 ρ 和 θ 中的应力分量 σρ 和 σθ 的关系为

　 　 σθ ＋ σρ ＝ ４Ｒｅ Φ（ζ）， （８）
式中 Φ（ζ） ＝ φ′（ζ） ／ ω′（ζ） ．当洞边所受面力为 ０ 时，在洞边有 σρ ＝ ０， 式（８）可简化为

　 　 σθ ＝ ４Ｒｅ Φ（ζ） ． （９）
弹性体在 ｚ 平面上直角坐标中的应力分量 σｘ 和 σｙ 为

　 　 σｘ ＋ σｙ ＝ ４Ｒｅ Φ（ζ）， （１０）

　 　 σｙ － σｘ ＋ ２ｉτｘｙ ＝ ２ ω（ζ）Φ′（ζ）
ω′（ζ）

＋ Ψ（ζ）é

ë
êê

ù

û
úú ， （１１）

式中　 　 Ψ（ζ） ＝ ψ′（ζ） ／ ω′（ζ） ．
在 ｚ 平面上直角坐标中的 ｘ 和 ｙ 方向位移 ｕ 和 ｖ 为

　 　 Ｅ
１ ＋ μ

（ｕ ＋ ｉｖ） ＝ （３ － ４μ）φ（ζ） － ω（ζ）
ω′（ζ）

φ′（ζ） － ψ（ζ） ． （１２）

２　 问 题 求 解

深埋隧洞的埋深与隧洞孔径之比较大，求出无隧洞时隧洞形心处正压力 σ１ 和侧压力 σ２，
就可以看成含隧洞的无限大体在无穷远处受双向压力 σ１ 和 σ２ ．隧洞的轴向长度一般都远远

大于隧洞的断面尺寸，按平面应变问题进行力学分析．
通过保角映射函数 ｚ ＝ ω（ζ） 将 ｚ平面上隧洞外域变换为 ζ平面上单位圆外域，所采用的保

角变换函数形式如下：

　 　 ｚ ＝ ω（ζ） ＝ Ｒ ζ ＋ ∑
ｎ

ｍ ＝ ０
ｃｍζ

－ｍ( ) ， （１３）

式中 Ｒ 表征隧洞界面大小，系数 ｃｍ 与隧洞截面形状有关．在大多数情形下， 级数中只须取很少

几项就足够精确［２１］ ．

由于受无限远处压应力，隧洞内边界不受力， Ｆ
－

ｘ，Ｆ
－

ｙ， ｆ
－

ｘ， ｆ
－

ｙ 均为 ０，由式（１）、（２）可得

　 　 φ（ζ） ＝ Ｂω（ζ） ＋ φ０（ζ）， （１４）
　 　 ψ（ζ） ＝ （Ｂ′ ＋ ｉＣ′）ω（ζ） ＋ ψ０（ζ）， （１５）

式中　 　 Ｂ ＝ １
４
（σ１ ＋ σ２）， Ｂ′ ＋ ｉＣ′ ＝ － １

２
（σ１ － σ２） ．

下面写出求 φ０（ζ） 和 ψ０（ζ） 用到的式子：
　 　 ω（σ） ＝ Ｒ（σ ＋ ｃ０ ＋ ｃ１σ

－１ ＋ ｃ２σ
－２ ＋ ｃ３σ

－３ ＋ ｃ４σ
－４）， （１６）

　 　 ω（σ） ＝ Ｒ（σ －１ ＋ ｃ－ ０ ＋ ｃ－ １σ１ ＋ ｃ－ ２σ２ ＋ ｃ－ ３σ３ ＋ ｃ－ ４σ４）， （１７）
　 　 ω′（σ） ＝ Ｒ（１ － ｃ１σ

－２ － ２ｃ２σ
－３ － ３ｃ３σ

－４ － ４ｃ４σ
－５）， （１８）

　 　 ω′（σ） ＝ Ｒ（１ － ｃ－ １σ２ － ２ｃ－ ２σ３ － ３ｃ－ ３σ４ － ４ｃ－ ４σ５）， （１９）

　 　 ｆ０（σ） ＝ －
σ１ ＋ σ２

２
Ｒ（σ ＋ ｃ０ ＋ ｃ１σ

－１ ＋ ｃ２σ
－２ ＋ ｃ３σ

－３ ＋ ｃ４σ
－４） ＋
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σ１ － σ２

２
Ｒ（σ －１ ＋ ｃ－ ０ ＋ ｃ－ １σ１ ＋ ｃ－ ２σ２ ＋ ｃ－ ３σ３ ＋ ｃ－ ４σ４） ． （２０）

φ０（ζ） 具有如下形式：
　 　 φ０（ζ） ＝ ａ１ζ

－１ ＋ ａ２ζ
－２ ＋ ａ３ζ

－３ ＋ ａ４ζ
－４ ＋ … ． （２１）

由式（３），通过 Ｃａｕｃｈｙ 积分和留数定理，得到

　 　 φ０（ζ） ＝
ａ－ １ｃ３
ζ

＋
２ａ－ ２ｃ４
ζ

＋
ａ－ １ｃ４
ζ２

－
σ１ ＋ σ２

２
Ｒ

ｃ１
ζ

＋
ｃ２
ζ２

＋æ

è
ç

ｃ３
ζ３

＋
ｃ４
ζ４

ö

ø
÷ ＋

σ１ － σ２

２
Ｒ
ζ

． （２２）

通过与式（２１）同类项对比，可得到式中系数 ａ１，ａ２，ａ３ 和 ａ４：

　 　 ａ１ ＝ ａ－ １ｃ３ ＋ ２ａ－ ２ｃ４ －
Ｒｃ１（σ１ ＋ σ２）

２
＋
Ｒ（σ１ － σ２）

２
， （２３）

　 　 ａ２ ＝ ａ－ １ｃ４ －
Ｒｃ２（σ１ ＋ σ２）

２
， （２４）

　 　 ａ３ ＝ －
Ｒｃ３（σ１ ＋ σ２）

２
， （２５）

　 　 ａ４ ＝ －
Ｒｃ４（σ１ ＋ σ２）

２
． （２６）

同理，由式（４），可得到 ψ０（ζ） 的表达式．将得到的 φ０（ζ） 和 ψ０（ζ） 代入式（１４）和（１５），即
得出 φ（ζ） 和 ψ（ζ） 的表达式．根据式（９） ～ （１２），就可以得到弹性体中的应力和位移．如果只

考虑开挖引起的位移 ｕｋ 和 ｖｋ， 则式（１２）中的 φ（ζ） 和 ψ（ζ） 用 φ０（ζ） 和 ψ０（ζ） 代替［２０］：

　 　 Ｅ
１ ＋ μ

（ｕｋ ＋ ｉｖｋ） ＝ （３ － ４μ）φ０（ζ） － ω（ζ）

ω′（ζ）
φ′０（ζ） － ψ０（ζ） ． （２７）

３　 算　 　 例

隧洞尺寸和坐标如图 １ 所示，无限远处受双向压力 σ１ 和 σ２ ．变换函数选取如下［２１］：
　 　 ｚ ＝ ω（ζ） ＝ １．６８０ ４（ζ － ０．０６６ ２ － ０．０５７ １ζ －１ ＋ ０．０６７ ８ζ －２ －
　 　 　 　 ０．００２ ３ζ －３ － ０．０１９ ２ζ －４） ． （２８）

图 １　 隧洞图（单位： ｍ） 图 ２　 变换后的隧洞洞形

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｔｕｎｎｅｌ ｓｈａｐｅ（ｕｎｉｔ： ｍ） Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｔｒａｎｓｆｏｒｍｅｄ ｔｕｎｎｅｌ ｓｈａｐｅ
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通过式（２８），得到变换后 ｚ 平面上隧洞洞形如图 ２ 所示，图中 Ｌ 和 Ｈ 分别为隧洞水平方向

的长度和竖直方向的高度．将 ｚ 平面上隧洞外域变换为 ζ 平面上单位圆外域，如图 ３ 所示，图中

隧洞边界的极坐标角度 α可以用单位圆的极坐标角度 θ表示．在单位圆边界上，ρ ＝ １，θ ＝ ０° ～
３６０°，将 ρ和 θ代入到映射函数式（２８），得到隧洞边界坐标 ｘ和 ｙ，通过三角函数关系，就可以得

到隧洞边界的极坐标 α ．洞周上选取点 Ａ（１．５５１ ０， ０），Ｂ（１．０９８ ０， １．０９８ ０），Ｃ（０， １．６９８ ２），
Ｄ（ － ０．７８１ ７，１．７６０ ７），Ｅ（ － １．２６６ ０， １．２６６ ０） 和Ｆ（ － １．６１０ ２， ０），变换为单位圆上对应点 Ａ′，
Ｂ′，Ｃ′，Ｄ′，Ｅ′ 和 Ｆ′ 的角度分别为 ０°，４２．６３３ ８°，８１．１３０ ８°，１１１．５３１ ８°，１３９．２５１ ７°和 １８０°．由式

（２３） ～ （２６），得到待定系数

　 　 ａ１ ＝ － １．０８９ ３ × １０６， ａ２ ＝ ３．０５７ ４ × １０５，
　 　 ａ３ ＝ － ９．６６２ ３ × １０３， ａ４ ＝ － ８．０６５ ９ × １０４ ．

图 ３　 隧洞洞周变换为单位圆

Ｆｉｇ． ３　 Ｍａｐｐｉｎｇ ｏｆ ｔｈｅ ｔｕｎｎｅｌ ｓｈａｐｅ ｉｎｔｏ ａ ｕｎｉｔ ｃｉｒｃｌｅ

（ａ） 整体模型 （ｂ） 隧洞附近

（ａ） Ｔｈｅ ｗｈｏｌｅ ｍｏｄｅｌ （ｂ） Ｔｈｅ ｖｉｃｉｎｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｔｕｎｎｅｌ
图 ４　 有限元网格

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｓｈ

为清楚地了解隧洞开挖时围岩内的应力和由于开挖引起的位移分布规律，并证明上述近

似解析解的正确性，本节分别通过有限元软件 ＡＮＳＹＳ 数值模拟和数学软件 ＭＡＴＬＡＢ 编程计

算，得到了围岩内应力和由于开挖引起的位移沿孔边和坐标轴分布的数值解和近似解析解．
令正压力 σ１ 和侧压力σ２ 分别为 ３ ＭＰａ 和 ２ ＭＰａ，围岩的弹性模量 Ｅ ＝ １ ＧＰａ，Ｐｏｉｓｓｏｎ 比 μ

＝ ０．４．采用有限元软件进行数值模拟时，洞形尺寸、边界条件、荷载、材料常数均与近似解析解
一样．属于平面应变问题，洞形尺寸与图 ２ 一致，板的尺寸 １６０ ｍ×１６０ ｍ，远远大于隧洞的尺
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寸，可看成含洞的无限大板，四边不约束，采用 Ｐｌａｎｅ８２ 单元，整体模型及隧洞附近的有限元网

格如图 ４ 所示．图 ５、６ 给出了双向压力作用下，隧洞附近围岩的应力 σｘ 和 σｙ 的数值解的等值

线图．可以看出，在隧洞附近，应力变化明显，离洞边一定距离，趋于稳定．应力关于隧洞的竖直

轴正对称．为了与近似解析解对比，导出了沿隧洞边和坐标轴方向的应力值．

图 ５　 隧洞附近的应力 σｘ 云图 图 ６　 隧洞附近的应力 σｙ 云图

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｓｔｒｅｓｓ σｘ ｎｅｐｈｏｇｒａｍ ａｒｏｕｎｄ ｔｈｅ ｔｕｎｎｅｌ Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｓｔｒｅｓｓ σｙ ｎｅｐｈｏｇｒａｍ ａｒｏｕｎｄ ｔｈｅ ｔｕｎｎｅｌ

图 ７　 沿洞周环向应力 σθ

Ｆｉｇ． ７　 Ｈｏｏｐ ｓｔｒｅｓｓ σθ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｔｕｎｎｅｌ ｂｏｕｎｄａｒｙ

图 ８　 沿 ｘ 轴的应力 图 ９　 沿 ｙ 轴的应力

Ｆｉｇ． ８　 Ｓｔｒｅｓｓｅｓ ａｌｏｎｇ ａｘｉｓ ｘ Ｆｉｇ． ９　 Ｓｔｒｅｓｓｅｓ ａｌｏｎｇ ａｘｉｓ ｙ
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图 ７～９ 给出了双向压力作用下，沿隧洞边的应力 σθ、沿坐标轴 ｘ和 ｙ的应力σｘ 和σｙ 的近

似解析解和数值解．可以看出，最大的环向压应力是－１０．２７４ ６ ＭＰａ，所在位置 α ＝ １１２．２５３ ９°，
位于拱脚处，由于此处是两圆弧交界处，所以存在应力集中．图 ７ 中当 α ＝ ０° 时与图 ８ 中沿 ｘ轴
的第一个点是同一点，环向应力 σθ ＝ － ３．０３５ ８ ＭＰａ，应力 σｘ ＝ － ０．０１５ ３ ＭＰａ 和 σｙ ＝ － ３．０２０ ５
ＭＰａ，满足关系式 σθ ＝ σｘ ＋ σｙ ．图 ７中当 α ＝ ９０° 时与图 ９中沿 ｙ轴的第一个点是同一点，环向

应力 σθ ＝ － ５．６９３ ３ ＭＰａ，应力 σｘ ＝ － ５．０９０ ８ ＭＰａ 和 σｙ ＝ － ０．６０２ ５ ＭＰａ，同样满足关系式 σθ

＝ σｘ ＋ σｙ ．沿 ｘ轴的应力 σｙ 和沿 ｙ轴的应力 σｘ 没在洞边取得最大值，而是压应力值继续增大，
很快达到最大值，之后再逐渐减小．沿 ｘ 轴的应力 σｘ 和沿 ｙ 轴的应力 σｙ 则单调的增大．离洞边

不到 １０ ｍ 的距离，应力 σｘ 和σｙ 便分别趋于所加荷载 ３ ＭＰａ 和 ２ ＭＰａ，应力分布符合 Ｓａｉｎｔ⁃Ｖｅ⁃
ｎａｎｔ（圣维南）原理．应力分布的近似解析解和数值解吻合性非常好，所有这些均说明了近似解

析解的正确性．

图 １０　 沿洞周开挖位移

Ｆｉｇ． １０　 Ｅｘｃａｖａｔｉｏｎ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｔｕｎｎｅｌ ｂｏｕｎｄａｒｙ

图 １１　 沿 ｘ 轴开挖位移 图 １２　 沿 ｙ 轴开挖位移

Ｆｉｇ． １１　 Ｅｘｃａｖａｔｉｏｎ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ａｌｏｎｇ ａｘｉｓ ｘ Ｆｉｇ． １２　 Ｅｘｃａｖａｔｉｏｎ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ａｌｏｎｇ ａｘｉｓ ｙ

当仅考虑开挖引起的位移时，由式（２７）得到近似解析解．数值解分两次建模，将带隧洞的

双向压力作用下得到的位移减去不含隧洞的双向压力作用下的位移，就是开挖位移．图 １０～１２
给出了只考虑开挖引起的沿隧洞周、沿坐标轴 ｘ和 ｙ的位移 ｕｋ 和 ｖｋ 的近似解析解和数值解． 从
图中可以看出， 洞顶的沉降和仰拱中心的隆起分别是 ７．６４２ ０ ｍｍ 和 ８．４９１ ３ ｍｍ ． 最大的洞周

水平位移是 ４．０３０ ４ ｍｍ， 所在位置 α ＝ ８１．１８７ ３°， 位于拱腰处． 图 １０ 中当 α ＝ ０° 时的位移与
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图 １１中沿 ｘ轴的第一个点的位移相等，分别是－７．６４２ ０ ｍｍ 和 ０．图 １０ 中当 α ＝ ９０°时的位移与

图 １２ 中沿 ｙ 轴的第一个点的位移相等，分别是－２．１５２ １ ｍｍ 和－３．９６６ ５ ｍｍ ．由于结构关于竖

直轴 ｘ 对称，沿 ｘ 轴的水平位移为 ０．在洞边附近由于开挖引起的位移值较大，随着离洞边距离

的增大，逐渐单调趋于 ０．开挖引起的位移的近似解析解和数值解吻合性非常好，所有这些再次

说明了近似解析解的正确性．

４　 结　 　 论

通过复变函数方法，得出了深埋公路隧洞开挖问题的应力与位移的近似解析解，并给出了

应力和开挖引起的位移分别沿洞周和坐标轴方向近似解析解和数值解的分布，二者吻合较好，
说明了本文得到的近似解析解的正确性．得出以下结论：

１） 最大的环向应力发生在隧洞拱脚处，最大水平位移发生在拱腰处，最大的沉降和隆起

发生在拱顶和仰拱中心处．因此隧道设计和施工时应重点注意这些位置的安全．
２） 沿坐标轴的正应力在洞边附近变化较大，不一定在洞边取得最大值，离洞边不到 １０ ｍ

的距离，便分别趋于所加外荷载．
３） 由于隧洞开挖引起的位移值，沿竖直对称轴的水平位移为 ０．在洞边附近较大，随着离

洞边距离的增大，逐渐单调趋于 ０．
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