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摘要：　 基于凝聚技术、周期结构的动力特性和群理论，提出了一种求解一维周期结构瞬态响应的

高效数值算法．高效求解线性方程是动力响应求解过程中的关键问题．基于结构的周期特性和凝聚

技术，减小结构对应线性方程的规模．利用周期结构动力系统中线性方程的特性，证明了在给定时

间步长内，作用在某个单胞的外力只会对临近的有限个单胞产生影响．基于这个性质，一维周期结

构动力响应的求解可转换为一系列小规模子结构的响应分析．进一步地，将小规模子结构的动力响

应转化为循环周期结构的响应分析，而循环周期结构对应的线性方程可基于群理论高效求解．数值

算例表明，该算法计算效率高且节省存储要求．
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引　 　 言

周期结构是由基本周期单元（单胞）在空间周期排列形成的．它在工程、航空航天和新型材

料中应用非常广泛．由于周期结构的特殊性质和广泛应用，引起了众多学者的关注．
能带是周期结构特有的性质，也是其中很重要的一个研究方向．汪越胜等［１］总结了计算声

子晶体能带结构的若干数值方法，包括平面波法、多重散射法、有限元法、时域有限差分法等，
并介绍了它们的优缺点以及局限性．基于平面波展开法，温激鸿等［２］计算了无限周期细直梁弯

曲振动中的弹性波能带结构．郑玲等［３］基于多重散射理论对二维声子晶体带结构进行了计算．
借助声子晶体理论，陈启勇等［４］ 采用改进的传递矩阵法，计算出梁的能带结构．文献［５］提出

了一种有限元方法用于计算光子和声子带隙材料的光谱．郁殿龙等［６］利用有限元方法，计算了

有限周期结构的椭圆杆的扭转振动频率响应，得到在带隙频率范围内频率的响应有明显衰减．
基于时域有限差分方法，文献［７］提出了一种计算二维声子晶体能带的数值方法．贠昊等［８］ 研

究了结构参数对星形节点周期蜂窝材料结构带隙的影响．
在外界激励下的动力响应也是研究周期结构很重要的一个方面．为研究列车震动在地表

的传播规律，刘维宁和张昀青［９］推导了周期轨道结构在移动荷载作用下动力响应的解析解．借
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助 Ｕ 变换解耦理论， 文献［１０］得到了大跨度周期性加筋板动力响应的解析解．Ｈａｎｓ 等［１１］研究

了由梁或板相互连接组成的无支承周期框架结构的动力响应．对任意形式的周期格架结构，
Ｒｙｃｈｌｅｗｓｋａ 等［１２］提出了该结构动力响应分析的数学模型．基于波有限元方法，Ｍｅｎｃｉｋ 和 Ｄｕ⁃
ｈａｍｅｌ［１３］研究了由任意形状子结构构成的周期结构的动力响应．以精细积分方法为基础，利用

结构的周期特性和动力系统的特性，高强等［１４⁃１５］ 提出了求解周期结构瞬态响应的高效率、高
精度算法．

在实际工程应用中，通常周期结构的规模比较大，在对结构进行瞬态分析时，要考虑的自

由度数目非常多，使得求解结构瞬态响应时线性方程组的规模非常大．利用现有的方法，进一

步提高算法的计算效率是值得进一步研究的问题．本文基于凝聚技术、周期结构中动力系统的

线性方程特性和群理论，提出了一种求解周期结构瞬态响应的高效算法．

１　 一维周期结构模型

考虑如图 １（ａ）所示一维周期结构，它由 Ｎ 个单胞（如图 １（ｂ））组成，并在结构左、右两端

边界施加边界条件．对第 ｋ（ｋ ＝ １，２，…，Ｎ） 个单胞，假设 ｕｋ
Ｌ，ｕｋ

Ｒ 和 ｕｋ
Ｉ 分别表示单胞左端、右端和

中间自由度对应的位移向量，单胞对应的位移向量可写为如下分块形式：
　 　 ｕｋ ＝ ［（ｕｋ

Ｌ） Ｔ （ｕｋ
Ｉ ） Ｔ （ｕｋ

Ｒ） Ｔ］ Ｔ， （１）
单胞对应的外力向量和内力向量也可写为分块形式，需要注意的是单胞中间自由度对应的内

力向量为 ０．
显然

　 　 ｕｋ
Ｒ ＝ ｕｋ＋１

Ｌ ，　 　 ｋ ＝ １，２，…，Ｎ － １． （２）
根据位移向量的分块形式，单胞对应的刚度矩阵 Ｋｅ，质量矩阵Ｍｅ 和阻尼矩阵 Ｃｅ 也可写为分块

形式．

（ａ） 一维周期结构模型 （ｂ） 单胞

（ａ） Ｔｈｅ １Ｄ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｍｏｄｅｌ （ｂ） Ｔｈｅ ｕｎｉｔ ｃｅｌｌ
图 １　 周期结构

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

根据单胞的刚度、质量、阻尼矩阵和外力向量，可得到整个周期结构的动力学方程为

　 　 Ｍｕ ＋ Ｃｕ ＋ Ｋｕ ＝ ｆ， （３）
其中 Ｍ，Ｃ和 Ｋ 分别为整个结构的质量、阻尼和刚度矩阵， ｆ 表示结构外力向量， ｕ，ｕ和 ｕ分别

表示位移、速度和加速度向量．
很多数值方法可用于求解方程（３），如 Ｎｅｗｍａｒｋ⁃ｂｅｔａ 法［１６］、Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法［１７］和中心差分

法［１８］等．它们的基本思想都是将方程（３）转换成如下线性方程进行求解：

　 　 Ｋ
－
ｕｔ０＋Δｔ

＝ ｆ　
－
， （４）

本文以 Ｎｅｗｍａｒｋ⁃ｂｅｔａ 方法为例，方程（４）中 Ｋ
－
和 ｆ　

－
分别表示等效刚度矩阵和等效外力向量．

当周期结构包含大量单胞数时，整个结构的自由度数将非常大，则求解方程（４）会变得非
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常耗时，因此高效率求解结构动力响应的关键在于快速求解线性方程组（４）．

２　 凝聚技术的应用

本节基于结构的周期特性，采用凝聚技术减小线性方程组的规模．线性方程（４）中的等效

刚度矩阵和等效外力向量可通过如下方式得到．首先基于单胞的刚度、质量、阻尼矩阵和外力

向量形成单胞的等效刚度矩阵和等效外力向量；然后累加得到结构的等效刚度矩阵和等效外

力向量．这样做的好处是可以将单胞内部自由度进行凝聚，从而得到一个较小规模的线性方

程，即
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， （５）

其中系数矩阵表示凝聚单胞的等效刚度矩阵， ｒｋＬ 和 ｒｋＲ 表示凝聚单胞左端和右端自由度对应的

等效外力向量．对每个单胞进行凝聚后，通过方程（５）并根据单胞间的连续性条件，可得凝聚后

整个周期结构对应的线性代数方程，求解此线性代数方程可得单胞两端的位移向量 ｕｋ
Ｌ 和 ｕｋ

Ｒ ．
对于周期结构，由于每个单胞是相同的，因此凝聚过程的计算量非常小，而凝聚后对应于

整体结构的线性方程的规模将会大大减小，从而可显著提高计算效率．

３　 周期结构对应的线性方程组的特性

众所周知，动力系统中能量传播速度是有限的，因此对给定的时间步长，作用在某个单胞

的外力只会引起临近的有限个单胞的响应．以上概念是基于物理规律做出的推断，在本节将基

于周期结构对应的线性方程组的特性，严格证明上述推断，并给出确定受影响单胞数目的方

法．在下一节中，将利用本节的结论，将整个周期结构的动力响应转换为一系列小规模结构的

响应分析．
考虑如图 １ 所示的一维周期结构，假设只在第 ｋ 个单胞上作用外力．将该结构分解为如图

２ 所示的 ３ 部分，即第 １ 到第 ｋ － １ 个单胞组成的结构，第 ｋ 个单胞以及第 ｋ ＋ １ 到第 Ｎ 个单胞

组成的结构．根据第 ２ 节中对外力的凝聚方法，可将外力转化为等效力 ｒｋＬ 和 ｒｋＲ ．假设第 ｋ 个单

胞对左端相邻单胞的作用力为 ｐｋ－１
Ｒ 、对右端相邻单胞的作用力为 ｐｋ＋１

Ｌ ．下面分析周期结构在外

力 ｒｋＬ 和 ｒｋＲ 作用下的响应特性．

图 ２　 仅第 ｋ 个单胞作用外力时结构的相互作用

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎ ｏｆ ｓｕｂｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ ｗｈｅｎ ｔｈｅ ｅｘｔｅｒｎａｌ ｆｏｒｃｅ ａｐｐｌｉｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｋ⁃ｔｈ ｕｎｉｔ ｃｅｌｌ

首先，分析作用力 ｐｋ＋１
Ｌ 对第 ｋ ＋ １ 到第 Ｎ 个单胞组成的结构的影响．基于第 ２ 节中凝聚方

程，从第 ｋ ＋ １ 个单胞逐个地凝聚到第 ｋ ＋ ｍ（ｍ ≥ １） 个单胞，则可得到如下方程：
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其中 ｍ 表示凝聚单胞的数目．系数矩阵的分块具有如下递推形式：
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Ｗｍ
ＬＬ ＝ Ｗｍ－１

ＬＬ － Ｗｍ－１
ＬＲ （Ｗｍ－１

ＲＲ ＋ ＷＬＬ）
－１Ｗｍ－１

ＲＬ ，

Ｗｍ
ＬＲ ＝ （Ｗｍ

ＲＬ） Ｔ ＝ － Ｗｍ－１
ＬＲ （Ｗｍ－１

ＲＲ ＋ ＷＬＬ）
－１ＷＬＲ，

Ｗｍ
ＲＲ ＝ ＷＲＲ － ＷＲＬ （Ｗｍ－１

ＲＲ ＋ ＷＬＬ）
－１ＷＬＲ ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（７）

下面分析方程（６）中系数矩阵的特性．对任意非零向量 ｘ， 考虑如下的数列：
　 　 ａｍ ＝ ｘＴＷｍ

ＬＬｘ ． （８）
利用方程（７）的第一个公式可得到

　 　 ａｍ ＝ ａｍ－１ － ｘＴ［Ｗｍ－１
ＬＲ （Ｗｍ－１

ＲＲ ＋ ＷＬＬ）
－１Ｗｍ－１

ＲＬ ］ｘ ． （９）
由于等效刚度矩阵是对称正定矩阵，所以 （Ｗｍ－１

ＲＲ ＋ ＷＬＬ）
－１ 也是对称正定矩阵，则有

　 　 ａｍ ＞ ０， （Ｗｍ－１
ＲＬ ｘ） Ｔ（Ｗｍ－１

ＲＲ ＋ ＷＬＬ）
－１（Ｗｍ－１

ＲＬ ｘ） ≥ ０． （１０）
根据方程（８） ～ （１０）可知 ａｍ－１ ≥ ａｍ ＞ ０， 因此数列 ａｍ 单调有下界，则根据单调有界定理［１９］，
数列 ａｍ 必有极限．由于数列 ａｍ 有极限，则由方程（９）可得到

　 　 ｌｉｍ
ｍ→∞

{ ｘＴ［Ｗｍ－１
ＬＲ （Ｗｍ－１

ＲＲ ＋ ＷＬＬ）
－１Ｗｍ－１

ＲＬ ］ｘ } ＝

　 　 　 　 ｌｉｍ
ｍ→∞

［（Ｗｍ－１
ＲＬ ｘ） Ｔ （Ｗｍ－１

ＲＲ ＋ ＷＬＬ）
－１（Ｗｍ－１

ＲＬ ｘ）］ ＝ ０． （１１）

由于 （Ｗｍ－１
ＲＲ ＋ ＷＬＬ）

－１ 是正定矩阵，则方程（１１）表明

　 　 ｌｉｍ
ｍ→∞

（Ｗｍ
ＲＬｘ） ＝ ０． （１２）

由于非零向量 ｘ 的任意性，则
　 　 ｌｉｍ

ｍ→∞
Ｗｍ

ＲＬ ＝ ０． （１３）

根据方程（１３）可知，当 ｍ 趋于无穷大时，方程（６）中分块矩阵 Ｗｍ
ＬＲ 和 Ｗｍ

ＲＬ 趋近于零．当分

块矩阵 Ｗｍ
ＬＲ 和 Ｗｍ

ＲＬ 为零时，线性方程组（６）可转化为两个独立的线性方程，即
　 　 Ｗｍ

ＬＬｕｋ＋１
Ｌ ＝ － ｐｋ＋１

Ｌ ， Ｗｍ
ＲＲｕｋ＋ｍ

Ｒ ＝ ｐｋ＋ｍ
Ｒ ． （１４）

由于方程（１４）中的两个方程是相互独立的，因此 ｐｋ＋１
Ｌ 不会对 ｕｋ＋ｍ

Ｒ 对应自由度产生影响．因此，
第 ｋ 个单胞上的外力只会引起其右侧有限个单胞的响应．同理，可以证得第 ｋ 个单胞上的外力

只会引起其左侧有限个单胞的响应．因此在给定时间步长，作用在某个单胞上的外力，只会引

起临近的有限个单胞的影响．
下面给出求解受影响单胞数目的方法．通过上述分析知道， 当 Ｗｍ

ＲＬ ＝ ０ 时， 方程（６）转化

为两个独立的方程， 即方程（１４）， 这时外力 ｐｋ＋１
Ｌ 引起的位移向量 ｕｋ＋ｍ

Ｒ 为零．根据方程（７），逐
步凝聚可以得到任意单胞数 ｍ（ｍ ＞ １） 的分块矩阵Ｗｍ

ＲＬ ．当满足‖Ｗｍ
ＲＬ‖２ ＜ ε （通常 ε ＝ １０ －１６

）时，可以认为 Ｗｍ
ＲＬ ＝ ０， 此时外力引起的位移向量 ｕｋ＋ｍ

Ｒ 为零， 此时合并的单胞数目 ｍ 即表示

受影响的单胞数 ＮＲ ．同理， 分析外力 ｐｋ－１
Ｒ 引起结构左侧的响应， 可以得到其左端受影响的单

胞数 ＮＬ ．
通过上述分析可知，在给定时间步长内，作用在某个单胞上的外力只会对其左端 ＮＬ 个单

胞和右端 ＮＲ 个单胞产生影响，并且这两个参数只需根据时间步长和单胞的属性就可以确定．

４　 一维周期结构动力响应的分解

基于第 ３ 节中求解得到的 ＮＬ 和 ＮＲ， 本节将一维周期结构动力响应分解为一系列小规模

结构的动力响应．
基于第 ２ 节中凝聚技术，将所有凝聚后单胞的等效外力叠加，如图 ３（ａ）所示，它们可表示

为 ｒ１Ｌ，ｒ１Ｒ ＋ ｒ２Ｌ，ｒ２Ｒ ＋ ｒ３Ｌ，…，ｒＮ－１
Ｒ ＋ ｒＮＬ 和 ｒＮＲ，共 Ｎ ＋ １ 个外力．将这 Ｎ ＋ １ 个外力分为 ３ 部分，即第
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１ 至第 ＮＬ 个，第 Ｎ － ＮＲ ＋ ２ 至第 Ｎ ＋ １ 个以及第 ＮＬ ＋ １ 至第 Ｎ － ＮＲ ＋ １ 个，如图 ３（ｂ）、（ｃ）
和（ｄ）所示．根据线性系统叠加原理可知，图 ３（ｂ）、（ｃ）和（ｄ）所示 ３ 个结构的动力响应之和与

图 ３（ａ）所示结构的动力响应相同．

图 ３　 整个结构的外力及其分解后的 ３ 部分外力

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｅｘｔｅｒｎａｌ ｆｏｒｃｅ ｏｎ ｔｈｅ ｅｎｔｉｒｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ａｎｄ ｉｔｓ ３ ｐａｒｔｓ ｏｆ ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ ｆｏｒｃｅｓ

根据第 ３ 节分析可知，作用在某个单胞上的外力只会对其左端 ＮＬ 个和右端 ＮＲ 个单胞产

生影响，因此分析图 ３（ｂ）和（ｃ）所示结构时，只需分别对图 ４（ａ）和（ｂ）所示结构分析即可．图
４（ａ）和（ｂ）所示结构均包含 ＮＬ ＋ ＮＲ － １ 个单胞，其中图 ４（ａ）所示结构左端边界条件与原结构

相同，图 ４（ｂ）所示结构右端边界条件与原结构相同．因此，通过求解图 ４（ａ）和（ｂ）所示结构的

动力响应就可以得到图 ３（ｂ）和（ｃ）所示结构的动力响应．

图 ４　 图 ３（ｂ）和（ｃ）所示结构的等效结构

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｔｏ ｔｈｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ ｇｉｖｅｎ ｉｎ ｆｉｇ． ３（ｂ） ａｎｄ （ｃ）

图 ３（ｄ）所示结构与原一维周期结构包含相同数目的单胞，直接求解其动力响应的计算效

率仍然非常低．为了提高计算效率，将图 ３（ｄ）所示结构上的所有外力从左到右依次进行分组，
并假设每 σ 个外力为一组（下文将会说明）．结构上共有外力数为 Ｎ ＋ １ － ＮＬ － ＮＲ，它可能不能

被 σ 整除，为保证每组均包含相同数目的外力分块，将最后一组用零进行填补，使其外力的分

块数目也为 σ ．这样该结构上所有外力分块被分为 Ｊσ 组，即
　 　 Ｊσ ＝ ｃｅｉｌ（（Ｎ ＋ １ － ＮＬ － ＮＲ） ／ σ）， （１５）

其中 ｃｅｉｌ（ａ） 表示不小于 ａ 的最小整数．根据第 ２ 节中凝聚单胞的等效外力形式，即方程（５），
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这 Ｊσ 组外力形式如下：

　 　 ｆκ ＝

［（ｒβＲ ＋ ｒβ ＋１Ｌ ） Ｔ，（ｒβ ＋１Ｒ ＋ ｒβ ＋２Ｌ ） Ｔ，…，（ｒβ ＋σ －２
Ｒ ＋ ｒβ ＋σ －１

Ｌ ） Ｔ，

　 　 （ｒβ ＋σ －１
Ｒ ＋ ｒβ ＋σＬ ） Ｔ］ Ｔ，　 　 β ＝ （κ － １）σ ＋ ＮＬ， κ ＝ １，２，…，Ｊσ － １，

［０，…，０，（ｒβＲ ＋ ｒβ ＋１Ｌ ） Ｔ，（ｒβ ＋１Ｒ ＋ ｒβ ＋２Ｌ ） Ｔ，…，（ｒＮ－ＮＲ－１
Ｒ ＋ ｒＮ－ＮＲ

Ｌ ） Ｔ，

　 　 （ｒＮ－ＮＲ
Ｒ ＋ ｒＮ－ＮＲ＋１

Ｌ ） Ｔ］ Ｔ，　 　 β ＝ （κ － １）σ ＋ ＮＬ， κ ＝ Ｊσ ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

（１６）

根据叠加原理可知，求解图 ３（ｄ）所示结构的动力响应可通过求解这 Ｊσ 组外力引起响应的叠

加得到．
根据第 ３ 节中的分析可知，一组局部外力作用在周期结构上时，只会引起其左边相邻 ＮＬ

个和右边相邻 ＮＲ 个单胞的响应．因此求解上述每一组外力引起的响应时，只需分析该组外力

所对应的单胞及其左端 ＮＬ 、右端 ＮＲ 个单胞组成的结构．由于方程（１６）中所有分组均包含相同

数目的外力，因此在求解它们引起的响应时，所分析的结构均包含相同数目的单胞．根据结构

的周期特性，每个单胞具有相同的属性，因此求解方程（１６）中所有分组引起的响应时，均可通

过如图 ５ 所示结构求解．该结构包含 ＮＬ ＋ ＮＲ ＋ σ － １ 个单胞，结构两端是自由的．根据叠加原理

可知，按照自由度的对应关系将每组外力引起的响应进行叠加后与图 ３（ｄ）所示结构的动力响

应是等效的．由于图 ５ 所示结构所含单胞数目很小，求解其动力响应时对应线性方程的规模也

很小，因此求解结构的动力响应会变得简捷高效．

图 ５　 求解图 ３（ｄ）所示结构动力响应时的等效结构

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ ｔｈｅ ｄｙｎａｍｉｃ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｇｉｖｅｎ ｉｎ ｆｉｇ． ３（ｄ）

在上述过程中引入了参数 σ， 理论上参数 σ 可取区间 ［１，Ｎ ＋ １ － ＮＬ － ＮＲ］ 中的任意整

数，但并不是所有的 σ 均是最优的．可通过分析求解结构对应线性方程的计算量（只考虑数

乘）来求得 σ 的最优值 σ ｂｅｓｔ ．当求解结构对应线性方程的计算量取最小值时，求解图 ３（ｄ）所
示结构的动力响应具有最高的计算效率．

通过上述分析，将求解一维周期结构动力响应转化为求解如图 ４（ａ）、（ｂ）和图 ５ 所示结构

的动力响应．转化后的这些结构包含的单胞数都很少，其对应线性方程的规模都非常小，因此

通过上述转化提高了求解结构动力响应的计算效率．图 ４（ａ）和（ｂ）所示结构对应线性方程规

模非常小，且只需求解一次，因此可直接求解．而对于大规模一维周期结构，需要多次求解图 ５
所示结构的动力响应，因此提高图 ５ 所示结构动力响应的求解效率非常重要．

５　 基于群理论的求解方法

基于第 ４ 节分析，快速求解图 ５ 所示结构的动力响应是高效率分析的关键．本节基于群理

论，通过提高该结构对应线性方程的求解效率，提高结构动力响应的求解效率．
基于第 ２ 节中凝聚单胞的等效刚度矩阵和等效外力向量，图 ５ 所示结构对应的线性方程

可写为如下形式：
　 　 Ｋ０ｘ ＝ ｆ， （１７）
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其中

　 　 Ｋ０ ＝

ＷＬＬ ＷＬＲ ０ ０ ０
ＷＲＬ ＷＬＬ ＋ ＷＲＲ ＷＬＲ ０ ０
０ ＷＲＬ ⋱ ⋱ ０
０ ０ ⋱ ＷＬＬ ＋ ＷＲＲ ＷＬＲ

０ ０ ０ ＷＲＬ ＷＲＲ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

， （１８）

　 　 ｆ ＝ ［０ … ０ （ ｆκ） Ｔ ０ … ０］ Ｔ， （１９）
式中 ｆκ 如方程（１６）所示，等效外力向量 ｆ 从上到下依次为 ＮＬ 个零分块、 ｆκ 和 ＮＲ 个零分块．

根据第 ３ 节分析可知在给定的时间步长，图 ５ 所示结构上的外力不会引起结构两端自由

度上的响应．因此，对结构两端的自由度施加任意约束均不会影响该力引起结构的响应．对应

到方程（１７）上，在系数矩阵 Ｋ０ 的左上、右上、左下和右下这 ４ 个顶角分块上分别增加 ＷＲＲ，
ＷＲＬ，ＷＬＲ 和ＷＬＬ 分块，方程（１７）的解不变．这样，得到的新矩阵 Ｋ对应的结构为循环周期结构，
其形式为

　 　 Ｋ ＝

ＷＬＬ ＋ ＷＲＲ ＷＬＲ ０ ０ ＷＲＬ

ＷＲＬ ＷＬＬ ＋ ＷＲＲ ＷＬＲ ０ ０
０ ＷＲＬ ⋱ ⋱ ０
０ ０ ⋱ ＷＬＬ ＋ ＷＲＲ ＷＬＲ

ＷＬＲ ０ ０ ＷＲＬ ＷＬＬ ＋ ＷＲＲ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

， （２０）

该矩阵对应的线性方程为

　 　 Ｋｘ ＝ ｆ ． （２１）
通过上述分析可知，方程（１７）和（２１）的解是相同的．基于系数矩阵 Ｋ 的特殊结构，利用群理论

可以高效求解方程（２１）．
求解方程（２１）的主要思想是，根据对称群的不可约表示得到一个正交转换矩阵，基于矩

阵 Ｋ 的特性可将其分块对角化．由于该转换矩阵非常容易得到，且分块对角矩阵所对应的方程

很容易求解，使得求解方程（２１）具有很高的计算效率［２０］ ．

６　 数 值 算 例

高效率求解线性方程是求解结构动力响应的关键问题．求解线性方程的常用方法包括直

接法和间接法，直接法首先对系数矩阵进行 Ｃｈｏｌｅｓｋｙ 分解，然后回代求解，而最常用的间接法

是预处理共轭梯度（ＰＣＧ）法，它通过收敛精度 τ 控制求解误差．本节将比较本文方法、直接法

和间接法 ３ 种方法在求解周期结构动力响应过程中所占用的计算机内存、计算效率和准确性．
本文算例均是在 ６ 核、３２ ＧＢ 内存和 ２．１０ ＧＨｚ 处理器的电脑上进行的．Ｎｅｗｍａｒｋ⁃ｂｅｔａ 法参数为

α ＝ ０．６ 和 δ ＝ ０．５．比较本文方法计算结果的准确性时，以直接法的计算结果为参考，比较本文

方法和 ＰＣＧ 方法时，定义相对误差 ｅ 为

　 　 ｅ ＝
‖ｕ － ｕＮ‖２

‖ｕＮ‖２
，

其中 ｕＮ 表示直接法求得所有自由度的位移向量， ｕ 表示本文方法或 ＰＣＧ 方法计算得到的所

有自由度的位移向量．
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算例 １　 考虑如图 ６（ａ）所示一维周期结构，它包含 Ｎ 个单胞．单胞为如图 ６（ｂ）所示的带

方形孔的方形板，方形孔位于单胞中心．单胞的几何尺寸为 Ｌ ＝ ０．１ ｍ， ｌ ＝ ０．０６ ｍ，厚度为 ０．０２５
ｍ，单胞为橡胶材料，材料属性如表 １ 所示．采用三节点三角形单元对单胞进行有限元离散，共
包含 １８０ 个自由度．固定结构两端，在结构上端相邻单胞的节点上作用 １０３ｓｉｎ（ ｔ） Ｎ 形式的外

力，方向向下．采用 Ｒａｙｌｅｉｇｈ（瑞雷）阻尼为 Ｃ ＝ ０．３Ｍ ＋ ０．００３Ｋ ．

（ａ） 一维周期结构模型 （ｂ） 单胞

（ａ） Ｔｈｅ １Ｄ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｍｏｄｅｌ （ｂ） Ｔｈｅ ｕｎｉｔ ｃｅｌｌ
图 ６　 算例 １ 模型

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｅｘａｍｐｌｅ １

表 １　 材料属性

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ２ ｍａｔｅｒｉａｌｓ

ｐｒｏｐｅｒｔｙ ｒｕｂｂｅｒ ｌｏｗ⁃ｃａｒｂｏｎ ｓｔｅｅｌ

Ｙｏｕｎｇ’ｓ ｍｏｄｕｌｕｓ Ｅ ／ （Ｎ ／ ｍ２） ７．８４×１０６ ２．１×１０１１

ｄｅｎｓｉｔｙ ρ ／ （ｋｇ ／ ｍ２） ３２．５ １９５

Ｐｏｉｓｓｏｎ’ｓ ｒａｔｉｏ ν ０．４ ０．３

　 　 选取时间步长为 ０．０００ １ ｓ 时，积分到 １０ ｓ，即积分 １０５步．图 ７ 给出了结构包含 ５０ 个单胞

时，本文方法和 ＰＣＧ 方法的相对误差，其中图 ７（ａ）表示本文方法与直接法的相对误差，图 ７
（ｂ）、（ｃ）和（ｄ）分别表示 ３ 种不同收敛精度 τ ＝ １０ －６，１０ －７ 和１０ －８ 的 ＰＣＧ 方法与直接法的相对

误差．从图 ７ 可以看出本文方法的正确性，且表明本文方法的精度优于 ＰＣＧ 方法．

（ａ） 本文方法 （ｂ） τ ＝ １０ －６ 时的 ＰＣＧ 方法

（ａ） Ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｍｅｔｈｏｄ （ｂ） Ｔｈｅ ＰＣＧ ｍｅｔｈｏｄ ｗｉｔｈ τ ＝ １０ －６

（ｃ） τ ＝ １０ －７ 时的 ＰＣＧ 方法 （ｄ） τ ＝ １０ －８ 时的 ＰＣＧ 方法

（ｃ） Ｔｈｅ ＰＣＧ ｍｅｔｈｏｄ ｗｉｔｈ τ ＝ １０ －７ （ｄ） Ｔｈｅ ＰＣＧ ｍｅｔｈｏｄ ｗｉｔｈ τ ＝ １０ －８

图 ７　 算例 １ 的相对误差

Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒｓ ｆｏｒ ｅｘａｍｐｌｅ １

选取时间步长为 ０．０００ １ ｓ，积分区间为 ０～０．１ ｓ ．图 ８ 给出了 ＣＰＵ 时间与结构所含单胞数

目之间的关系，其中带三角形实线表示直接法，带圆形实线表示本文方法，带四边形、加号和五
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角星的实线分别表示采用 ３ 种不同收敛精度 τ ＝ １０ －６，１０ －７ 和１０ －８ 的 ＰＣＧ 方法．从图 ８ 可以发

现，本文方法的计算效率高于直接法和 ＰＣＧ 方法．

图 ８　 算例 １ 中 ３ 种方法的 ＣＰＵ 时间

Ｆｉｇ． ８　 Ｔｈｅ ＣＰＵ ｔｉｍｅｓ ｏｆ ３ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ ｅｘａｍｐｌｅ １

算例 ２　 考虑如图 ９（ａ）所示一维周期结构，它包含 Ｎ 个如图 ９（ｂ）所示单胞，结构两端固

定．单胞几何尺寸为 Ｌ ＝ ０．１ ｍ， ｒ ＝ ０．０２５ ｍ，厚度 ０．０２５ ｍ，弹簧刚度为１０５ Ｎ ／ ｍ，圆心位于单胞中

心．圆形材料为低碳钢，其余材料为橡胶，材料属性如表 １ 所示．采用三节点三角形单元对单胞

进行有限元离散，共包含 ３８６ 个自由度．结构所有节点初始位移和速度均为零，结构上表面受

１０２ｓｉｎ（ｘπ ／ ＮＬ）ｓｉｎ（ ｔ） Ｎ 的外力作用，其中 ｘ 表示距离结构左端的距离，方向竖直向下．采用

Ｒａｙｌｅｉｇｈ 阻尼 Ｃ ＝ ０．３Ｍ ＋ ０．００３Ｋ ．

（ａ） 一维周期结构模型 （ｂ） 单胞

（ａ） Ｔｈｅ １Ｄ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｍｏｄｅｌ （ｂ） Ｔｈｅ ｕｎｉｔ ｃｅｌｌ
图 ９　 算例 ２ 模型

Ｆｉｇ． ９　 Ｔｈｅ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｅｘａｍｐｌｅ ２

选取时间步长为 ０．０００ １ ｓ 时，积分到 １０ ｓ，即积分 １０５步．图 １０ 给出了结构包含 １００ 个单

胞时，本文方法和 ＰＣＧ 方法的相对误差，其中图 １０（ａ）表示本文方法与直接法的相对误差，图
１０（ｂ）、（ｃ）和（ｄ）分别表示 ３ 种不同收敛精度 τ ＝ １０ －６，１０ －７ 和１０ －８ 的 ＰＣＧ 方法与直接法的相

对误差．从图 １０ 可看出本算例再次验证了本文方法的正确性．
选取时间步长为 ０．０００ １ ｓ，积分区间为 ０～０．１ ｓ ．图 １１ 给出了 ＣＰＵ 时间与结构所含单胞

数目之间的关系，其中带三角形实线表示直接法，带圆形实线表示本文方法，带四边形、加号和

五角星的实线分别表示采用 ３ 种不同收敛精度 τ ＝ １０ －６，１０ －７ 和１０ －８ 的 ＰＣＧ 方法．从图 １１ 可以

发现，本文方法的计算效率高于直接法和 ＰＣＧ 方法．
基于上述结构，进一步分析在求解结构动力响应的整个过程中 ３ 种方法所占用的计算机

内存．当结构包含单胞数为 ５ ０００，１０ ０００ 和 ２０ ０００ 时，表 ２ 给出了 ３ 种方法在求解结构动力响
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应的整个过程中计算机使用的最大内存，其中采用 ３ 种收敛精度的 ＰＣＧ 方法只是在求解线性

方程时迭代次数有所不同，因此它们使用内存是相同的．从表 ２ 可以发现，本文方法占用计算

机内存明显低于其他两种方法．这是因为直接法和 ＰＣＧ 方法在求解动力响应过程中需要形成

整个结构的质量矩阵、阻尼矩阵、刚度矩阵和等效刚度矩阵，尽管它们采用稀疏处理，但由于结

构规模较大，使得占用内存仍然比较大．同时，在积分过程之前需对等效刚度矩阵进行分解，此
过程需要较大内存．而本文提出的方法只需对 ３ 个很小结构进行分析，避免了大规模矩阵的形

成和分解，因此占用计算机内存非常小．

（ａ） 本文方法 （ｂ） τ ＝ １０ －６ 时的 ＰＣＧ 方法

（ａ） Ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｍｅｔｈｏｄ （ｂ） Ｔｈｅ ＰＣＧ ｍｅｔｈｏｄ ｗｉｔｈ τ ＝ １０ －６

（ｃ） τ ＝ １０ －７ 时的 ＰＣＧ 方法 （ｄ） τ ＝ １０ －８ 时的 ＰＣＧ 方法

（ｃ） Ｔｈｅ ＰＣＧ ｍｅｔｈｏｄ ｗｉｔｈ τ ＝ １０ －７ （ｄ） Ｔｈｅ ＰＣＧ ｍｅｔｈｏｄ ｗｉｔｈ τ ＝ １０ －８

图 １０　 算例 ２ 的相对误差

Ｆｉｇ． １０　 Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒｓ ｆｏｒ ｅｘａｍｐｌｅ ２

图 １１　 算例 ２ 中 ３ 种方法的 ＣＰＵ 时间

Ｆｉｇ． １１　 Ｔｈｅ ＣＰＵ ｔｉｍｅｓ ｏｆ ｔｈｒｅｅ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ ｅｘａｍｐｌｅ ２

表 ２　 ３ 种方法使用内存的最大值

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｅ ｍａｘｉｍａｌ ｕｓａｇｅ ｏｆ ｍｅｍｏｒｙ ｏｆ ｔｈｅ ３ ｍｅｔｈｏｄｓ

ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｃｅｌｌｓ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ＤＯＦｓ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｍｅｔｈｏｄ ｄｉｒｅｃｔ ｍｅｔｈｏｄ ＰＣＧ ｍｅｔｈｏｄ

５ ０００ １ ９３０ ０００ ０．２ ＧＢ ２．８ ＧＢ １．６ ＧＢ

１０ ０００ ３ ８６０ ０００ ０．４ ＧＢ ５．６ ＧＢ ３．２ ＧＢ

２０ ０００ ７ ７２０ ０００ ０．８ ＧＢ １１．１ ＧＢ ６．４ ＧＢ

９７１梁　 希　 强　 　 　 高　 　 强　 　 　 姚　 伟　 岸



７　 结　 　 论

基于凝聚技术、周期结构的动力特性和群理论，提出了一种求解一维周期结构瞬态响应的

高效算法．首先利用结构的周期特性和凝聚技术，减小结构对应线性方程的规模．然后通过分

析周期结构动力系统数值积分时对应线性方程的特性，将一维周期结构动力响应的求解转换

为一系列小规模子结构的响应分析， 同时将小规模子结构的响应分析转换为循环周期结构的

响应分析．最后循环周期结构对应的线性方程可借助于群理论高效求解．该算法具有以下优点：
１） 利用结构的周期特性，通过对一个单胞凝聚来减小各子结构对应的线性方程的规模．
２） 通过对周期结构动力系统的线性方程进行分析，使得大规模一维周期结构的动力响应

可通过求解多个小规模子结构的动力响应得到．这样，大大减小了分析结构的规模，避免了形

成整个结构对应的刚度矩阵、质量矩阵、阻尼矩阵和等效刚度矩阵，也避免了对等效刚度矩阵

进行分解．因此该算法在很大程度上节省了计算过程中的物理内存，也进一步提高了求解结构

动力响应的计算效率．
３） 基于群理论将循环周期结构对应线性方程的系数矩阵转化为分块对角形式，使得求解

线性方程具有较高的计算效率．
４） 数值算例说明本文方法具有较高的计算效率．
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