
文章编号：１０００⁃０８８７（２０１８）０３⁃０２６６⁃１２ ⓒ 应用数学和力学编委会，ＩＳＳＮ １０００⁃０８８７

移动载荷作用下轴向运动载流梁的
参强联合共振

∗

戎艳天，　 胡宇达

（燕山大学 建筑工程与力学学院；
河北省重型装备与大型结构力学可靠性重点实验室， 河北 秦皇岛 ０６６００４）

摘要：　 研究磁场环境中移动载荷作用下轴向运动梁的磁弹性参强联合共振问题．以轴向运动载流

梁为研究对象，建立横向磁场中受移动载荷作用下梁的力学模型．应用 Ｈａｍｉｌｔｏｎ（哈密顿）原理，得
到梁的非线性磁弹性振动方程．利用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ（伽辽金）积分法和多尺度法，推得以移动载荷为变量

的幅频响应方程．通过数值计算，绘制了振幅随调谐参数、拉力扰动幅值、移动载荷、磁感应强度的

变化规律曲线图，分析了电流密度、磁感应强度、移动载荷等变量对参变系统动力学特性的影响．结
果表明：系统呈现典型的参强联合共振特性；移动载荷、磁感应强度能够起到抑制共振幅值多值现

象的产生．
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引　 　 言

轴向运动结构广泛应用于机械、航空航天、交通运输等重要领域，如运动轴承、输送机等设

备，随着导电导磁结构的应用，电磁场的工作环境越来越普遍．处于电磁场环境中的构件，因受

到电磁场和机械场等因素的共同作用，会产生较为明显的振动，影响系统的正常工作，同时系

统内部参数的改变也会明显影响其动力学特性．因此，研究复杂载荷作用下系统的耦合共振问

题具有理论和实际意义．
近年来，针对磁场环境中运动结构的非线性振动问题进行了一些理论探索和研究．文献

［１⁃３］建立了横向恒定磁场中运动结构的力学模型，依据 Ｍａｘｗｅｌｌ（麦克斯韦）电磁场方程并考

虑电磁边界条件和电磁本构关系，进而运用 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理推导了磁弹性耦合动力学振动方

程，为分析磁场环境中轴向运动导电导磁结构的非线性振动问题提供了理论依据．文献［４］以
旋转运动结构为研究对象，将 Ｂｅｓｓｅｌ（贝塞尔）函数作为振型函数，分析了系统的主共振分岔问

题．参数振动通过内部参数进行周期性的变化而实现，是非线性振动中一个重要的部分，也是
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一种特殊的振动形式．文献［５］将拉力和速度设定为随时间变化的周期性改变的参数，分析了

矩形薄板的主参数共振和载流梁的主共振⁃主参数共振．文献［６⁃７］研究了电磁影响下水电机

组和电机轴承转子系统的参强联合共振问题，着重讨论了阻尼和电流对参数共振幅值的作用．
文献［８］以横向磁场中变速运动矩形板为模型，依据 Ｆｌｏｑｕｅｔ（弗洛凯）理论和平均法得到了参

变系统的振动方程，并给出了稳定性判别条件，进而讨论了速度等变量对参数共振特性行为的

影响．载荷的作用对非线性振动特性的影响非常显著，近些年，受复杂载荷作用下结构的振动

问题得到了学者们的广泛关注．文献［９⁃１１］探讨了移动载荷作用下系统的振动问题，着重分析

了移动载荷大小对梁、轨道振动特性的影响．文献［１２］研究了受静载荷作用的旋转圆形薄板的

自由振动问题，得到了以初挠度为参数的振动系统的固有频率，着重分析了静载荷、转速对振

幅的影响．文献［１３］依据改进的多尺度法得到了以静载荷为参数的主共振幅频响应方程，通过

数值计算分析了静载荷对振动系统的影响．
目前对于轴向运动结构的参数振动问题已有许多研究，但是对处于电磁场环境中且受移

动载荷作用轴向运动结构的磁弹性参数振动问题的研究还很少．本文针对磁场中移动载荷作

用下轴向运动载电流梁的参强联合共振问题进行研究，重点推导移动载荷作用下轴向运动载

流梁的磁弹性耦合振动方程，并对系统的非线性参强联合共振问题进行解析求解，最后通过数

值算例，分析移动载荷、电磁等变量对系统振动特性的影响．

１　 轴向运动载流梁的磁弹性振动方程

研究长 ｌ， 宽 ｂ， 高 ｈ， 质量密度为 ρ 的置于恒定磁场环境中的轴向变速运动载电流梁，其
中恒定磁场为 Ｂ ＝ ［０，Ｂ０ｙ，０］，通入电流的电流密度矢量为 Ｊｅ ＝ ［Ｊ０ｘ（ ｔ），０，０］，ｔ为时间变量．该
梁沿形心轴 ｘ 方向以恒定速度 Ｃ 运动，并且受轴向拉力 Ｆ０ｘ 和移动载荷 Ｑ 的共同作用．

图 １　 磁场中轴向运动载流梁力学模型

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ａｎ ａｘｉａｌｌｙ ｍｏｖｉｎｇ ａｎｄ ｃｕｒｒｅｎｔ⁃ｃａｒｒｙｉｎｇ ｂｅａｍ ｉｎ ｍａｇｎｅｔｉｃ ｆｉｅｌｄ

１．１　 轴向运动载电流梁动能和势能

轴向变速运动载电流梁沿 ｚ 轴的速度分量为

　 　 Ｖ０ｚ ＝
ｄｗ
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， （１）

其中， ｗ（ｘ，ｔ） 是系统横向振动位移．因此，梁的动能为
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式中， Ａ ＝ ｂ × ｈ， 表示梁的横截面积．
梁的总势能 Ｕ 由轴向拉力作用下引起的应变势能、弯曲应变势能和中面应变势能 ３ 部分

组成，其表达式为
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，Ｅ 为弹性模量．

１．２　 轴向运动载电流梁外力虚功

依据电磁场基本理论，Ｌｏｒｅｎｚ 力为［１］

　 　 ｆ ＝ Ｊ × Ｂ， （４）
式中， Ｊ 为梁内电流密度矢量，由通入电流和因外加磁场作用而在导电梁内产生沿 ｘ 轴方向的

感应电流 Ｊ′ 两部分组成，则式（４）可表示为

　 　 ｆ ＝ Ｊｅ × Ｂ ＋ Ｊ′ × Ｂ ＝
ｉ ｊ ｋ

Ｊ０ｘ ＋ Ｊｘ ０ ０

０ Ｂ０ｙ ０
＝ （Ｊ０ｘＢ０ｙ ＋ ＪｘＢ０ｙ）ｋ， （５）

其中， Ｊｘ ＝ － σ ０Ｖ０ｚＢ０ｙ，σ ０ 为电导率， ｉ， ｊ， ｋ 为直角坐标系各坐标轴的单位向量．
由式（５）可得梁单位长度所受电磁力表达式为

　 　 Ｆｚ ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２
∫ｂ ／ ２

－ｂ ／ ２
（Ｊ０ｘＢ０ｙ ＋ ＪｘＢ０ｙ）ｄｙｄｚ， （６）

从而得到电磁力虚功表达式为如下形式：

　 　 δＷ１ ＝ ∫ｌ
０
Ｆｚδｗｄｘ ． （７）

设梁上作用有随梁一起运动的均布移动载荷，载荷集度为 Ｑ， 作用长度为 Ｌ０， 则合力表达

式为

　 　 ＦＱ ＝ ∫ｌ
０
Ｑ［１ － Ｈ（ｘ － Ｃｔ）］ｄｘ － ∫ｌ

０
Ｑ［１ － Ｈ（ｘ － （Ｃｔ － Ｌ０））］ｄｘ， （８）

式中 Ｈ（ｘ） ＝
１，　 　 ｘ ＞ ０
０，　 　 ｘ ＜ ０{ 为单位阶跃函数．

从而得到移动载荷虚功表达式：

　 　 δＷ２ ＝ ∫ｌ
０
Ｑ［Ｈ（ｘ － （Ｃｔ － Ｌ０）） － Ｈ（ｘ － Ｃｔ）］δｗｄｘ， （９）

式中， δＷ２ 为合力 ＦＱ 所做虚功．
１．３　 振动方程的建立

根据 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理可得

　 　 ∫ｔ２
ｔ１
（δＴ － δＵ ＋ δＷ１ ＋ δＷ２）ｄｔ ＝ ０， （１０）

其中， （ ｔ１，ｔ２） 为积分时间域， δＴ 为动能变分， δＵ 为势能变分．
将式（２）、（３）、（７）、（９）代入式（１０）中，经过变分运算，得到梁的磁弹性振动方程：
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２　 参强联合振动方程

针对交变电流和变拉力作用下的轴向匀速运动导电梁进行研究，各量表达式为

　 　 Ｃ ＝ Ｃ０， Ｆ０ｘ ＝ Ｆ０ ＋ Ｆ１ｓｉｎ（ω １ ｔ）， Ｊ０ｘ ＝ Ｊ０ｓｉｎ（ω ２ ｔ）， （１２）
其中， Ｃ０ 是轴向运动恒定速度， Ｆ０ 是轴向运动恒定拉力， Ｆ１ 是轴向时变拉力扰动量， Ｊ０ 是电

流密度幅值， ω １，ω ２ 分别是拉力和电流的变频率．
两端铰支梁满足的边界条件为

　 　 ｘ ＝ ０：　 ｗ ＝ ０， ∂２ｗ
∂ｘ２

＝ ０，

　 　 ｘ ＝ ｌ：　 ｗ ＝ ０， ∂２ｗ
∂ｘ２

＝ ０．

当考虑上述边界条件情况，可将位移解展开为如下分离变量形式：

　 　 ｗ（ｘ，ｔ） ＝ ｆ（ ｔ）ｓｉｎ πｘ
ｌ
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将式（１２）、（１３）代入式（１１）中并应用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 积分，可推得带有变系数项的参强联合无

量纲化振动微分方程：
　 　 ｑ（τ） ＋ ２ζｑ（τ） ＋ ｑ（τ） ＋ ｇｓｉｎ（Ω１τ）ｑ（τ） ＋ αｑ３（τ） －

　 　 　 　 Ｐｓｉｎ（Ω２τ） － Ｑｚｓｉｎ（Ω３τ － θ） ＝ ０， （１４）
其中

　 　 ｑ ＝ ｆ（ ｔ）
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， ω ２
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，

ω ０ 为系统固有频率．

３　 多尺度法求解

在对主共振⁃主参数联合共振问题求解时，在式（１４）中引入小参数 ε， 有

　 　 ｑ（τ） ＋ ２εζｑ（τ） ＋ ｑ（τ） ＋ εｇｓｉｎ（Ω１τ）ｑ（τ） ＋ εαｑ３（τ） －
　 　 　 　 εＰｓｉｎ（Ω２τ） － εＱｚｓｉｎ（Ω３τ － θ） ＝ ０， （１５）

其中

　 　 ζ ＝ ζ
ε
， ｇ ＝ ｇ

ε
， α ＝ α

ε
， Ｐ ＝ Ｐ

ε
， Ｑｚ ＝

Ｑｚ

ε
．

采用多尺度［１４⁃１６］求解微分方程，设方程的一次近似解析解为

　 　 ｑ（τ，ε） ＝ ｑ０（Ｔ０，Ｔ１） ＋ εｑ１（Ｔ０，Ｔ１）， （１６）
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其中， Ｔ０ ＝ τ，Ｔ１ ＝ ετ 为两个时间尺度．
将式（１６）代入式（１５）中，令 ε 的同次幂项系数相等可以得到

　 　 Ｄ２
０ｑ０ ＋ ｑ０ ＝ ０， （１７）

　 　 Ｄ２
０ｑ２

１ ＋ ｑ１ ＝ － ２Ｄ０Ｄ１ｑ０ － ２ζＤ０ｑ０ － ｇｓｉｎ（Ω１τ）ｑ０ －

　 　 　 　 αｑ３
０ ＋ Ｐｓｉｎ（Ω２τ） ＋ Ｑｚｓｉｎ（Ω３τ － θ）， （１８）

其中　 　 Ｄ０ ＝ ∂
∂Ｔ０

，Ｄ１ ＝ ∂
∂Ｔ１

．

零次近似方程式（１７）的解可表示为

　 　 ｑ０ ＝ Ａ０（Ｔ１）ｅｉＴ０ ＋ Ａ
－

０（Ｔ１）ｅ
－ ｉＴ０， （１９）

其中， ｉ２ ＝ － １，Ａ０ 为未知复数， Ａ
－

０ 为 Ａ０ 的共轭复数．将式（１９）代入一次近似方程式（１８），可得

　 　 Ｄ２
０ｑ２

１ ＋ ｑ１ ＝ （ － ２ｉＡ′０ － ２ｉζＡ０ － ３αＡ２
０Ａ
－

０）ｅｉＴ０ － αＡ３
０ｅｉ（３Ｔ０） －
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［Ａ０（Ｔ１）ｅｉ（Ω１＋１）Ｔ０ ＋ Ａ
－

０（Ｔ１）ｅｉ（Ω１－１）Ｔ０］ ＋

　 　 　 　 Ｐ
２ｉ

ｅｉΩ２Ｔ０ ＋
Ｑｚ

２ｉ
ｅｉΩ３Ｔ０ ＋ ｃｃ， （２０）

其中， Ａ′０ ＝ ∂Ａ０ ／ ∂Ｔ１，ｃｃ 表示等式（２０）右端各项的共轭复数．
分析式（２０）可知，当 Ω１ ≈２，Ω２ ≈１，Ω３ ≈１，即拉力参数激励频率接近系统固有频率的 ２

倍，电流密度频率和外界移动载荷频率与系统固有频率近似相等时，系统主共振⁃主参数共振

将发生．此时，令
　 　 Ω１ ＝ ２ ＋ εσ １， Ω２ ＝ １ ＋ εσ ２， Ω３ ＝ １ ＋ εσ ３， （２１）

其中， σ １，σ ２，σ ３ 为频率调谐值．
将式（２１）代入式（２０）中，由消除久期项的条件可得

　 　 － ２ｉＡ′０ － ２ｉζＡ０ － ３αＡ２
０Ａ
－

０ ＋ ｇ
２

ｉｅｉσ１Ｔ１Ａ
－

０ － Ｐ
２

ｉｅｉσ２Ｔ１ －
Ｑｚ

２
ｅｉ（σ３Ｔ１－θ） ＝ ０． （２２）

取复函数 Ａ０ 表示形式如下：

　 　 Ａ０ ＝ １
２

ａ（Ｔ１）ｅｉφ（Ｔ１）， （２３）

其中， ａ 和 φ 都是关于 Ｔ１ 的实函数．
将式（２３）代入式（２２）中，并分离实部和虚部，可得

　 　 ａφ′ ＝ ３α
８

ａ３ ＋ ｇ
４

ａｓｉｎ β １ － Ｐ
２

ｓｉｎ β ２ －
Ｑｚ

２
ｓｉｎ（β ３ － θ）， （２４）

　 　 ａ′ ＝ － ζａ ＋ ｇ
４

ａｃｏｓ β １ － Ｐ
２

ｃｏｓ β ２ －
Ｑｚ

２
ｃｏｓ（β ３ － θ）， （２５）

其中

　 　 β １ ＝ σ １Ｔ１ － ２φ， β ２ ＝ σ ２Ｔ１ － φ， β ３ ＝ σ ３Ｔ１ － φ， ａ′ ＝ ∂ａ
∂Ｔ１

， φ′ ＝ ∂φ
∂Ｔ１

．

从而 β １，β ２，β ３ 对 Ｔ１ 求导分别为
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β′１ ＝ σ １ － ２φ′，

β′２ ＝ σ ２ － ２φ′，

β′３ ＝ σ ３ － φ′ ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（２６）

对于系统的稳态运动情况，应有 ａ′ ＝ ０，β′１ ＝ β′２ ＝ β′３ ＝ ０， 则可求得

　 　 φ′ ＝ １
２

σ １ ＝ σ ２ ＝ σ ３ ＝ σ ． （２７）

进一步考虑式（２４） ～ （２７），最终求得

　 　 － ａσ － ３α
８

ａ３æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ － ｇ

４
ａｓｉｎ（２β ３） ＋ Ｐ

２
ｓｉｎ β ３ ＋

Ｑｚ

２
ｓｉｎ（β ３ － θ）， （２８）

　 　 ζａ ＝ ｇ
４

ａｃｏｓ（２β ３） － Ｐ
２

ｃｏｓ β ３ －
Ｑｚ

２
ｃｏｓ（β ３ － θ） ． （２９）

为便于对方程（２８）、（２９）进行求解，采取变量变换方法，设
　 　 ｍ ＝ ａ（Ｔ１）ｃｏｓ β ３（Ｔ１）， （３０）
　 　 ｎ ＝ ａ（Ｔ１）ｓｉｎ β ３（Ｔ１） ． （３１）

由式（３０）、（３１）并考虑式（２４） ～ （２７），可得

　 　 ｍ′ ＝ ａ（ｃｏｓ β ３） － ζ ＋ ｇ
４

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ａ（ｓｉｎ β ３）

３α
８

ａ２ － σæ

è
ç

ö

ø
÷ － Ｐ

２
－
Ｑｚ

２
ｃｏｓ θ， （３２）

　 　 ｎ′ ＝ ａ（ｓｉｎ β ３） － ζ － ｇ
４

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ａ（ｃｏｓ β ３） σ － ３α

８
ａ２æ

è
ç

ö

ø
÷ －

Ｑｚ

２
ｓｉｎ θ ． （３３）

同样，对于稳态运动，令 ｍ′ ＝ ０，ｎ′ ＝ ０， 则由式（３０） ～ （３３）可解得

　 　 ｍ ＝

Ｑｚ

２
（ｓｉｎ θ） σ － ３α

８
ａ２æ

è
ç

ö

ø
÷ －

（Ｐ ＋ Ｑｚｃｏｓ θ）
２

ζ ＋ ｇ
４

æ

è
ç

ö

ø
÷

σ － ３α
８

ａ２æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ ζ ２ － ｇ２

１６
æ

è
ç

ö

ø
÷

， （３４）

　 　 ｎ ＝
－
Ｑｚ

２
（ｓｉｎ θ） ζ － ｇ

４
æ

è
ç

ö

ø
÷ －

（Ｐ ＋ Ｑｚｃｏｓ θ）
２

σ － ３α
８

ａ２æ

è
ç

ö

ø
÷

σ － ３α
８

ａ２æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ ζ ２ － ｇ２

１６
æ

è
ç

ö

ø
÷

． （３５）

又因 ｍ２ ＋ ｎ２ ＝ ａ２， 则可得系统主共振⁃主参数共振下的幅频响应方程：

　 　 Ｑｚ（ｓｉｎ θ） σ － ３α
８

ａ２æ

è
ç

ö

ø
÷ － （Ｐ ＋ Ｑｚｃｏｓ θ） ζ ＋ ｇ

４
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú

２

＋

　 　 　 　 Ｑｚ（ｓｉｎ θ） ζ － ｇ
４

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ （Ｐ ＋ Ｑｚｃｏｓ θ） σ － ３α

８
ａ２æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú

２

＝

　 　 　 　 ４ σ － ３α
８

ａ２æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ ζ ２ － ｇ２

１６
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú

２

ａ２ ． （３６）

４　 算例及结果分析

以铜制梁为例进行分析．选取梁长 ｌ ＝ ０．３ ｍ，宽 ｂ ＝ ０．０２ ｍ，高 ｈ ＝ ０．０１ ｍ，弹性模量 Ｅ ＝ １０８ ＧＰａ，
质量密度 ρ ＝ ８ ９２０ ｋｇ ／ ｍ３， Ｐｏｉｓｓｏｎ（泊松）比 μ ＝ ０．３３， 电导率 σ ０ ＝ ５．７１４ ３ × １０７ （Ω·ｍ） －１ ．
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图 ２ 为速度⁃频率关系曲线图，由图可知，当轴向恒定拉力 Ｆ０ ＝ １０ ０００ Ｎ 时，轴向速度要达到

Ｃ０ ＝ ９１．３ ｍ ／ ｓ，系统才发生主共振⁃主参数共振．

图 ２　 速度⁃频率关系曲线图

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｓｐｅｅｄ⁃ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｇｒａｐｈ

图 ３～１０ 分别给出了共振幅值 ａ 随调谐参数 εσ、时变拉力扰动量幅值 Ｆ１、移动载荷 Ｑ、磁
感应强度幅值 Ｂ０ｙ 和移动载荷长度 Ｌ０ 的变化关系曲线图．

图 ３ 给出了电流密度 Ｊ０ 影响下的幅频响应图，图中给定基本参数取值如下： Ｂ０ｙ ＝ ０．０１ Ｔ，
Ｌ０ ＝ ０．１ ｍ，Ｑ ＝ ５００ Ｎ ／ ｍ，Ｆ１ ＝ １ ０００ Ｎ ．由图可见，当给定调谐参数 εσ 的取值范围，随着调谐参

数从负值逐渐增大到正值，系统呈现由单解到三解再到五解的变化趋势．Ｊ０ 对系统整体多值性

的影响不明显，但随着 Ｊ０ 的增大，稳态解 ５ 个值区域逐渐减小．

图 ３　 Ｊ０ 影响下的幅频响应图

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ⁃ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｃｕｒｖｅｓ ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ Ｊ０

图 ４　 Ｂ０ｙ 影响下的幅频响应图 （Ｑ ＝ ５００ Ｎ ／ ｍ）

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ⁃ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｃｕｒｖｅｓ ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ Ｂ０ｙ（Ｑ ＝ ５００ Ｎ ／ ｍ）

图 ４、图 ５ 分别给出了磁感应强度 Ｂ０ｙ 、移动载荷 Ｑ 影响下的幅频响应图，图中给定基本参

数取值如下： Ｆ１ ＝ １ ０００ Ｎ，Ｊ０ ＝ ２ Ａ ／ ｍｍ２，Ｌ０ ＝ ０．１ ｍ ．由图可见，当给定调谐参数 εσ 的取值范

围，系统 ５ 个稳态解的区域逐渐减小，３ 个解的区域逐渐增大，到最后完全呈现单解和三解的

状态．与此同时，被激发起的右偏的硬特性共振带有变宽的趋势，多值区域呈现相应减小的变
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化趋势．
图 ６ 给出了移动载荷 Ｑ 影响下的振幅⁃拉力激励响应图，图中给定基本参数取值如下： Ｊ０

＝ ２ Ａ ／ ｍｍ２，Ｌ０ ＝ ０．２ ｍ，Ｂ０ｙ ＝ ０．０１ Ｔ，由图可见，随着移动载荷 Ｑ 的增大，振动幅值有增大的趋

势．移动载荷 Ｑ 的改变对多值性有较大影响，随着 Ｑ 增大，系统 ５ 个解的区域逐渐减小，３ 个解

的区域增大，当 Ｑ ＞ ８００ Ｎ ／ ｍ 时出现单解，总体上移动载荷的增大，对系统的多值区域也有抑

制作用．

图 ５　 Ｑ 影响下的幅频响应图 （Ｂ０ｙ ＝ ０．０１ Ｔ）

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ⁃ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｃｕｒｖｅｓ ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ Ｑ（Ｂ０ｙ ＝ ０．０１ Ｔ）

图 ６　 Ｑ 影响下的振幅⁃拉力激励响应图

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ⁃ｔｅｎｓｉｏｎ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｃｕｒｖｅｓ ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ Ｑ

图 ７　 Ｂ０ｙ 影响下的振幅⁃移动载荷响应图

Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ⁃ｍｏｖｉｎｇ ｌｏａｄ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｃｕｒｖｅｓ ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ Ｂ０ｙ

图 ７ 给出了磁感应强度 Ｂ０ｙ 影响下的振幅⁃移动载荷响应图，由图可见，磁感应强度的微小

改变，对解的多值性有明显影响．随着磁感应强度的增大，系统的五解和三解的区域逐渐减小，
而单解区域呈现增大的趋势．由此可见，增大磁感应强度抑制解的多值性．

图 ８ 给出了调谐参数 εσ 影响下的振幅⁃磁感应强度曲线图，给定变量取值为 Ｆ１ ＝ ５００ Ｎ，
Ｊ０ ＝ ０ Ａ ／ ｍｍ２，Ｑ ＝ ５００ Ｎ ／ ｍ，Ｌ０ ＝ ０．１ ｍ ．如图 ８ 所示，随着调谐参数逐渐增大，图像逐渐内缩成

环形并向上脱离，所有图形均关于 Ｂ０ｙ ＝ ０ Ｔ 呈现左右对称分布．随着调谐参数的增大，系统由
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单解到出现三解，再出现五解．振动幅值在 Ｂ０ｙ ＝ ０ Ｔ 附近变化剧烈，在远离 Ｂ０ｙ ＝ ０ Ｔ 的区域振

幅变化较平缓．

图 ８　 振幅⁃磁感应强度曲线图

Ｆｉｇ． ８　 Ｔｈｅ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ⁃ｍａｇｎｅｔｉｃ ｉｎｄｕｃｔｉｏｎ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ ｃｕｒｖｅｓ

图 ９　 Ｂ０ｙ 影响下的振幅⁃移动载荷长度曲线图 （εσ ＝ ０．０１）

Ｆｉｇ． ９　 Ｔｈｅ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ⁃ｍｏｖｉｎｇ ｌｏａｄ ｌｅｎｇｔｈ ｃｕｒｖｅｓ ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ Ｂ０ｙ（εσ ＝ ０．０１）

图 ９、１０ 分别给出了磁感应强度 Ｂ０ｙ 和调谐参数 εσ 影响下的振幅⁃移动载荷长度曲线图，

图中取变量 Ｆ１ ＝ ５００ Ｎ，Ｊ０ ＝ ２ Ａ ／ ｍｍ２，Ｑ ＝ ５００ Ｎ ／ ｍ ．由图 ９ 所示，当给定移动载荷长度规定的

取值范围，增大磁感应强度 Ｂ０ｙ， 系统 ５ 个解的区域减小，并逐渐退化到五解区域消失，最终当

移动载荷长度增大到一定数值时，系统呈现只具有单值稳态解的情况．由图 １０ 所示，改变调谐

参数，对系统解的个数的影响非常明显，随着调谐参数增大，系统单解区域逐渐减小，到完全呈
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现多解状态．由此可见，增大磁感应强度抑制解的多值性，而增大调谐参数促进解的多值性．

图 １０　 εσ 影响下的振幅⁃移动载荷长度曲线图 （Ｂ０ｙ ＝ ０．０１ Ｔ）

Ｆｉｇ． １０　 Ｔｈｅ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ⁃ｍｏｖｉｎｇ ｌｏａｄ ｌｅｎｇｔｈ ｃｕｒｖｅｓ ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ εσ（Ｂ０ｙ ＝ ０．０１ Ｔ）

５　 结　 　 论

本文研究了处于磁场环境中受移动载荷作用轴向运动载流梁的参强联合共振，依据

Ｇａｌｅｒｋｉｎ 积分法推得了梁在移动载荷作用下的磁弹性横向振动微分方程，进而应用多尺度法

得出共振幅频响应方程．通过数值计算，分析了轴向拉力、磁感应强度、电流密度、调谐参数、移
动载荷、移动载荷长度等参数对非线性参强联合共振特征的影响，计算结果表明：

１） 系统的参强联合共振幅频响应具有复杂且明显的多值变化现象．
２） 在给定的移动载荷长度的取值范围内，幅值的大小随着磁感应强度的增大有减小的趋

势，并且磁感应强度抑制解的个数．
３） 当其他参数值给定时，系统多值区域随着移动载荷的增大，呈现减小趋势．
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