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摘要：　 研究了一类含参数的分数阶微分方程边值问题，主要运用锥上的不动点定理及混合单调

算子特征值问题的性质得出了正解关于参数的性质：存在唯一性、单调性、连续性以及极限性质．最
后举例说明了结果的可行性．
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引　 　 言

近年来，人们对分数阶微分方程的关注越来越多，主要是因为它在不同领域中有很好的应

用．例如：在物理学、化学、单子学以及生物工程等领域中都有涉及．因此，许多学者对分数阶微

分方程解的存在性研究做了详细的探讨［１⁃２１］ ．在这些文献中，作者运用 Ｓｃｈａｕｄｅｒ 不动点原理、
Ｋｒａｓｎｏｓｅｌ’ｓｋｉｉ 不动点原理以及其他的不动点原理等对分数阶微分方程解的存在性做了大量

的研究．但是，对分数阶微分方程解的唯一性研究并不是很多，可见文献［１２⁃１８］等．
文献［１７］研究了如下非线性分数阶微分方程边值问题正解的存在唯一性：

　 　
Ｄα

０ ＋ｕ（ ｔ） ＋ λｆ（ ｔ，ｕ（ ｔ），ｕ（ ｔ）） ＝ ０，　 　 ０ ＜ ｔ ＜ １，
ｕ（０） ＝ ｕ′（０） ＝ ｕ′（１） ＝ ０，{

其中 ２ ＜ α≤３， Ｄα
０ ＋（·） 是 Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 导数， λ 是正参数．其方法是混合单调算子的不动

点定理．
文献［１８］研究了如下分数阶微分方程边值问题正解的存在唯一性：

　 　
Ｄα

０ ＋ｕ（ ｔ） ＋ ｆ（ ｔ，ｕ（ ｔ）） ＋ ｇ（ ｔ，ｕ（ ｔ）） ＝ ０，　 　 ０ ＜ ｔ ＜ １，

ｕ（０） ＝ ｕ′（０） ＝ ０， ｕ（１） ＝ ∫１
０
ｑ（ ｓ）ｕ（ ｓ）ｄｓ，{
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其中 α，Ｄα
０ ＋（·） 同上．所用方法是和算子的不动点定理．

受上述文献的启发，本文主要研究如下形式的非线性分数阶微分方程边值问题正解的存

在唯一性：

　 　
Ｄα

０ ＋ｕ（ ｔ） ＋ λ ｆ（ ｔ，ｕ（ ｔ），ｕ（ ｔ）） ＝ ０，　 　 ０ ＜ ｔ ＜ １，

ｕ（０） ＝ ｕ′（０） ＝ ０， ｕ（１） ＝ ∫１
０
ｑ（ ｓ）ｕ（ ｓ）ｄｓ，{ （１）

其中 α， Ｄα
０ ＋（·）， λ 同上， ｆ： ［０，１］ × ［０， ＋ ∞） → ［０， ＋ ∞） 是连续的， 函数 ｑ（ ｓ） 满足如下

条件：
（Ｑ）　 ｑ： ［０，１］ → ［０，∞ ） ， ｑ ∈ Ｌ１［０，１］，

　 　 σ１ ＝ ∫１
０
ｓα－１（１ － ｓ）ｑ（ ｓ）ｄｓ ＞ ０， σ２ ＝ ∫１

０
ｓα－１ｑ（ ｓ）ｄｓ ＜ １．

众所周知， 分数阶微分方程积分边值问题在实际中有很多的应用， 譬如血流问题、化学

工程问题、热弹性力学问题、地下水流问题以及人口动力系统等．因此对方程（１）的研究有很重

要的意义．
后文中，首先给出了用到的定义、引理及定理， 其次给出了主要结论， 最后举例说明了结

论的可行性．

１　 预 备 知 识

定义 １［１２］ 　 函数 ｙ：（０， ＋ ∞） → Ｒ 的 α ＞ ０ 阶 Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 积分是指

　 　 Ｉα０ ＋ ｆ（ｘ） ＝ １
Γ（α）∫

ｘ

０

ｆ（ ｔ）
（ｘ － ｔ） １－α ｄｔ，　 　 ｘ ＞ ０．

定义 ２［１２］ 　 函数 ｙ：（０， ＋ ∞） → Ｒ 的 α ＞ ０ 阶 Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 微分是指

　 　 Ｄα
０ ＋ ｆ（ｘ） ＝ １

Γ（ｎ － α）
ｄ
ｄｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

∫ｘ
０

ｆ（ ｔ）
（ｘ － ｔ） α－ｎ＋１ ｄｔ，

其中 ｎ ＝ ［α］ ＋ １，［α］ 表示取整．
引理 １［１９］ 　 当 ｙ 在［０，１］ 上是连续的，即 ｙ ∈ Ｃ［０，１］， ２ ＜ α ≤ ３， 则如下的边值问题

　 　
Ｄα

０ ＋ｕ（ ｔ） ＋ ｙ（ ｔ） ＝ ０，　 　 ０ ＜ ｔ ＜ １，
ｕ（０） ＝ ｕ′（０） ＝ ｕ′（１） ＝ ０{

有解

　 　 ｕ（ ｔ） ＝ ∫１
０
Ｇ（ ｔ，ｓ）ｙ（ ｓ）ｄｓ，　 　 ｔ ∈ ［０，１］，

其中

　 　 Ｇ（ ｔ，ｓ） ＝ １
Γ（α）

ｔα－１（１ － ｓ） α－２ － （ ｔ － ｓ） α－１， ０ ≤ ｓ ≤ ｔ ≤ １，
ｔα－１（１ － ｓ） α－２， ０ ≤ ｔ ≤ ｓ ≤ １，{

这里 Ｇ（ ｔ，ｓ） 是上述边值问题的 Ｇｒｅｅｎ（格林）函数．
引理 ２［２０］ 　 假设（Ｑ）成立．当 ｙ ∈ Ｃ［０，１］，２ ＜ α ≤ ３， 则如下边值问题

　 　
Ｄα

０ ＋ｕ（ ｔ） ＋ ｙ（ ｔ） ＝ ０，　 　 ０ ＜ ｔ ＜ １，

ｕ（０） ＝ ｕ′（０） ＝ ０， ｕ（１） ＝ ∫１
０
ｑ（ ｔ）ｕ（ ｔ）ｄｔ{

有解
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　 　 ｕ（ ｔ） ＝ ∫１
０
Ｇ（ ｔ，ｓ）ｙ（ ｓ）ｄｓ，

其中

　 　 Ｇ（ ｔ，ｓ） ＝ Ｇ１（ ｔ，ｓ） ＋ Ｇ２（ ｔ，ｓ），　 　 （ ｔ，ｓ） ∈ ［０，１］ × ［０，１］， （２）

　 　 Ｇ１（ ｔ，ｓ） ＝ １
Γ（α）

ｔα－１（１ － ｓ） α－１ － （ ｔ － ｓ） α－１， ０ ≤ ｓ ≤ ｔ ≤ １，
ｔα－１（１ － ｓ） α－１， ０ ≤ ｔ ≤ ｓ ≤ １，{ （３）

　 　 Ｇ２（ ｔ，ｓ） ＝ ｔα－１

１ － σ ２
∫１

０
Ｇ１（τ，ｓ）ｑ（τ）ｄτ， （４）

这里 Ｇ１（ ｔ，ｓ）， Ｇ２（ ｔ，ｓ） 是上述边值问题的 Ｇｒｅｅｎ 函数．
引理 ３［１８］ 　 由式（２）定义的函数 Ｇ（ ｔ，ｓ） 有如下性质：

　 　
σ １ｓ（１ － ｓ） α－１ ｔα－１

（１ － σ ２）Γ（α）
≤ Ｇ（ ｔ，ｓ） ≤ ｔα－１（１ － ｓ） α－１

（１ － σ ２）Γ（α）
，　 　 ｔ， ｓ ∈ ［０，１］ ．

下面介绍一些符号和已知的结果， 具体细节请参考文献［５，２２］．
假设 （Ｅ，‖·‖） 是实 Ｂａｎａｃｈ（巴拿赫）空间， θ 是 Ｅ 的零元素．非空的闭凸集 Ｐ ⊂ Ｅ 称为

锥，如果满足如下条件： （ａ） ｘ ∈ Ｐ，λ ≥ ０⇒λｘ ∈ Ｐ； （ｂ） ｘ ∈ Ｐ， － ｘ ∈ Ｐ⇒ｘ ＝ θ ．则 Ｅ 就定

义了序， ｘ ≤ ｙ 当且仅当 ｙ － ｘ ∈ Ｐ ．锥 Ｐ 称为正规的， 如果存在一个常数 Ｎ ＞ ０，使得对于任

意的 ｘ，ｙ∈ Ｅ， θ ≤ ｘ≤ ｙ使得‖ｘ‖≤Ｎ‖ｙ‖； 在此情况下， Ｎ叫做 Ｐ的正规常数．称算子 Ａ：
Ｅ → Ｅ 是单增（单减） 的，如果对于 ｘ ≤ ｙ 使得 Ａｘ ≤ Ａｙ（Ａｘ ≥ Ａｙ） ．对于任意 ｘ，ｙ ∈ Ｅ， ｘ ～ ｙ
表示存在 λ ＞ ０ 和 μ ＞ ０， 使得 λｘ ≤ ｙ ≤ μｘ ．所以，“ ～ ” 是一个等价关系．对于 ｈ ＞ θ（ｈ ≥ θ
和 ｈ ≠ θ）， 定义 Ｐｈ ＝ { ｘ ∈ Ｅ ｜ ｘ ～ ｈ } ，容易得出 Ｐｈ ⊂ Ｐ ．

定义 ３［２１，２３］ 　 Ａ：Ｐ × Ｐ→ Ｐ称为混合单调算子， 如果满足：Ａ（ｘ，ｙ） 关于 ｘ是单增的， 关于

ｙ 是单减的，即如果 ｕｉ，ｖｉ（ ｉ ＝ １，２） ∈ Ｐ， ｕ１ ≤ ｕ２， ｖ１ ≥ ｖ２，则有 Ａ（ｕ１，ｖ１） ≤ Ａ（ｕ２，ｖ２） ．当 Ａ（ｘ，
ｘ） ＝ ｘ，称 ｘ 是 Ａ 的不动点．

文献［２１］讨论了算子方程

　 　 Ａ（ｘ，ｘ） ＝ ｘ， Ａ（ｘ，ｘ） ＝ λｘ，
其中 Ａ： Ｐ × Ｐ → Ｐ 是混合算子且满足如下条件：

（Ａ１） 存在 ｈ ∈ Ｐ，ｈ ≠ θ， 使得 Ａ（ｈ，ｈ） ∈ Ｐｈ ．
（Ａ２） 对于 ｔ ∈ （０，１）， 存在 φ（ ｔ） ∈ （ ｔ，１）， 使得

　 　 Ａ（ ｔｕ，ｖ ／ ｔ） ≥ φ（ ｔ）Ａ（ｕ，ｖ），　 　 ∀ｕ，ｖ ∈ Ｐ ．
得到了上述方程正解的存在唯一性以及特征值问题的结果．

定理 １［２１］ 　 假设 Ｐ是Ｅ 中的正规锥且条件（Ａ１）、（Ａ２）成立，则算子 Ａ有唯一的不动点 ｘ∗

∈ Ｐｈ ．此外，对于任意初值 ｘ０，ｙ０ ∈ Ｐｈ， 构建序列

　 　 ｘｎ ＝ Ａ（ｘｎ－１，ｙｎ－１）， ｙｎ ＝ Ａ（ｙｎ－１，ｘｎ－１），　 　 ｎ ＝ １，２，３，…，
就有

　 　 ‖ｘｎ － ｘ∗‖ → ０， ‖ｙｎ － ｘ∗‖ → ０　 　 （ｎ → ∞） ．
定理 ２［２１］ 　 假设 Ｐ是 Ｅ 中的正规锥且条件（Ａ１）、（Ａ２）成立，记 ｘλ（λ ＞ ０） 是非线性特征

值方程 Ａ（ｘ，ｘ） ＝ λｘ 在 Ｐｈ 中的唯一解， 则有如下结论：
（Ｒ１） 如果 φ（ ｔ） ＞ ｔ１ ／ ２， ｔ ∈ （０，１）， 则 ｘλ 关于 λ 是单减的，即当 ０ ＜ λ １ ＜ λ ２ 时，有 ｘλ１

＞ ｘλ２
．

（Ｒ２） 如果存在 β ∈ （０，１） 使得 φ（ ｔ） ≥ ｔβ，ｔ ∈ （０，１），则 ｘλ 关于 λ 是连续的，即当 λ →
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λ ０（λ ０ ＞ ０） 时，有 ‖ｘλ － ｘλ０
‖ → ０．

（Ｒ３） 如果存在 β ∈ （０，１ ／ ２） 使得 φ（ ｔ） ≥ ｔβ，ｔ ∈ （０，１）， 则 ｌｉｍλ→∞ ‖ｘλ‖ ＝ ０，
ｌｉｍλ→０ ＋‖ｘλ‖ ＝ ∞ ．

２　 主 要 结 果

本节将运用定理 １ 和定理 ２ 来研究方程（１），得到关于正解的一些新结论．在如下的 Ｂａｎａｃｈ
空间中进行讨论： Ｃ［０，１］ ＝ { ｘ：［０，１］ →Ｒ是连续的 } ， 它的范数是‖ｘ‖ ＝ ｓｕｐ { ｜ ｘ（ ｔ） ｜ ：ｔ∈
［０，１］ } ．令 Ｐ ＝ { ｘ ∈ Ｃ［０，１］ ｜ ｘ（ ｔ） ≥ ０，ｔ ∈ ［０，１］ } ， 则 Ｐ 是正规锥，且正规常数是 １．则这

个空间就有如下的半序：
　 　 ｘ，ｙ ∈ Ｃ［０，１］， ｘ ≤ ｙ ⇔ ｘ（ ｔ） ≤ ｙ（ ｔ），　 　 ｔ ∈ ［０，１］ ．
定理 ３　 假设

（Ｈ１） 固定 ｔ∈［０，１］，ｙ∈［０， ＋ ∞）， ｆ（ ｔ，ｘ，ｙ） 关于 ｘ是单增的；固定 ｔ∈［０，１］，ｘ∈［０，
＋ ∞）， ｆ（ ｔ，ｘ，ｙ） 关于 ｙ 是单减的，且 ｆ（ ｔ，０，１） ≢ ０，ｔ ∈ ［０，１］；

（Ｈ２） 对于 γ ∈ （０，１），存在常数 φ１（γ），φ２（γ） ∈ （０，１），且 φ１（γ）φ２（γ） ＞ γ， 使得

　 　 ｆ（ ｔ，γｘ，ｙ） ≥ φ１（γ） ｆ（ ｔ，ｘ，ｙ）， ｆ（ ｔ，ｘ，γｙ） ≤ １
φ２（γ）

ｆ（ ｔ，ｘ，ｙ），

　 　 ｘ，ｙ ∈ ［０， ＋ ∞） ．
则有：

（ａ１） 对于任意的 λ ＞ ０， 方程（１） 有唯一正解 ｕ∗
λ ∈ Ｐｈ， 其中 ｈ（ ｔ） ＝ ｔα－１， ｔ∈［０，１］ ．此

外，对于任意的初始值 ｕ０，ｖ０ ∈ Ｐｈ， 构建如下序列：

　 　
ｕｎ＋１ ＝ λ∫１

０
Ｇ（ ｔ，ｓ） ｆ（ ｓ，ｕｎ（ ｓ），ｖｎ（ ｓ））ｄｓ，

ｖｎ＋１ ＝ λ∫１
０
Ｇ（ ｔ，ｓ） ｆ（ ｓ，ｖｎ（ ｓ），ｕｎ（ ｓ））ｄｓ，

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

　 　 ｎ ＝ ０，１，２，…，

就有

　 　 ｕｎ（ ｔ） → ｕ∗
λ （ ｔ）， ｖｎ（ ｔ） → ｕ∗

λ （ ｔ）　 　 （ｎ → ∞），
其中 Ｇ（ ｔ，ｓ） 由引理 ２ 给出．

（ａ２） 如果 φ１（ ｔ）φ２（ ｔ） ＞ ｔ１ ／ ２， ｔ∈［０，１］，则 ｕ∗
λ 关于 λ 是单增的，即对于 ０ ＜ λ １ ＜ λ ２， 有

ｕ∗
λ１

≤ ｕ∗
λ２
，ｕ∗

λ１
≠ ｕ∗

λ２
．

（ａ３） 如果存在 β ∈ （０，１）， 使得 φ１（ ｔ）φ２（ ｔ） ≥ ｔβ， ｔ ∈ （０，１）， 则 ｕ∗
λ 关于 λ 是连续的，

即当 λ → λ ０（λ ０ ＞ ０） 时，有 ‖ｕ∗
λ － ｕ∗

λ０
‖ → ０．

（ａ４） 如果存在 β ∈ （０，１ ／ ２）， 使得 φ１（ ｔ）φ２（ ｔ） ≥ ｔβ， ｔ ∈ （０，１），则 ｌｉｍλ→０ ＋‖ｕ∗
λ ‖ ＝ ０，

ｌｉｍλ→∞ ‖ｕ∗
λ ‖ ＝ ∞ ．

证明　 由引理 ２ 知， 方程（１）等价于积分形式

　 　 ｕ（ ｔ） ＝ λ∫１
０
Ｇ（ ｔ，ｓ） ｆ（ ｓ，ｕ（ ｓ），ｕ（ ｓ））ｄｓ，

其中 Ｇ（ ｔ，ｓ） 由引理 ２ 给出．对于 ｕ，ｖ ∈ Ｐ， 定义如下算子：

　 　 Ａ（ｕ，ｖ）（ ｔ） ＝ ∫１
０
Ｇ（ ｔ，ｓ） ｆ（ ｓ，ｕ（ ｓ），ｖ（ ｓ））ｄｓ ．

注意到 ｆ（ ｔ，ｘ，ｙ） ≥ ０， Ｇ（ ｔ，ｓ） ＞ ０， 显然有 Ａ：Ｐ × Ｐ → Ｐ ．
下面检验算子 Ａ 满足定理 １ 的所有条件．

１２８冯　 　 海　 　 星　 　 　 翟　 　 成　 　 波



首先证明 Ａ是一个混合单调算子．事实上， 对于 ｕｉ，ｖｉ ∈Ｐ，ｉ ＝ １，２， 当 ｕ１ ≥ ｕ２， ｖ１ ≤ ｖ２， 有

ｕ１（ ｔ） ≥ ｕ２（ ｔ）， ｖ１（ ｔ） ≤ ｖ２（ ｔ）， ｔ ∈ ［０，１］ ．由假设（Ｈ１）及引理 ３ 得

　 　 Ａ（ｕ１，ｖ１）（ ｔ） ＝ ∫１
０
Ｇ（ ｔ，ｓ） ｆ（ ｓ，ｕ１（ ｓ），ｖ１（ ｓ））ｄｓ ≥

　 　 　 　 ∫１
０
Ｇ（ ｔ，ｓ） ｆ（ ｓ，ｕ２（ ｓ），ｖ２（ ｓ））ｄｓ ＝ Ａ（ｕ２，ｖ２）（ ｔ），

即　 　 　 Ａ（ｕ１，ｖ１）（ ｔ） ≥ Ａ（ｕ２，ｖ２）（ ｔ） ．
其次证明 Ａ满足（Ａ２）的条件．由假设（Ｈ２）， 对于 γ∈（０，１）， 有 ｆ（ ｔ，ｘ，ｙ ／ γ） ≥φ２（γ） ｆ（ ｔ，

ｘ，ｙ），ｘ，ｙ ∈ ［０， ＋ ∞）， 则对于 γ ∈ （０，１），ｕ，ｖ ∈ Ｐ， 可以得到

　 　 Ａ γ ｕ， １
γ

ｖæ

è
ç

ö

ø
÷ （ ｔ） ＝ ∫１

０
Ｇ（ ｔ，ｓ） ｆ ｓ，γｕ（ ｓ）， １

γ
ｖ（ ｓ）æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｓ ≥

　 　 　 　 ∫１
０
Ｇ（ ｔ，ｓ）φ１（γ） ｆ ｓ，ｕ（ ｓ）， １

γ
ｖ（ ｓ）æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｓ ≥

　 　 　 　 ∫１
０
Ｇ（ ｔ，ｓ）φ１（γ）φ２（γ） ｆ（ ｓ，ｕ（ ｓ），ｖ（ ｓ））ｄｓ ＝

　 　 　 　 φ１（γ）φ２（γ）Ａ（ｕ，ｖ）（ ｔ），　 　 ｔ ∈ ［０，１］ ．
令 φ（ ｔ） ＝ φ１（ ｔ）φ２（ ｔ）， ｔ ∈ （０，１），则 φ（ ｔ） ∈ （ ｔ，１），ｔ ∈ （０，１）， 因此有

　 　 Ａ γ ｕ， １
γ

ｖæ

è
ç

ö

ø
÷ ≥ φ（γ）Ａ（ｕ，ｖ），　 　 ｕ，ｖ ∈ Ｐ， γ ∈ （０，１） ．

即 Ａ 满足（Ａ２）的条件．
最后证明 Ａ（ｈ，ｈ） ∈ Ｐｈ ．一方面， 由假设（Ｈ１）、（Ｈ２）及引理 ３， 有

　 　 Ａ（ｈ，ｈ）（ ｔ） ＝ ∫１
０
Ｇ（ ｔ，ｓ） ｆ（ ｓ，ｈ（ ｓ），ｈ（ ｓ））ｄｓ ＝

　 　 　 　 ∫１
０
Ｇ（ ｔ，ｓ） ｆ（ ｓ，ｓα－１，ｓα－１）ｄｓ ≥

　 　 　 　 ∫１
０

σ １ｓ（１ － ｓ） α－１ ｔα－１

（１ － σ ２）Γ（α）
ｆ（ ｓ，ｓα－１，ｓα－１）ｄｓ ≥

　 　 　 　 ∫１
０

σ １ｓ（１ － ｓ） α－１ ｔα－１

（１ － σ ２）Γ（α）
ｆ（ ｓ，０，１）ｄｓ ＝

　 　 　 　
σ １

（１ － σ ２）Γ（α）
ｈ（ ｔ）∫１

０
ｓ（１ － ｓ） α－１ ｆ（ ｓ，０，１）ｄｓ ．

另一方面， 由假设（Ｈ１）、（Ｈ２）及引理 ３， 有

　 　 Ａ（ｈ，ｈ）（ ｔ） ＝ ∫１
０
Ｇ（ ｔ，ｓ） ｆ（ ｓ，ｈ（ ｓ），ｈ（ ｓ））ｄｓ ＝

　 　 　 　 ∫１
０
Ｇ（ ｔ，ｓ） ｆ（ ｓ，ｓα－１，ｓα－１）ｄｓ ≤

　 　 　 　 ∫１
０

ｔα－１（１ － ｓ） α－１

（１ － σ ２）Γ（α）
ｆ（ ｓ，ｓα－１，ｓα－１）ｄｓ ≤

　 　 　 　 ∫１
０

ｔα－１（１ － ｓ） α－１

（１ － σ ２）Γ（α）
ｆ（ ｓ，１，０）ｄｓ ＝

　 　 　 　 １
（１ － σ ２）Γ（α）

ｈ（ ｔ）∫１
０
（１ － ｓ） α－１ ｆ（ ｓ，１，０）ｄｓ，　 　 ｔ ∈ ［０，１］ ．
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令

　 　 ｒ１ ＝ ∫１
０
ｓ（１ － ｓ） α－１ ｆ（ ｓ，０，１）ｄｓ， ｒ２ ＝ ∫１

０
（１ － ｓ） α－１ ｆ（ ｓ，１，０）ｄｓ，

则由假设（Ｈ１）可知， ｒ２ ≥ ｒ１ ＞ ０．从而有

　 　
Ａ（ｈ，ｈ）（ ｔ） ≥

ｒ１
（１ － σ ２）Γ（α）

ｈ（ ｔ），

Ａ（ｈ，ｈ）（ ｔ） ≤
ｒ２

（１ － σ ２）Γ（α）
ｈ（ ｔ），

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

　 　 ｔ ∈ ［０，１］ ．

所以有

　 　
ｒ１

（１ － σ ２）Γ（α）
ｈ ≤ Ａ（ｈ，ｈ） ≤

ｒ２
（１ － σ ２）Γ（α）

ｈ，

即 Ａ（ｈ，ｈ） ∈ Ｐｈ， 所以定理 １ 的条件（Ａ１）满足．因此，由定理 ２ 有如下结论：
 存在唯一的 ｕ∗

λ ∈ Ｐｈ，使得 Ａ（ｕ∗
λ ，ｕ∗

λ ） ＝ （１ ／ λ）ｕ∗
λ ，即 ｕ∗

λ ＝ λＡ（ｕ∗
λ ，ｕ∗

λ ），因此 ｕ∗
λ 是方

程（１）的唯一正解．
 如果 φ（ ｔ） ＞ ｔ１ ／ ２，ｔ∈（０，１），则 ｕ∗

λ 关于 λ 是单增的，即 ０ ＜ λ １ ＜ λ ２， 有 ｕ∗
λ１

≤ ｕ∗
λ２
， ｕ∗

λ１

≠ ｕ∗
λ２
．

 如果 β ∈（０，１），使得 φ（ ｔ） ≥ ｔβ， ｔ∈（０，１），则 ｘλ 关于 λ 连续， 且当 λ → λ ０（λ ０ ＞ ０）
时，有 ‖ｕ∗

λ － ｕ∗
λ０
‖ → ０．

 如果 β ∈ （０，１ ／ ２）， 使得 φ（ ｔ） ≥ ｔβ，ｔ ∈ （０，１）， 则 ｌｉｍλ→０ ＋‖ｕ∗
λ ‖ ＝ ０，ｌｉｍλ→∞ ‖ｕ∗

λ ‖
＝ ∞ ．

令 Ａλ ＝ λＡ， 则 Ａλ 满足定理１的所有条件，所以对于任意初始值 ｕ０，ｖ０ ∈ Ｐｈ，构建序列 ｕｎ＋１

＝ Ａλ（ｕｎ，ｖｎ），ｖｎ＋１ ＝ Ａλ（ｖｎ，ｕｎ）， ｎ ＝ ０，１，２，…，有 ｕｎ → ｕ∗
λ ， ｖｎ → ｕ∗

λ ， ｎ → ∞， 即

　 　 ｕｎ＋１（ ｔ） ＝ λ∫１
０
Ｇ（ ｔ，ｓ） ｆ（ ｓ，ｕｎ（ ｓ），ｖｎ（ ｓ））ｄｓ → ｕ∗

λ （ ｔ），　 　 ｎ → ∞，

　 　 ｖｎ＋１（ ｔ） ＝ λ∫１
０
Ｇ（ ｔ，ｓ） ｆ（ ｓ，ｖｎ（ ｓ），ｕｎ（ ｓ））ｄｓ → ｕ∗

λ （ ｔ），　 　 ｎ → ∞ ．

注 １　 令 ｆ（ ｔ，ｘ，ｙ） ＝ ｃ ＞ ０， 则假设（Ｈ１）、（Ｈ２）满足，方程（１）有唯一解 ｕλ（ ｔ） ＝ λｃ∫１
０
Ｇ（ ｔ，ｓ）ｄｓ，ｔ ∈ ［０，

１］ ．由引理 ２， ｕλ 为正解且满足 ｕλ ∈ Ｐｈ ＝ Ｐｔα －１ ．
注 ２　 本文研究带有参数的分数阶微分方程边值问题， 而文献研究的多为无参数问题，给出了正解的存

在性、唯一性以及多解性．而本文则研究了正解与参数的关系，当 λ ＝ １， 本文结果就是正解的存在唯一性，方
法是混合单调算子．这对于分数阶积分边值问题也是很少见的．文献［１８］利用和算子方程的结果给出了正解

的存在唯一性结果．本文对于任意的正参数都有正解的唯一性， 并且正解关于参数有较好的性质，如连续性、
单调性等．这种结果在文献中也很少见．

３　 举　 　 例

例 １　 考虑如下问题：

　 　
Ｄ２．２

０ ＋ ｕ（ ｔ） ＋ λ［ｕ１ ／ ５（ ｔ） ＋ （ｕ（ ｔ） ＋ ５） －１ ／ ４］ ＝ ０，　 　 ０ ＜ ｔ ＜ １，

ｕ（０） ＝ ｕ′（０） ＝ ０， ｕ（１） ＝ ∫１
０
ｓ２ｕ（ ｓ）ｄｓ ．{ （５）

在本例中， α ＝ ２．２， ｑ（ ｔ） ＝ ｔ２， 则 ｑ：［０，１］ → ［０， ＋ ∞） 且

３２８冯　 　 海　 　 星　 　 　 翟　 　 成　 　 波



　 　 ｑ ∈ Ｌ１［０，１］， σ １ ＝ ∫１
０
ｓ１．２（１ － ｓ） ｓ２ｄｓ ＝ ２５

５４６
＞ ０， σ ２ ＝ ∫１

０
ｓ１．２ｓ２ｄｓ ＝ ５

２１
＜ １，

显然 ｆ（ ｔ，ｘ，ｙ） 关于 ｘ 单增， 关于 ｙ 单减．进一步有 ｆ（ ｔ，０，１） ＝ ６ －１ ／ ４ ≢０．令 φ１（γ） ＝ γ １ ／ ５，φ２（γ）
＝ γ １ ／ ４，γ ∈ （０，１），则有 φ１（γ）φ２（γ） ＝ γ ９ ／ ２０ ＞ γ， 且有

　 　 ｆ（ ｔ，γｘ，ｙ） ＝ γ １ ／ ５ｘ１ ／ ５ ＋ （ｙ ＋ ５） －１ ／ ４ ≥
　 　 　 　 γ １ ／ ５［ｘ１ ／ ５ ＋ （ｙ ＋ ５） －１ ／ ４］ ＝ φ１（γ） ｆ（ ｔ，ｘ，ｙ），　 　 ｔ ∈ ［０，１］， ｘ，ｙ ≥ ０，

　 　 ｆ（ ｔ，ｘ，γｙ） ＝ ｘ１ ／ ５ ＋ （ｙ ＋ ５） －１ ／ ４ １
γ １ ／ ４ ≤

　 　 　 　 １
γ １ ／ ４［ｘ

１ ／ ５ ＋ （ｙ ＋ ５） －１ ／ ４］ ＝ １
φ２（γ）

ｆ（ ｔ，ｘ，ｙ），　 　 ｔ ∈ ［０，１］， ｘ，ｙ ≥ ０．

因此， 定理 ３ 的所有条件都满足， 则式（５）有唯一正解 ｕ∗
λ ∈ Ｐｈ ＝ Ｐ ｔα －１，且对于任意初始值 ｕ０，

ｖ０ ∈ Ｐｈ， 构建序列

　 　
ｕｎ＋１（ ｔ） ＝ λ∫１

０
Ｇ（ ｔ，ｓ）［ｕ１ ／ ５

ｎ （ ｓ） ＋ （ｖｎ（ ｓ） ＋ ５） －１ ／ ４］ｄｓ，

ｖｎ＋１（ ｔ） ＝ λ∫１
０
Ｇ（ ｔ，ｓ）［ｖ１ ／ ５ｎ （ ｓ） ＋ （ｕｎ（ ｓ） ＋ ５） －１ ／ ４］ｄｓ，

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

　 　 ｎ ＝ ０，１，２，…，

有 ｕｎ（ ｔ） → ｕ∗
λ （ ｔ）， ｖｎ（ ｔ） → ｕ∗

λ （ ｔ）， ｎ→∞，其中Ｇ（ ｔ，ｓ） 由引理２给出．同时注意到φ１（ ｔ）φ２（ ｔ）
＝ ｔ９ ／ ２０ ＞ ｔ１ ／ ２，ｔ∈（０，１）， 则由定理 ３可得， ｕ∗

λ 关于 λ 单增，即当 ０ ＜ λ １ ＜ λ ２ 时， 有 ｕ∗
λ１

≤ ｕ∗
λ２
，

ｕ∗
λ１

≠ ｕ∗
λ２
；ｕ∗

λ 是连续的且有 ｌｉｍλ→０ ＋‖ｕ∗
λ ‖ ＝ ０，ｌｉｍλ→∞ ‖ｕ∗

λ ‖ ＝ ∞ ．

４　 结　 　 论

本文讨论了一类含参数的分数阶微分方程边值问题，这类边值条件中含有积分．本文首先

将微分方程边值问题转化为积分方程问题，在函数空间中利用半序方法研究．然后建立适当的

正规锥和混合单调算子，利用算子正不动点与参数的关系，给出了边值问题正解具有的性质：
关于固定的参数有存在唯一性，关于参数有连续性、单调递增性以及极限性质等．最后，提供一

个例子说明结果的合理性．因此，本文提供了研究分数阶边值问题的一个思路，在微分方程中

有广泛的应用．
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