
文章编号：１０００⁃０８８７（２０１８）０３⁃０３５５⁃０９ ⓒ 应用数学和力学编委会，ＩＳＳＮ １０００⁃０８８７

一类非线性奇异摄动自治微分系统的渐近解
∗

冯依虎１，　 陈怀军２，　 莫嘉琪２

（１． 亳州学院 电子与信息工程系， 安徽 亳州 ２３６８００；
２． 安徽师范大学 数学计算机科学学院， 安徽 芜湖 ２４１００３）

摘要：　 研究了一类广义 Ｌｉｅｎａｒｄ 奇异摄动系统．首先， 求出了系统的退化解；其次， 利用奇异摄动

方法得到了系统的外部解，并用伸长变量方法， 求得了系统的初始层校正项；最后， 得到了系统解

的任意次渐近解析展开式，并证明了解的一致有效性．该文所用的方法和理论， 具有广泛的实际应

用价值．
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引　 　 言

非线性问题自治微分系统广泛存在于物理学、力学、生态学、工程数学和其他应用科学的

很多领域中．诸多学者在理论物理、应用力学、电路、生化系统等方面都作了一些研究和应

用［１⁃８］ ．例如， 对于鸭解轨线的非线性系统的探讨，在自治微分系统定性理论相应的实际问题

中具有深远意义［９⁃１４］ ．由于非线性自治微分系统通常不能用有限项的初等函数来表示它的精

确解，所以需用近似的方法来得到其近似解析解．莫嘉琪、冯依虎等也曾经讨论了某些非线性

反应扩散、孤波、激光脉冲、鸭解、生态和大气物理等相关问题［１５⁃２７］ ．本文利用微分系统的比较

定理和摄动方法来求得一类广义 Ｌｉｅｎａｒｄ 自治微分系统的奇异摄动渐近解析解．
研究如下一类广义 Ｌｉｅｎａｒｄ 奇异摄动自治微分系统的初值问题：

　 　 ε ｄｘ
ｄｔ

－ （ａｘ ＋ ｂｙ） ＝ ｆ（ｘ，ｙ），　 　 ｔ ∈ ［０，Ｔ］， （１）

　 　 ε ｄｙ
ｄｔ

－ （ｃｘ ＋ ｄｙ） ＝ ｇ（ｘ，ｙ），　 　 ｔ ∈ ［０，Ｔ］， （２）

　 　 ｘ（０） ＝ ｘ－， ｙ（０） ＝ ｙ－， （３）
其中 ε 为小的正参数， Ｔ 为足够大的正常数， ａ，ｂ，ｃ，ｄ，ｘ－，ｙ－ 为常数， ｔ 为自变量， ｘ，ｙ ∈ Ｄ ⊂ Ｒ２

为状态变量， Ｄ 为二维单通有限光滑凸域．
对广义 Ｌｉｅｎａｒｄ 奇异摄动自治系统初值问题（１） ～ （３），假设：
（Ｈ１） ｆ，ｇ 是关于其变量为充分光滑的函数；

５５３

　 应用数学和力学，第 ３９ 卷 第 ３ 期
　 ２０１８ 年 ３ 月 １５ 日出版

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ　
　 　 Ｖｏｌ．３９，Ｎｏ．３，Ｍａｒ．１５，２０１８

∗ 收稿日期：　 ２０１７⁃０４⁃２５； 修订日期：　 ２０１７⁃０６⁃０７
基金项目：　 国家自然科学基金（１１２０２１０６）；安徽省教育厅自然科学重点基金（ＫＪ２０１５Ａ３４７；ＫＪ２０１７Ａ７０２）；

安徽省高校优秀青年人才支持计划重点项目（ｇｘｙｑＺＤ２０１６５２０）
作者简介：　 冯依虎（１９８２—），男，副教授，硕士（Ｅ⁃ｍａｉｌ： ｆｅｎｇｙｉｈｕｂｚｓｚ＠ １６３．ｃｏｍ）；

莫嘉琪（１９３７—），男，教授（通讯作者． Ｅ⁃ｍａｉｌ： ｍｏｊｉａｑｉ＠ ｍａｉｌ．ａｈｎｕ．ｅｄｕ．ｃｎ）．



（Ｈ２） 存在一个正常数 δ， 成立

　 　 ｍａｘ［ ｆｘ（Ｘ，Ｙ） ＋ ｆｙ（Ｘ，Ｙ），ｇｘ（Ｘ，Ｙ） ＋ ｇｙ（Ｘ，Ｙ）］ ≥ δ；
（Ｈ３） 存在正常数 Ｃ ｉｊ（ ｉ， ｊ ＝ １，２）， 满足不等式

　 　 ｆｘ ≤ Ｃ１１， ｆｙ ≤ Ｃ１２， ｇｘ ≤ Ｃ２１， ｇｙ ≤ Ｃ２２，

且矩阵
ａ － Ｃ１１ ｂ － Ｃ１２

ｃ － Ｃ２１ ｄ － Ｃ２２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ 的特征根的实部小于零．

由上述假设知， 广义 Ｌｉｅｎａｒｄ 奇异摄动自治微分系统（１）、（２）的退化情形

　 　 ａｘ ＋ ｂｙ ＝ ｆ（ｘ，ｙ）， （４）
　 　 ｃｘ ＋ ｄｙ ＝ ｇ（ｘ，ｙ） （５）

有如下一组解：
　 　 ｘ ＝ Ｘ０（ ｔ）， ｙ ＝ Ｙ０（ ｔ） ． （６）

１　 广义 Ｌｉｅｎａｒｄ 系统外部解

设广义 Ｌｉｅｎａｒｄ 奇异摄动自治微分系统初值问题（１） ～ （３）的外部解 （Ｘ，Ｙ） 为

　 　 Ｘ（ ｔ） ＝ ∑
¥

ｉ ＝ ０
Ｘ ｉ（ ｔ）εｉ， Ｙ（ ｔ） ＝ ∑

¥

ｉ ＝ ０
Ｙｉ（ ｔ）εｉ ． （７）

将式（７）代入奇异摄动自治微分系统（１）、（２）， 并按 ε 的幂级数展开且合并 ε 的同次幂

的系数， 令 ε０ 的系数为 ０，即为退化系统（４）、（５）．于是它的解可由式（６）表示．
将式（７）代入奇异摄动自治微分系统（１）、（２）， 由 ε１ 的系数为 ０，可得

　 　 （ａ ＋ ｆｘ（Ｘ０，Ｙ０））Ｘ１ ＋ （ｂ ＋ ｆｙ（Ｘ０，Ｙ０））Ｙ１ ＝
ｄＸ０

ｄｔ
， （８）

　 　 （ｃ ＋ ｇｘ（Ｘ０，Ｙ０））Ｘ１ ＋ （ｄ ＋ ｇｙ（Ｘ０，Ｙ０））Ｙ１ ＝
ｄＹ０

ｄｔ
． （９）

显然，上述微分系统（８）、（９）的解为

　 　 Ｘ１（ ｔ） ＝
Δ１１

Δ
， Ｙ１（ ｔ） ＝

Δ１２

Δ
， （１０）

其中 Δ，Δ１１，Δ１２ 分别为

　 　 Δ ＝
ａ ＋ ｆｘ（Ｘ０，Ｙ０） ｂ ＋ ｆｙ（Ｘ０，Ｙ０）
ｃ ＋ ｇｘ（Ｘ０，Ｙ０） ｄ ＋ ｇｙ（Ｘ０，Ｙ０）

，

　 　 Δ１１ ＝

ｄＸ０

ｄｔ
ｂ ＋ ｆｙ（Ｘ０，Ｙ０）

ｄＹ０

ｄｔ
ｄ ＋ ｇｙ（Ｘ０，Ｙ０）

， Δ１２ ＝
ａ ＋ ｆｘ（Ｘ０，Ｙ０）

ｄＸ０

ｄｔ

ｃ ＋ ｇｘ（Ｘ０，Ｙ０）
ｄＹ０

ｄｔ

．

不妨再补充假设：
（Ｈ４） Δ ≠ ０．
同样， 将式（７）代入奇异摄动自治微分系统（１）、（２），有

　 　 （ａ ＋ ｆｘ（Ｘ０，Ｙ０））Ｘ ｉ ＋ （ｂ ＋ ｆｙ（Ｘ０，Ｙ０））Ｙｉ ＝
ｄＸ ｉ －１

ｄｔ
＋ Ｆ ｉ，　 　 ｉ ＝ ２，３，…， （１１）

　 　 （ｃ ＋ ｇｘ（Ｘ０，Ｙ０））Ｘ ｉ ＋ （ｄ ＋ ｇｙ（Ｘ０，Ｙ０））Ｙｉ ＝
ｄＸ ｉ －１

ｄｔ
＋ Ｇ ｉ，　 　 ｉ ＝ ２，３，…， （１２）
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其中 Ｆ ｉ，Ｇ ｉ（ ｉ ＝ ２，３，…） 为关于 ｉ 逐次已知的函数， 它们分别为

　 　 Ｆ ｉ ＝
１
ｉ！

∂ｉ

∂εｉ ｆ ∑
∞

ｉ ＝ ０
Ｘ ｉ（ ｔ）εｉ，∑

∞

ｉ ＝ ０
Ｙｉ（ ｔ）εｉ( )é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ε ＝ ０

－ ［ ｆｘ（Ｘ０，Ｙ０）Ｘ ｉ ＋ ｆｙ（Ｘ０，Ｙ０）Ｙｉ］，

　 　 Ｇ ｉ ＝
１
ｉ！

∂ｉ

∂εｉ ｇ ∑
∞

ｉ ＝ ０
Ｘ ｉ（ ｔ）εｉ，∑

∞

ｉ ＝ ０
Ｙｉ（ ｔ）εｉ( )é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ε ＝ ０

－ ［ｇｘ（Ｘ０，Ｙ０）Ｘ ｉ ＋ ｇｙ（Ｘ０，Ｙ０）Ｙｉ］ ．

于是微分系统（１１）、（１２）的解为

　 　 Ｘ ｉ（ ｔ） ＝
Δ１ｉ

Δ
， Ｙｉ（ ｔ） ＝

Δ２ｉ

Δ
，　 　 ｉ ＝ ２，３，…， （１３）

其中 Δ１ｉ，Δ２ｉ（ ｉ ＝ ２，３，…） 分别为

　 　 Δ１ｉ ＝

ｄＸ ｉ －１

ｄｔ
＋ Ｆ ｉ ｂ ＋ ｆｙ（Ｘ０，Ｙ０）

ｄＹｉ －１

ｄｔ
＋ Ｇ ｉ ｄ ＋ ｇｙ（Ｘ０，Ｙ０）

， Δ２ｉ ＝
ａ ＋ ｆｘ（Ｘ０，Ｙ０）

ｄＸ ｉ －１

ｄｔ
＋ Ｆ ｉ

ｃ ＋ ｇｘ（Ｘ０，Ｙ０）
ｄＹｉ －１

ｄｔ
＋ Ｇ ｉ

．

２　 自治系统初始层校正项

设广义 Ｌｉｅｎａｒｄ 奇异摄动自治系统初值问题（１） ～ （３）的解 （ｘ，ｙ） 为

　 　 ｘ ＝ Ｘ ＋ Ｘ， ｙ ＝ Ｙ ＋ Ｙ， （１４）
其中 （Ｘ，Ｙ） 为微分系统（１） ～ （３）的外部解， 而 （Ｘ，Ｙ） 为相应的初始层校正项， 并设它们为

　 　 Ｘ（τ） ＝ ∑
∞

ｉ ＝ ０
Ｘ ｉ（τ）εｉ， Ｙ（τ） ＝ ∑

∞

ｉ ＝ ０
Ｙｉ（τ）εｉ， （１５）

这里 τ 为伸长变量： τ ＝ ｔ ／ ε ．
将式（１５）代入微分系统初值问题（１） ～ （３），得

　 　 ｄＸ
ｄτ

－ （ａＸ ＋ ｂＹ） ＝ ｆ（Ｘ ＋ Ｘ，Ｙ ＋ Ｙ） － ｆ（Ｘ，Ｙ）， （１６）

　 　 ｄＹ
ｄτ

－ （ｃＸ ＋ ｄＹ） ＝ ｇ（Ｘ ＋ Ｘ，Ｙ ＋ Ｙ） － ｇ（Ｘ，Ｙ）， （１７）

　 　 Ｘ（０） ＝ ｘ－ － Ｘ（０）， Ｙ（０） ＝ ｙ－ － Ｙ（０） ． （１８）
再将式（１５）代入式（１６） ～ （１８）， 按 ε 的幂级数展开，合并 ε 各同次幂的系数， 由 ε０ 的系

数为 ０，得

　 　
ｄＸ０

ｄτ
－ （ａＸ０ ＋ ｂＹ０） ＝ ｆ（Ｘ０ ＋ Ｘ０，Ｙ０ ＋ Ｙ０） － ｆ（Ｘ０，Ｙ０）， （１９）

　 　
ｄＹ０

ｄτ
－ （ｃＸ０ ＋ ｄＹ０） ＝ ｇ（Ｘ０ ＋ Ｘ０，Ｙ０ ＋ Ｙ０） － ｇ（Ｘ０，Ｙ０）， （２０）

　 　 Ｘ０（０） ＝ ｘ－ － Ｘ０（０）， Ｙ０（０） ＝ ｙ－ － Ｙ０（０） ． （２１）
由假设知， 问题（１９） ～ （２１）有解 （Ｘ０（τ），Ｙ０（τ）） ．

将式（１５）代入微分系统（１６） ～ （１８），由 ε１ 的系数为 ０，得

　 　
ｄＸ１

ｄτ
－ （ａＸ１ ＋ ｂＹ１） ＝ ｆｘ（ｘ

－，ｙ－）Ｘ１ ＋ ｆｙ（ｘ
－，ｙ－）Ｙ１， （２２）

　 　
ｄＹ１

ｄτ
－ （ｃＸ１ ＋ ｄＹ１） ＝ ｇｘ（ｘ

－，ｙ－）Ｘ１ ＋ ｇｙ（ｘ
－，ｙ－）Ｙ１， （２３）
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　 　 Ｘ１（０） ＝ － Ｘ１（０）， Ｙ１（０） ＝ － Ｙ１（０） ． （２４）
不难得到线性微分系统初值问题（２２） ～ （２４）的解为

　 　 Ｘ１（τ） ＝ － Ｘ１（０）ｅｘｐ（λ１τ）， （２５）
　 　 Ｙ１（τ） ＝ － Ｙ１（０）ｅｘｐ（λ２τ）， （２６）

其中 λ ｉ（ ｉ ＝ １，２） 为矩阵

　 　
ａ － ｆｘ（ｘ

－，ｙ－） ｂ － ｆｙ（ｘ
－，ｙ－）

ｃ － ｇｘ（ｘ
－，ｙ－） ｄ － ｇｙ（ｘ

－，ｙ－）
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

的特征根．
将式（１５）代入微分系统（１６） ～ （１８），由各 εｉ（ ｉ ＝ ２，３，…） 的系数为 ０，得

　 　
ｄＸ ｉ

ｄτ
－ （ａＸ ｉ ＋ ｂＹｉ） ＝ ｆｘ（ｘ

－，ｙ－）Ｘ ｉ ＋ ｆｙ（ｘ
－，ｙ－）Ｙｉ ＋ Ｆ ｉ，　 　 ｉ ＝ ２，３，…， （２７）

　 　
ｄＹｉ

ｄτ
－ （ｃＸ ｉ ＋ ｄＹｉ） ＝ ｇｘ（ｘ

－，ｙ－）Ｘ ｉ ＋ ｇｙ（ｘ
－，ｙ－）Ｙｉ ＋ Ｇ ｉ，　 　 ｉ ＝ ２，３，…， （２８）

　 　 Ｘ ｉ（０） ＝ － Ｘ ｉ（０）， Ｙｉ（０） ＝ － Ｙｉ（０）， （２９）
其中 Ｆ ｉ，Ｇ ｉ（ ｉ ＝ ２，３，…） 为关于 ｉ 逐次已知的函数， 它们分别为

　 　 Ｆ ｉ ＝ [ ∂ｉ

∂εｉ ( ｆ (∑
∞

ｉ ＝ ０
（Ｘ ｉ（ ｔ） ＋ Ｘ ｉ（τ））εｉ，∑

∞

ｉ ＝ ０
（Ｙｉ（ ｔ） ＋ Ｙｉ（τ））εｉ ) －

　 　 　 　 ｆ (∑
∞

ｉ ＝ ０
Ｘ ｉ（ ｔ）εｉ，∑

∞

ｉ ＝ ０
Ｙｉ（ ｔ）εｉ ) ) ]

ε ＝ ０
－ ｆｘ（ｘ

－，ｙ－）Ｘ ｉ ＋ ｆｙ（ｘ
－，ｙ－）Ｙｉ，

　 　 Ｇ ｉ ＝ [ ∂ｉ

∂εｉ (ｇ [∑
∞

ｉ ＝ ０
（Ｘ ｉ（ ｔ） ＋ Ｘ ｉ（τ））εｉ，∑

∞

ｉ ＝ ０
（Ｙｉ（ ｔ） ＋ Ｙｉ（τ））εｉ ) －

　 　 　 　 ｇ (∑
∞

ｉ ＝ ０
Ｘ ｉ（ ｔ）εｉ，∑

∞

ｉ ＝ ０
Ｙｉ（ ｔ）εｉ ) ) ]

ε ＝ ０
－ ｇｘ（ｘ

－，ｙ－）Ｘ ｉ ＋ ｇｙ（ｘ
－，ｙ－）Ｙｉ ．

因此线性系统初值问题（２７） ～ （２９）的解为

　 　 Ｘ ｉ（τ） ＝ － Ｘ ｉ（０） ∫τ
０
Ｆ ｉ（Ｘ ｊ（τ１），Ｙ ｊ（τ１））ｅｘｐ（λ１（τ － τ１））ｄτ１，　 　 ｉ ＝ ２，３，…， （３０）

　 　 Ｙｉ（τ） ＝ － Ｙｉ（０） ∫τ
０
Ｇ ｉ（Ｘ ｊ（τ１），Ｙ ｊ（τ１））ｅｘｐ（λ２（τ － τ１））ｄτ１，　 　 ｉ ＝ ２，３，… ． （３１）

由假设还不难知道， 得到的初始层校正项具有如下负指数幂的性态：

　 　 Ｘ ｉ（τ） ＝ Ｏ（ｅｘｐ（ － ｋｉτ）） ＝ Ｏ ｅｘｐ － ｋｉ
ｔ
ε

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

　 　 τ ＝ ｔ
ε
， ｔ ∈ ［０，Ｔ］， ０ ＜ ε ≪ １， （３２）

　 　 Ｙｉ（τ） ＝ Ｏ（ｅｘｐ（ － ｋｉτ）） ＝ Ｏ ｅｘｐ － ｋｉ
ｔ
ε

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

　 　 τ ＝ ｔ
ε
， ｔ ∈ ［０，Ｔ］， ０ ＜ ε ≪ １， （３３）

其中 ｋｉ（ ｉ ＝ １，２，…） 为适当大的正常数．
由此， 便得到了广义 Ｌｉｅｎａｒｄ 奇异摄动自治微分系统初值问题（１） ～ （３）的解 （ｘ，ｙ） 的渐

近展开式：
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　 　 ｘ（ ｔ） ＝ ∑
∞

ｉ ＝ ０
Ｘ ｉ（ ｔ） ＋ Ｘ ｉ

ｔ
ε

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ε

ｉ，　 　 ｔ ∈ ［０，Ｔ］， ０ ＜ ε ≪ １， （３４）

　 　 ｙ（ ｔ） ＝ ∑
∞

ｉ ＝ ０
Ｙｉ（ ｔ） ＋ Ｙｉ

ｔ
ε

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ε

ｉ，　 　 ｔ ∈ ［０，Ｔ］， ０ ＜ ε ≪ １． （３５）

３　 比 较 定 理

定义 １　 设有函数 ｘ－（ ｔ），ｘ－（ ｔ），ｙ
－（ ｔ），ｙ

－
（ ｔ） 在 ｔ∈［０，Ｔ］ 上为无限光滑的函数，使得 ｘ－（ ｔ） ≤

ｘ（ ｔ） ≤ ｘ－（ ｔ），ｙ
－
（ ｔ） ≤ ｙ（ ｔ） ≤ ｙ－（ ｔ）， 并成立

　 　 ε
ｄｘ－
ｄｔ － （ａｘ－ ＋ ｂｙ

－
） － ｆ（ｘ－，ｙ－） ≤ ０， ε

ｄｙ
－

ｄｔ － （ｃｘ－ ＋ ｄｙ
－
） ＝ ｇ（ｘ－，ｙ－） ≤ ０， （３６）

　 　 ε ｄｘ－

ｄｔ
－ （ａｘ－ ＋ ｂｙ－） － ｆ（ｘ－，ｙ－） ≥ ０， ε ｄｙ－

ｄｔ
－ （ｃｘ－ ＋ ｄｙ－） ＝ ｇ（ｘ－，ｙ－） ≥ ０， （３７）

　 　 ｘ－（０） ≤ ｘ－ ≤ ｘ－（０）， ｙ
－
（０） ≤ ｙ－ ≤ ｙ－（０）， （３８）

则 （ｘ－（ ｔ），ｙ－（ ｔ）） 和 （ｘ－（ ｔ），ｙ－（ ｔ）） 分别称广义 Ｌｉｅｎａｒｄ 奇异摄动自治微分系统初值问题（１） ～

（３）的下解和上解．
现证如下比较定理．
定理 １　 在假设（Ｈ１） ～ （Ｈ４）下，当 ∀ε ∈ （０，ε０］ 时（ε０ 为正常数）， 若广义 Ｌｉｅｎａｒｄ 奇异

摄动自治微分系统初值问题（１） ～ （３）有一组下解 （ｘ－（ ｔ），ｙ－（ ｔ）） 和一组上解 （ｘ－（ ｔ），ｙ－（ ｔ））， 则

广义 Ｌｉｅｎａｒｄ 奇异摄动自治系统初值问题（１） ～ （３）存在一组解 （ｘ（ ｔ），ｙ（ ｔ））， 并且成立

　 　 ｘ－（ ｔ） ≤ ｘ（ ｔ） ≤ ｘ－（ ｔ）， ｙ
－
（ ｔ） ≤ ｙ（ ｔ） ≤ ｙ－（ ｔ），　 　 ｔ ∈ ［０，Ｔ］ ．

证明 　 设 （ｘ－ ０（ ｔ），ｙ－ ０（ ｔ）） 为一组初始迭代．首先由下列线性微分系统构造一组序列

{ ｘ－ ｊ（ ｔ），ｙ－ ｊ（ ｔ） } ：

　 　 ε ｄｘ－ ｊ

ｄｔ
－ （ａｘ－ ｊ ＋ ｂｙ－ ｊ） ＋ Ｎｘ－ ｊ ＝ Ｎｘ－ ｊ－１ ＋ ｆ（ｘ－ ｊ－１，ｙ－ ｊ－１），　 　 ｔ ∈ ［０，Ｔ］，

　 　 ε ｄｙ－ ｊ

ｄｔ
－ （ｃｘ－ ｊ ＋ ｄｙ－ ｊ） ＋ Ｎｙ－ ｊ ＝ Ｎｙ－ ｊ－１ ＋ ｇ（ｘ－ ｊ－１，ｙ－ ｊ－１），　 　 ｔ ∈ ［０，Ｔ］，

　 　 ｘ－（０） ＝ ｘ－， ｙ－（０） ＝ ｙ－ ．
这里 Ｎ 为足够大的正常数，取 ｕ－ ０ ＝ ｘ－ ０ － ｘ－ １，ｖ－ ０ ＝ ｙ－ ０ － ｙ－ １， 则由微分系统（３６） ～ （３８）知

　 　 ε
ｄｕ－ ０

ｄｔ
－ （ａｕ－ ０ ＋ ｂｖ－ ０） ＋ Ｎｕ－ ０ ＝ Ｎ（ｕ－ ０ － ｕ－ ０） ＋ ｆ（ｕ－ ０，ｖ

－
０） － ｆ（ｕ－ ０，ｖ

－
０） ＝ ０，

　 　 ε
ｄｖ－ ０

ｄｔ
－ （ｃｕ－ ０ ＋ ｄｖ－ ０） ＋ Ｎｖ－ ０ ＝ Ｎ（ｖ－ ０ － ｖ－ ０） ＋ ｇ（ｕ－ ０，ｖ

－
０） － ｇ（ｕ－ ０，ｖ

－
０） ＝ ０，

　 　 ｕ－ ０（０） ＝ ０， ｖ－ ０（０） ＝ ０．
因此 ｕ－ ０ ≥ ０，ｖ－ ０ ≥ ０， 即 ｘ－ ０（ ｔ） ≥ ｘ－ １（ ｔ），ｙ－ ０（ ｔ） ≥ ｙ－ １（ ｔ） ．

取 ｕ－ ｊ－１ ＝ ｘ－ ｊ－１ － ｘ－ ｊ，ｖ－ ｊ－１ ＝ ｙ－ ｊ－１ － ｙ－ ｊ（ ｊ ＝ ２，３，…）， 则由微分系统（３６） ～ （３８）知

　 　 ε
ｄｕ－ ｊ－１

ｄｔ
－ （ａｕ－ ｊ－１ ＋ ｂｖ－ ｊ－１） ＋ Ｎｕ－ ｊ－１ ＝

　 　 　 　 Ｎ（ｕ－ ｊ－２ － ｕ－ ｊ－１） ＋ ｆ（ｕ－ ｊ－１，ｖ
－
ｊ－１） － ｆ（ｕ－ ｊ－２，ｖ

－
ｊ－２） ≥ ０，
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　 　 ε
ｄｖ－ ｊ－１
ｄｔ

－ （ｃｕ－ ｊ－１ ＋ ｄｖ－ ｊ－１） ＋ Ｎｖ－ ｊ－１ ＝

　 　 　 　 Ｎ（ｖ－ ｊ－２ － ｖ－ ｊ－１） ＋ ｇ（ｕ－ ｊ－１，ｖ
－
ｊ－１） － ｇ（ｕ－ ｊ－２，ｖ

－
ｊ－２） ≥ ０，

　 　 ｕ－ ｊ－１（０） ＝ ０， ｖ－ ｊ－１（０） ＝ ０．
因此 ｕ－ ｊ－１ ≥ ０， ｖ－ ｊ－１ ≥ ０， 即

　 　 ｘ－ ｊ－１（ ｔ） ≥ ｘ－ ｊ（ ｔ）， ｙ－ ｊ－１（ ｔ） ≥ ｙ－ ｊ（ ｔ），　 　 ｊ ＝ ２，３，… ．
类似地，可构造序列 （ｘ－

ｊ（ ｔ），ｙ
－

ｊ（ ｔ））， 得

　 　 ｘ－
ｊ（ ｔ） ≥ ｘ－

ｊ－１（ ｔ）， ｙ
－

ｊ（ ｔ） ≥ ｙ
－

ｊ－１（ ｔ），　 　 ｊ ＝ ２，３，… ．

现证明

　 　 ｘ－ ｊ（ ｔ） ≥ ｘ－
ｊ（ ｔ）， ｙ－ ｊ（ ｔ） ≥ ｙ

－

ｊ（ ｔ），　 　 ｊ ＝ １，２，… ．

令 ｕ ｊ ＝ ｘ－ ｊ（ ｔ） － ｘ－
ｊ（ ｔ），ｖ ｊ ＝ ｙ－ ｊ（ ｔ） － ｙ

－

ｊ（ ｔ）， 于是有

　 　 ε
ｄｕ ｊ

ｄｔ
－ （ａｕ ｊ ＋ ｂｖ ｊ） ＋ Ｎｕ ｊ ＝

　 　 　 　 Ｎ（ｕ ｊ －１ － ｕ ｊ） ＋ ｆ（ｕ ｊ，ｖ ｊ） － ｆ（ｕ ｊ －１，ｖ ｊ －１） ≥ ０，

　 　 ε
ｄｖ ｊ

ｄｔ
－ （ｃｕ ｊ ＋ ｄｖ ｊ） ＋ Ｎｖ ｊ ＝

　 　 　 　 Ｎ（ ｖ ｊ －１ － ｖ ｊ） ＋ ｇ（ｕ ｊ，ｖ ｊ） － ｇ（ｕ ｊ －１，ｖ ｊ －１） ≥ ０，
　 　 ｕ ｊ（０） ＝ ０， ｖ ｊ（０） ＝ ０．

因此 ｕ ｊ ≥ ０，ｖ ｊ ≥ ０， 即

　 　 ｘ－ ｊ（ ｔ） ≥ ｘ－
ｊ（ ｔ）， ｙ－ ｊ（ ｔ） ≥ ｙ

－

ｊ（ ｔ），　 　 ｊ ＝ １，２，… ．

由上述的结果， 便有

　 　 ｘ－
０（ｔ） ≤ ｘ－

１（ｔ） ≤ … ≤ ｘ－
ｊ（ｔ） ≤ … ≤ ｘ－ ｊ（ｔ） ≤ … ≤ ｘ－ １（ｔ） ≤ ｘ－ ０（ｔ），　 　 ｔ ∈ ［０，Ｔ］，

　 　 ｙ
－

０（ｔ） ≤ ｙ
－

１（ｔ） ≤ … ≤ ｙ
－

ｊ（ｔ） ≤ … ≤ ｙ－ ｊ（ｔ） ≤ … ≤ ｙ－ １（ｔ） ≤ ｙ－ ０（ｔ），　 　 ｔ ∈ ［０，Ｔ］ ．

再由假设，有
　 　 ｌｉｍ

ｊ→∞
ｘ－
ｊ（ ｔ） ＝ ｌｉｍ

ｊ→∞
ｘ－ ｊ（ ｔ） ＝ ｘ（ ｔ）， ｌｉｍ

ｊ→∞
ｙ
－

ｊ（ ｔ） ＝ ｌｉｍ
ｊ→∞

ｙ－ ｊ（ ｔ） ＝ ｙ（ ｔ），　 　 ｔ ∈ ［０，Ｔ］ ．

即广义 Ｌｉｅｎａｒｄ 奇异摄动自治微分系统初值问题（１） ～ （３）存在一组解 （ｘ（ ｔ），ｙ（ ｔ））， 并成立

ｘ－（ ｔ） ≤ ｘ（ ｔ） ≤ ｘ－（ ｔ）， ｙ
－
（ ｔ） ≤ ｙ（ ｔ） ≤ ｙ－（ ｔ），ｔ ∈ ［０，Ｔ］ ．定理 １ 证毕．

４　 解的一致有效性

定理 ２　 广义 Ｌｉｅｎａｒｄ 奇异摄动自治微分系统初值问题（１） ～ （３）， 在假设（Ｈ１） ～ （Ｈ４）
下，存在一组解 （ｘ（ ｔ），ｙ（ ｔ））， 并在 ｔ ∈ ［０，Ｔ］ 上成立一致有效的渐近展开式（３４）、（３５）．

证明　 首先，构造两组辅助函数 （αｉ，βｉ）（ ｉ ＝ １，２）：
　 　 αｉ ＝ Ｚ ｉｍ － ｒεｍ＋１， βｉ ＝ Ｚ ｉｍ ＋ ｒεｍ＋１，　 　 ｉ ＝ １，２， （３９）

这里 ｒ 为一个足够大的正常数，它将在下面确定， ｍ 为任意大的正整数，而

　 　 Ｚ１ｍ ＝ ∑
ｍ

ｉ ＝ ０
Ｘ ｉ（ ｔ） ＋ Ｘ ｉ

ｔ
ε

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ε

ｉ， Ｚ２ｍ ＝ ∑
ｍ

ｉ ＝ ０
Ｙｉ（ ｔ） ＋ Ｙｉ

ｔ
ε

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ε

ｉ ．

显然， 由辅助函数式（３９）不难看出

　 　 αｉ（ ｔ） ≤ βｉ（ ｔ），　 　 ｉ ＝ １，２， ｔ ∈ ［０，Ｔ］， （４０）

０６３ 冯　 依　 虎　 　 　 陈　 怀　 军　 　 　 莫　 嘉　 琪



　 　 α１（０） ≤ ｘ－ ≤ β１（０）， α２（０） ≤ ｙ－ ≤ β１（０） ． （４１）
现证明

　 　 ε
ｄα１

ｄｔ
－ （ａα１ ＋ ｂα２） － ｆ（α１，α２） ≤ ０， （４２）

　 　 ε
ｄα２

ｄｔ
－ （ｃα１ ＋ ｄα２） － ｇ（α１，α２） ≤ ０， （４３）

　 　 ε
ｄβ１

ｄｔ
－ （ａβ１ ＋ ｂβ２） － ｆ（β１，β２） ≥ ０， （４４）

　 　 ε
ｄβ２

ｄｔ
－ （ｃβ１ ＋ ｄβ２） － ｇ（β１，β２） ≥ ０． （４５）

事实上，由辅助函数（３９）， 存在一组正常数 Ｍｉ（ ｉ ＝ １，２）， 有

　 　 ε
ｄα１

ｄｔ
－ （ａα１ ＋ ｂα２） － ｆ（α１，α２） ＝

　 　 　 　 ε
ｄＺ１ｍ

ｄｔ１
－ （ａＺ１ｍ ＋ ｂＺ２ｍ） － ｆ（Ｚ１ｍ，Ｚ２ｍ） －

　 　 　 　 ［ ｆ（Ｚ１ｍ － ｒεｍ＋１，Ｚ２ｍ － ｒεｍ＋１） － ｆ（Ｚ１ｍ，Ｚ２ｍ）］ ≤

　 　 　 　 ［ａＸ０ ＋ ｂＹ０ － ｆ（Ｘ０，Ｙ０）］ ＋ ∑
ｍ

ｊ ＝ １

Δ１ｉ

Δ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ε

ｉ ＋

　 　 　 　
ｄＸ０

ｄτ
－ （ａＸ０ ＋ ｂＹ０） － ｆ（Ｘ０ ＋ Ｘ０，Ｙ０ ＋ Ｙ０） ＋ ｆ（Ｘ０，Ｙ０）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＋

　 　 　 　 ∑
ｍ

ｊ ＝ １
－ （ａ ＋ ｆｘ（Ｘ０，Ｙ０））Ｘ ｊ － （ｂ ＋ ｆｙ（Ｘ０，Ｙ０））Ｙ ｊ ＋

ｄＸ ｊ －１

ｄｔ
－ Ｆ ｊ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ε

ｊ －

　 　 　 　 （ ｆｘ（Ｚ１ｍ，Ｚ２ｍ） ＋ ｆｙ（Ｚ１ｍ，Ｚ２ｍ） ｒ ＋ Ｍ）εｍ＋１ ≤ （Ｍ － ｒδ）εｍ＋１ ．
选取 ｒ ≥ Ｍ ／ δ， 这时不等式（４２）成立．

用同样的方法可以证明不等式（４３） ～ （４５）．
由式（４０） ～ （４５）和定理 １，广义 Ｌｉｅｎａｒｄ 奇异摄动自治微分系统初值问题（１） ～ （３）存在一

组解 （ｘ（ ｔ），ｙ（ ｔ））， 使得

　 　 α１（ ｔ） ≤ ｘ（ ｔ） ≤ β１（ ｔ）， α２（ ｔ） ≤ ｙ（ ｔ） ≤ β２（ ｔ），　 　 ｔ ∈ ［０，Ｔ］ ．
再由式（３９）知， 解 （ｘ（ ｔ），ｙ（ ｔ）） 在 ｔ∈［０，Ｔ］ 上成立一致有效的渐近展开式（３４）、（３５）．

定理 ２ 证毕．

５　 结　 　 论

广义 Ｌｉｅｎａｒｄ 奇异摄动自治微分系统在连续介质力学、凝聚态物理、应用电路、反应扩散等

方面都有重要的应用，是典型的非线性微分系统．对它的研究和求解具有很大的实用价值．利
用比较定理的理论并结合奇异摄动方法来求得问题的渐近解析解，可以继续利用解析的方法

和运算来进一步深入地探讨相应实际问题的解，能够更加深入地了解相关物理量的解析性态．
因此对它的研究具有很重要的意义，弥补了单纯用数值模拟方法得到的解的不足．
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３６３一类非线性奇异摄动自治微分系统的渐近解
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