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摘要：　 研究了蛇板系统的动力学建模与运动规划问题，提出一种遗传算法与 Ｇａｕｓｓ 伪谱法相结合

的混合优化策略．首先，基于微分几何中的 Ｒｉｅｍａｎｎ（黎曼）流形与仿射映射理论，建立蛇板系统在

其构型流形上的 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｌａｇｒａｎｇｅ（欧拉⁃拉格朗日）方程．蛇板的构型空间对应流形空间，速度空间对

应流形切空间，力矩空间对应流形余切空间，惯量矩阵提供了流形空间上的一个 Ｒｉｅｍａｎｎ 度量．构
造适当的基底描述蛇板系统的许可速度，可以使蛇板系统的运动方程得到简化．然后，利用 Ｇａｕｓｓ
伪谱法将蛇板系统运动规划问题离散为非线性规划问题，利用序列二次规划算法求解蛇板系统的

运动轨迹与最优控制输入，其中，Ｇａｕｓｓ 伪谱法的初值通过遗传算法得到．最后，通过数值仿真，蛇
板系统的运动轨迹与实际情况吻合，最优控制输入也能很好地满足约束条件，验证了该混合优化

策略的有效性．
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引　 　 言

蛇板，又叫作活力板、陆地冲浪板等，自 ２０ 世纪 ９０ 年代被发明以来逐渐风靡全球．蛇板可

以看成是对滑板的一种改进，乘客可以依靠自身的扭动和摆动产生前向的动力，不再需要用脚

蹬地或依靠重力前行．
蛇板是一类典型的带有非完整约束的多体系统，其动力学与控制问题引起了国内外学者

的广泛研究．Ｏｓｔｒｏｗｓｋｉ 等［１⁃３］ 利用 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方法建立了蛇板系统的动力学模型，并将蛇板系统

的运动规划问题描述为无漂移非完整系统的最优控制问题．蛇板系统运动方程中 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘

子的约化处理方法是采用 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方法求解该问题时的一个难点．Ｌｅｗｉｓ［４］基于微分几何理论

推导了非完整系统在 Ｒｉｅｍａｎｎ 流形上的 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程形式．Ｂｕｌｌｏ 等［５⁃６］ 将文献［４］的方

法应用于蛇板系统的动力学建模，并对蛇板系统的可控性与运动规划问题进行了研究．此外，
Ａｓｎａｆｉ 等［７］和 Ｓｈａｍｍａｓ 等［８］也都对蛇板系统的动力学与控制问题进行了研究，主要集中在两

个方面，一是对 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子采取不同的约化处理方法，二是对运动规划问题采取不同的步态

规划技术．国内方面，刘延柱等［９］ 介绍了蛇板的前进机理．丁洁玉等［１０］ 采用连续 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方法
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求解蛇板系统简化模型微分⁃代数方程组，该变分积分法在每个离散的时间间隔上都能保持能

量不变．最近，中科院沈阳自动化研究所郭宪等［１１⁃１２］利用文献［４］的方法建立了蛇形机器人系

统动力学与控制统一模型并进行了实体验证，取得了不错的效果．
近年来，伪谱法成为求解最优控制问题的重要方法之一．伪谱法属于一类直接优化方法，

采用全局插值多项式在一系列配置点处近似描述状态变量和控制变量，将连续的最优控制问

题离散为代数约束形式的参数优化问题，即非线性规划问题［１３］ ．根据配置点的不同，可以将伪

谱法分为 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 伪谱法、Ｇａｕｓｓ 伪谱法、Ｒａｄａｕ 伪谱法以及 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 伪谱法 ４ 种． Ｅｌｎａｇａｒ
等［１４］首次将伪谱法转化理论应用于动态系统的最优控制．Ｂｅｎｓｏｎ 等［１５⁃１６］提出 Ｇａｕｓｓ 伪谱法并

证明了 Ｇａｕｓｓ 伪谱法协态变量映射定理，使用该方法求得的解满足传统间接法的一阶最优必

要条件．Ｈｕｎｔｉｎｇｔｏｎ 等［１７］采用 Ｇａｕｓｓ 伪谱法对航天器编队轨迹优化问题进行了研究．国内方面，
廖一寰等［１８］基于 Ｇａｕｓｓ 伪谱法和直接打靶法求解了空间机器人载体无扰运动规划问题．孙勇

等［１９］采用改进的 Ｇａｕｓｓ 伪谱法研究了高超声速飞行器再入轨迹优化问题，改进的伪谱法具有

自适应性和更高的求解效率．董雪仰等［２０］利用自适应 Ｇａｕｓｓ 伪谱法求解了航天器太阳帆板展

开过程的姿态最优控制问题．
本文基于微分几何理论研究蛇板系统的动力学建模与运动规划问题，提出一种遗传算法

和 Ｇａｕｓｓ 伪谱法相结合的混合优化策略．首先，将蛇板系统的构型空间看作一个 Ｒｉｅｍａｎｎ 流

形，选择适当的基底构成蛇板系统的速度分布空间，引入伪速度描述蛇板系统的许可速度，基
于微分几何中的仿射映射理论建立蛇板系统的运动方程．然后，将蛇板系统运动规划问题描述

为 Ｂｏｌｚａ 型最优控制问题，利用 Ｇａｕｓｓ 伪谱法将连续的最优控制问题离散为非线性规划问题，
利用序列二次规划算法求解蛇板系统的运动轨迹与最优控制输入，其中，Ｇａｕｓｓ 伪谱法的初值

通过遗传算法得到．文末给出仿真算例．

１　 蛇板系统动力学建模

１．１　 蛇板系统构型空间

蛇板的板面分为前后两个部分，中间用轴联结，前后板可以绕水平的联结轴作相对转动

（见图 １）．前后轮通过轮架安装在板的下方，轮架可以绕倾斜的转轴自由转动［９］ ．

图 １　 蛇板 图 ２　 蛇板系统模型

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｓｎａｋｅｂｏａｒｄ ｔｏｙ Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｎａｋｅｂｏａｒｄ ｓｙｓｔｅｍ

假定蛇板系统的质心位于主板的几何中心，前后轮的运动反向对称，简化模型如图 ２ 所

示．蛇板系统的构型空间由 Ｑ ＝ ＳＥ（２） × Ｓ１ × Ｓ１ 给出，构型坐标表示为 ｑ ＝ ［ｘ，ｙ，θ，ψ，ϕ］ Ｔ ∈Ｑ，
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其中， （ｘ，ｙ） 表示主板中心相对惯性系的位置坐标， θ 表示主板中心相对惯性系的姿态角， ψ
表示转子与主板之间的相对转角， ϕ 表示前后轮与主板之间的相对转角．将系统的构型空间 Ｑ
看作一个 Ｒｉｅｍａｎｎ 流形，那么系统的惯量矩阵 Ｍ 构成流形上的一个 Ｒｉｅｍａｎｎ 度量：

　 　 Ｍ ＝

ｍ ０ ０ ０ ０
０ ｍ ０ ０ ０
０ ０ Ｉ ＋ Ｉｒ ＋ Ｉｗ Ｉｒ ０
０ ０ Ｉｒ Ｉｒ ０
０ ０ ０ ０ Ｉｗ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

， （１）

其中， ｍ 表示蛇板系统的总质量；Ｉ，Ｉｒ 和 Ｉｗ 分别表示主板、转子和前后轮的转动惯量．
１．２　 蛇板系统速度空间

蛇板系统前后轮不允许侧滑，将该约束表示成一阶外微分的形式［１］：

　 　
ω １ ＝ ｓｉｎ（ϕ － θ）ｄｘ ＋ ｃｏｓ（ϕ － θ）ｄｙ ＋ ｌｃｏｓ ϕｄθ，
ω ２ ＝ － ｓｉｎ（ϕ ＋ θ）ｄｘ ＋ ｃｏｓ（ϕ ＋ θ）ｄｙ － ｌｃｏｓ ϕｄθ，{ （２）

其中， ｌ 表示主板中心到前后轮的距离．
蛇板系统的构型空间 Ｑ 对应 ５ 维流形，蛇板系统任意构型处的速度对应流形切空间 ＴＱ

中的切向量．由于速度空间存在 ２个约束，如式（２），所以可行速度空间Ｄ为切空间 ＴＱ的一个 ３
维子空间．引入向量场 Ｖｘ 和 Ｖｙ 描述蛇板系统连体坐标系相对惯性系的坐标转换：

　 　
Ｖｘ ＝

∂
∂ｘ

ｃｏｓ θ ＋ ∂
∂ｙ

ｓｉｎ θ，

Ｖｙ ＝ －
∂
∂ｘ

ｓｉｎ θ ＋ ∂
∂ｙ

ｃｏｓ θ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（３）

则满足约束条件式（２）的许可速度可以表示成向量场 Ｘ１，Ｘ′２和 Ｘ′３ 的线性组合［５］：

　 　

Ｘ１ ＝ ｌＶｘｃｏｓ ϕ － ∂
∂θ

ｓｉｎ ϕ，

Ｘ′２ ＝
∂
∂ψ

，

Ｘ′３ ＝
∂
∂ϕ

．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

（４）

对式（４）Ｓｃｈｍｉｄｔ 正交化，注意到 Ｘ′３与Ｘ１ 和Ｘ′２正交，选取Ｘ３ ＝ Ｘ′３，并利用式（５） 对Ｘ′２ 进行修正：
　 　 Ｘ２ ＝ ｃ －１

１ （〈Ｘ１，Ｘ１〉Ｘ′２ － 〈Ｘ１，Ｘ′２〉Ｘ１）， （５）
其中，符号〈·，·〉表示定义在度量 Ｍ上的内积；ｃ１ 可以是任意的非零函数，为了方便计算，这
里取 ｃ１（ϕ） ＝ ｍｌ２ｃｏｓ２ϕ ＋ （ Ｉ ＋ Ｉｒ ＋ Ｉｗ）ｓｉｎ２ϕ ．

经过上述处理，得到蛇板系统速度分布空间 Ｄ 的一组正交基底：

　 　

Ｘ１ ＝ ｌＶｘｃｏｓ ϕ － ∂
∂θ

ｓｉｎ ϕ，

Ｘ２ ＝ ａ（ϕ）Ｖｘ － ｂ（ϕ） ∂
∂θ

＋ ∂
∂ψ

，

Ｘ３ ＝ ∂
∂ϕ

，
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ï
ï
ïï

（６）

１３基于微分几何的蛇板系统动力学建模与运动规划



其中

　 　 ａ（ϕ） ＝
Ｉｒ ｌｓｉｎ ϕｃｏｓ ϕ

ｃ１（ϕ）
， ｂ（ϕ） ＝

Ｉｒ ｓｉｎ２ϕ
ｃ１（ϕ）

．

引入伪速度 ｖ１， ｖ２ 和 ｖ３， 蛇板系统任意构型处的速度可以由速度分布空间 Ｄ 的正交基底

表示：
　 　 ｑｉ ＝ ｖｉＸ ｉ，　 　 ｉ ＝ １，２，３． （７）

１．３　 蛇板系统力矩空间

驱动蛇板运动的广义力包括作用在转子的控制力矩 τ １ 和作用在前后轮的控制力矩 τ ２ ．如
１．２ 小节所示，蛇板系统切空间 ＴＱ 的基底为

　 　 ∂
∂ｘ

， ∂
∂ｙ

， ∂
∂θ

， ∂
∂ψ

， ∂
∂ϕ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

余切空间是切空间的对偶空间，则相应的余切空间 Ｔ∗Ｑ的基底为（ｄｘ，ｄｙ，ｄθ，ｄψ，ｄϕ），蛇板系

统的力矩空间为余切空间 Ｔ∗Ｑ 的二维子空间，引入向量场 Ｆ１ 和 Ｆ２ 来表示蛇板系统力矩空间

的一组正交基底：

　 　
Ｆ１ ＝ ｄψ，
Ｆ２ ＝ ｄϕ ．{ （８）

定义 Ｍ＃：Ｔ∗Ｑ → ＴＱ 为余切空间 Ｔ∗Ｑ 到切空间 ＴＱ 的正交投影，利用 Ｍ＃ 映射将力矩空间

式（８）映射到流形切空间上得到向量场式（９）：

　 　
Ｙ′１ ＝ Ｍ＃（Ｆ１） ＝ １

Ｉ ＋ Ｉｒ
Ｉ ＋ Ｉｒ ＋ Ｉｗ

Ｉｒ
∂
∂ψ

－ ∂
∂θ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

Ｙ′２ ＝ Ｍ＃（Ｆ２） ＝ １
Ｉｗ

∂
∂ϕ

．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（９）

定义 Ｐ：ＴＱ → Ｄ 为切空间 ＴＱ 到速度分布空间 Ｄ 上的正交投影，利用 Ｐ 映射将向量场式

（９） 映射到 Ｄ 上得到向量场式（１０）：

　 　
Ｙ１ ＝ Ｐ（Ｙ′１） ＝ ∑

３

ｉ ＝ １

〈Ｙ′１，Ｘ ｉ〉
‖Ｘ ｉ‖２ Ｘ ｉ ＝

ｃ１（ϕ）
Ｉｒｃ２（ϕ）

Ｘ２，

Ｙ２ ＝ Ｐ（Ｙ′２） ＝ ∑
３

ｉ ＝ １

〈Ｙ′２，Ｘ ｉ〉
‖Ｘ ｉ‖２ Ｘ ｉ ＝

１
Ｉｒ

Ｘ３，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１０）

其中，符号‖·‖表示定义在度量 Ｍ上的范数；ｃ２（ϕ） ＝ ｍｌ２ ｃｏｓ２ϕ ＋ （ Ｉ ＋ Ｉｗ） ｓｉｎ２ϕ ．经过上述处

理，将蛇板系统的力矩空间映射到速度分布空间 Ｄ 上．
１．４　 蛇板系统运动方程

定义 Ｐ⊥：ＴＱ → Ｄ⊥ 表示切空间 ＴＱ 到 Ｄ⊥ 上的正交投影，其中，Ｄ⊥ 为 Ｄ 相对于度量 Ｍ 的

正交补映射．非完整系统在其构型流形上的 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程可以表示为［４］

　 　
Ñｑｉｑｉ ＝ λ ＋ Ｍ＃（Ｆ ｉ）τ ｉ，　 　 ｉ ＝ １，２，

Ｐ⊥ （ｑ） ＝ ０，{ （１１）

其中， λ ∈ Ｄ⊥ 为 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子；符号Ñ表示构型空间 Ｑ 上的 Ｌｅｖｉ⁃Ｃｉｖｉｔａ 联络．将式（１１）表示成

更为紧致的联络形式［４］：
　 　 Ñｑｉｑｉ ＝ ＰＭ＃（Ｆ ｉ）τ ｉ，　 　 ｉ ＝ １，２． （１２）
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将式（１０）代入式（１２），得到蛇板系统的运动方程为

　 　 Ñｑｉｑｉ ＝ τ ｉＹｉ，　 　 ｉ ＝ １，２， （１３）
其中，符号 Ñ 表示构型空间 Ｑ 上的非完整仿射联络，由仿射联络的性质有［４］

　 　 ÑＸα
Ｘβ ＝ ∑

３

γ ＝ １
Γγ

αβＸγ， （１４）

其中， Γγ
αβ 表示非完整 Ｃｈｒｉｓｔｏｆｆｅｌ 符号，定义式为

　 　 Γγ
αβ ＝ １

‖Ｘγ‖２〈ÑＸα
Ｘβ，Ｘγ〉 ． （１５）

将式（６）代入式（１５），得到非零 Ｃｈｒｉｓｔｏｆｆｅｌ 符号为

　 　

Γ１
１３ ＝

（ Ｉ ＋ Ｉｒ ＋ Ｉｗ － ｍｌ２）ｃｏｓ ϕｓｉｎ ϕ
ｃ１（ϕ）

，

Γ１
２３ ＝

Ｉｒｍｌ２ｃｏｓ ϕ
ｃ１（ϕ） ２ ，

Γ２
１３ ＝ － ２ｍｌ２ｃｏｓ ϕ

ｃ２（ϕ）
，

Γ２
２３ ＝ －

Ｉｒｍｌ２ｃｏｓ ϕｓｉｎ ϕ
ｃ１（ϕ）ｃ２（ϕ）

．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï

（１６）

将式（６）、（７）、（１０）、（１４）和（１６）代入式（１３），得到蛇板系统运动方程的具体表达形式：

　 　

ｘ ＝ ｌｖ１ｃｏｓ ϕｃｏｓ θ ＋
Ｉｒ ｌｃｏｓ ϕｓｉｎ ϕｃｏｓ θ

ｃ１（ϕ）
ψ，

ｙ ＝ ｌｖ１ｃｏｓ ϕｓｉｎ θ ＋
Ｉｒ ｌｃｏｓ ϕｓｉｎ ϕｓｉｎ θ

ｃ１（ϕ）
ψ，

θ ＝ － ｖ１ｓｉｎ ϕ －
Ｉｒ ｓｉｎ２ϕ
ｃ１（ϕ）

ψ，

ｖ１ ＝ －
（ Ｉ ＋ Ｉｒ ＋ Ｉｗ － ｍｌ２）ｃｏｓ ϕｓｉｎ ϕ

ｃ１（ϕ）
ｖ１ϕ －

Ｉｒｍｌ２ｃｏｓ ϕ
ｃ１（ϕ） ２ ψϕ，

ψ ＝ ２ｍｌ２ｃｏｓ ϕ
ｃ２（ϕ）

ｖ１ϕ ＋
Ｉｒｍｌ２ｃｏｓ ϕｓｉｎ ϕ
ｃ１（ϕ）ｃ２（ϕ）

ψϕ ＋
ｃ１（ϕ）
Ｉｒｃ２（ϕ）

τ １，

ϕ ＝ １
Ｉｗ

τ ２ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

（１７）

这里需要指出的是，计算过程中伪速度 ｖ２ ＝ ψ，ｖ３ ＝ ϕ 使蛇板系统的运动方程得到进一步

简化．

２　 最优控制方法

２．１　 最优控制问题

不失一般性，将蛇板系统运动规划问题描述为 Ｂｏｌｚａ 型最优控制问题．选取作用在转子和

前后轮的控制力矩为系统的控制变量，即 ｕ ＝ ［τ １，τ ２］ Ｔ ．选取 ｘ ＝ ［ｘ，ｙ，θ，ｖ１，ψ，ϕ，ψ，ϕ］ Ｔ 为系

统的状态变量，则系统的状态方程表示为
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ｘ１ ＝ ｌｘ４ｃｏｓ ｘ６ｃｏｓ ｘ３ ＋
Ｉｒ ｌｃｏｓ ｘ６ｓｉｎ ｘ６ｃｏｓ ｘ３

ｃ１（ｘ６）
ｘ７，

ｘ２ ＝ ｌｘ４ｃｏｓ ｘ６ｓｉｎ ｘ３ ＋
Ｉｒ ｌｃｏｓ ｘ６ｓｉｎ ｘ６ｓｉｎ ｘ３

ｃ１（ｘ６）
ｘ７，

ｘ３ ＝ － ｘ４ｓｉｎ ｘ６ －
Ｉｒ ｓｉｎ２ｘ６

ｃ１（ｘ６）
ｘ７，

ｘ４ ＝ －
（ Ｉ ＋ Ｉｒ ＋ Ｉｗ － ｍｌ２）ｃｏｓ ｘ６ｓｉｎ ｘ６

ｃ１（ｘ６）
ｘ４ｘ８ －

Ｉｒｍｌ２ｃｏｓ ｘ６

ｃ１ （ｘ６） ２ ｘ７ｘ８，

ｘ５ ＝ ｘ７，
ｘ６ ＝ ｘ８，

ｘ７ ＝
２ｍｌ２ｃｏｓ ｘ６

ｃ２（ｘ６）
ｘ４ｘ８ ＋

Ｉｒｍｌ２ｃｏｓ ｘ６ｓｉｎ ｘ６

ｃ１（ｘ６）ｃ２（ｘ６）
ｘ７ｘ８ ＋

ｃ１（ｘ６）
Ｉｒｃ２（ｘ６）

ｕ１，

ｘ８ ＝ １
Ｉｗ

ｕ２ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

（１８）

根据最优控制理论，选取控制力矩的二阶范数作为系统的优化性能指标，相应的目标函数
表示为

　 　 Ｊ（ｕ） ＝ ∫ｔｆ
ｔ０
ｕＴｕｄｔ ． （１９）

约束条件包括边界条件约束和不等式路径约束．边界条件约束包括蛇板系统运动过程初
末端的位形约束：

　 　 ｑ（ ｔ０） ＝ ｑ０， ｑ（ ｔｆ） ＝ ｑｆ ． （２０）
不等式路径约束包括蛇板系统姿态角的范围约束与控制输入受限：

　 　 θ（ ｔ） ≤ θｍ， ψ（ ｔ） ≤ ψｍ， ϕ（ ｔ） ≤ ϕｍ， ｕｉ（ ｔ） ≤ ｕｍ，　 　 ｉ ＝ １，２， （２１）
其中， θｍ，ψｍ，ϕｍ ＞ ０ 表示角度坐标上界； ｕｍ ＞ ０ 表示控制力矩上界．
２．２　 Ｇａｕｓｓ 伪谱法

本文采用 Ｇａｕｓｓ 伪谱法离散上述最优控制问题．蛇板系统最优控制问题的时间区间为
［ ｔ０，ｔｆ］， 而采用 Ｇｕａｓｓ 伪谱法需要将时间区间转换到［－１，１］，对时间变量 ｔ 作如下变换：

　 　 τ ＝ ２ｔ
ｔｆ － ｔ０

－
ｔｆ ＋ ｔ０
ｔｆ － ｔ０

． （２２）

取 Ｋ 个 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ⁃Ｇａｕｓｓ（ＬＧ）点 τ ｉ（ ｉ ＝ １，２，…，Ｋ） 以及 τ ０ ＝ － １ 作为离散节点，构成 Ｋ ＋ １
个 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值多项式的基函数 Ｌｉ（τ）（ ｉ ＝ ０，１，…，Ｋ） 来近似状态变量，即

　 　 ｘ（τ） ≈ Ｘ（τ） ＝ ∑
Ｋ

ｉ ＝ ０
Ｌｉ（τ）Ｘ（τ ｉ）， （２３）

　 　 Ｌｉ（τ） ＝ ∏
Ｋ

ｊ ＝ ０， ｊ≠ｉ

τ － τ ｊ

τ ｉ － τ ｊ
． （２４）

用 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值多项式 Ｌｉ（τ）（ ｉ ＝ １，２，…，Ｋ） 作为基函数来近似控制变量，但节点仅选用
配点，即

　 　 ｕ（τ） ≈ Ｕ（τ） ＝ ∑
Ｋ

ｉ ＝ １
Ｌｉ（τ）Ｕ（τ ｉ）， （２５）

　 　 Ｌｉ（τ） ＝ ∏
Ｋ

ｊ ＝ １， ｊ≠ｉ

τ － τ ｊ

τ ｉ － τ ｊ
． （２６）
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将终端状态表示成离散状态变量和控制变量的积分形式，再利用 Ｇａｕｓｓ 积分近似得到

　 　 Ｘ（τ ｆ） ＝ Ｘ（τ ０） ＋
ｔｆ － ｔ０

２ ∑
Ｋ

ｋ ＝ １
μ ｋ ｆ（Ｘｋ，Ｕｋ，τ；ｔ０，ｔｆ）， （２７）

其中， μ ｋ ＝ ∫１
－１
Ｌｋ（τ）ｄτ 为 Ｇａｕｓｓ 权重．

状态方程的导数通过对式（２３）求导近似，即

　 　 ｘ（τ ｋ） ≈ Ｘ（τ ｋ） ＝ ∑
Ｋ

ｉ ＝ ０
Ｌｉ（τ ｋ）Ｘ（τ ｉ） ＝ ∑

Ｋ

ｉ ＝ ０
ＤｋｉＸ（τ ｉ）， （２８）

其中，微分矩阵 Ｄ ∈ ＲＫ×（Ｋ＋１） 由式（２９）确定［１５］：

　 　 Ｄｋｉ ＝ ∑
Ｋ

ｌ ＝ ０，ｌ≠ｉ

∏
Ｋ

ｊ ＝ ０， ｊ≠ｉ，ｌ
（τ ｋ － τ ｊ）

∏
Ｋ

ｊ ＝ ０， ｊ≠ｉ
（τ ｉ － τ ｊ）

． （２９）

将式（２８）代入状态方程（１８）得到状态方程在配点处的离散表达形式：

　 　 ∑
Ｋ

ｉ ＝ ０
ＤｋｉＸｉ －

ｔｆ － ｔ０
２

ｆ（Ｘｋ，Ｕｋ，τ；ｔ０，ｔｆ） ＝ ０， （３０）

其中　 　 ｋ ＝ １，２，…，Ｋ ．
用 Ｇａｕｓｓ 积分近似最优控制问题中目标函数式（１９）的积分项，得到离散形式的近似目标

函数为

　 　 Ｊ ＝
ｔｆ － ｔ０

２ ∑
Ｋ

ｋ ＝ １
μ ｋＵＴ

ｋＵｋ ． （３１）

通过上述过程，将蛇板系统最优控制问题离散为以下非线性规划问题，即通过求解离散控

制变量 Ｕ， 使得性能指标（３１）最小，并满足状态方程约束（３０）、终端状态约束（２７）、边界条件

约束（２０）和不等式路径约束（２１）．

　 　
ｆｉｎｄ Ｕ，
ｍｉｎ Ｊ，
ｓｕｂｊｅｃｔ ｔｏ　 Ｃ１（Ｘｋ，Ｕｋ，τ；ｔ０，ｔｆ） ＝ ０， Ｃ２（Ｘｋ，Ｕｋ，τ；ｔ０，ｔｆ） ≤ ０，

ì

î

í

ïï

ïï

（３２）

其中， Ｃ１ 表示蛇板系统最优控制问题满足的等式约束条件，Ｃ２ 表示不等式约束条件．
２．３　 混合优化策略

蛇板系统最优控制问题具有 ８ 个状态变量和 ２ 个控制变量，使用 Ｇａｕｓｓ 伪谱法求解，需要

赋初值的变量较多．如果变量初值选取不当，往往导致问题收敛不到可行解或陷入局部最小化

而得不到全局最优解．针对这一问题，本文先利用遗传算法初步定位全局最优解．遗传算法通

过 ＭＡＴＬＡＢ 遗传算法工具箱实现．
选定变量初值，利用 Ｇａｕｓｓ 伪谱法将蛇板系统运动规划问题离散为代数约束形式的非线

性规划问题．非线性规划问题采用序列二次规划算法进行求解，序列二次规划算法通过 ＭＡＴ⁃
ＬＡＢ 软件包 ＳＮＯＰＴ 实现．

３　 数 值 仿 真

蛇板系统的质量几何参数分别为

　 　 ｍ ＝ １ ｋｇ， ｌ ＝ １ ｍ， Ｉ ＝ １ ｋｇ·ｍ２， Ｉｒ ＝ ２ ｋｇ·ｍ２， Ｉｗ ＝ ０．５ ｋｇ·ｍ２ ．
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在 ＭＡＴＬＡＢ 环境下进行数值仿真，计算在 ＣＰＵ 为 ２．５ ＧＨｚ ／ Ｃｏｒｅ ｉ３，内存 ４．０Ｇ 的 Ｗｉｎｄｏｗｓ１０ 计

算机上进行，设置蛇板的运动时间 ｔ ＝ １ ｓ ．
算例 １　 系统的初始和终端位形分别为

　 　 ｑ０ ＝ ［０，０，０，０，０］， ｑｆ ＝ ［ － ０．１，１，π ／ ２， － π，０］ ．
采取前文所述的混合优化策略，对蛇板系统最优控制问题进行仿真实验．表 １ 给出了目标

函数和计算机运算时间随选取的 ＬＧ 配点个数的变化情况，其中，“－”表示相当长的时间内计

算结果没有收敛．从表中可以看出，随着 ＬＧ 配点数量的增多，离散的非线性规划问题对原有最

优控制问题的还原度越高，得到的解越接近最优解．当 ＬＧ 配点数量增大到一定程度时，解的精

度不再有大幅提高，考虑到计算过程中存在截断误差，目标函数会有微小波动，但影响不大．相
反地，随着 ＬＧ 配点数量的增多，计算机的运算时间呈指数倍增长．通过上述分析，优化过程 ＬＧ
配点个数的选取需要从计算精度和计算效率两方面来综合考虑．

表 １　 选取不同 ＬＧ 配点个数时最优解的相关参数

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｒｅｌｅｖａｎｔ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｏｐｔｉｍｕｍ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ＬＧ ｐｏｉｎｔｓ

ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ＬＧ ｐｏｉｎｔｓ Ｋ ５ １０ １５ ２０ ２４ ２７ ３０

ｃｏｓｔ ｆｕｎｃｔｉｏｎ Ｊ ７４０．４２７ ４ ７２３．２１１ ７ ７３９．９６６ ７ ７４０．５０８ ３ ７４０．６５５ ４ ７４０．６５２ ３ －

ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ｔｉｍｅ ｔＣＰＵ ／ ｓ １．４７７ ５．４２６ １４．６６４ ６７．８５７ １３０．２３３ ４６７．２８７ －

　 　 优化过程选取 ２４ 个 ＬＧ 配点，仿真结果如图 ３～５ 所示．图 ３ 为蛇板系统两个位置坐标 ｘ和
ｙ 随时间变化的曲线，满足初末时刻的边界条件约束，从图中可以看出，蛇板系统的质心运动

轨迹呈 Ｓ 形，这与日常生活中蛇板运动的实际情况相吻合．图 ４ 为蛇板系统 ３ 个角度坐标 θ，ψ
和 ϕ 随时间变化的曲线，满足初末时刻的边界条件约束以及姿态角的范围约束．图 ５ 为作用在

蛇板系统转子和前后轮的控制力矩的最优控制输入规律，满足控制力矩的输入受限．整个优化

过程用时 １３０ ｓ 左右，目标函数最优值 Ｊ ＝ ７４０．６５５ ４．

图 ３　 蛇板系统位置坐标的时间历程（算例 １） 图 ４　 蛇板系统角度坐标的时间历程（算例 １）
Ｆｉｇ． ３　 Ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ２ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ Ｆｉｇ． ４　 Ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ３ ａｎｇｌｅ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ

ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ （ｅｘａｍｐｌｅ １） ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ （ｅｘａｍｐｌｅ １）

算例 ２　 系统的初始和终端位形分别取
　 　 ｑ０ ＝ ［０，０，０，０，０］， ｑｆ ＝ ［ － ０．５，０．５， － π ／ ４，π ／ ２，π］ ．
仿真结果如图 ６～８ 所示．图 ６ 为蛇板系统两个位置坐标 ｘ 和 ｙ 随时间变化的曲线．图 ７ 为

蛇板系统 ３ 个角度坐标 θ，ψ 和 ϕ 随时间变化的曲线．图 ８ 为作用在蛇板系统转子和前后轮的

控制力矩的最优控制输入规律．优化过程同样选取 ２４ 个 ＬＧ 配点，整个优化过程用时 １０５ ｓ 左

右，目标函数最优值 Ｊ ＝ １８４．６１７ ７．从仿真结果可以看出，以作用在转子和前后轮的控制力矩作
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为控制输入信号，蛇板系统的姿态和运动均可控，且姿态运动轨迹和最优控制输入都符合蛇板

系统的运动规划要求．另外还需要指出的是，算例 １ 的目标函数值要比算例 ２ 大许多，这是由

于算例 １ 的动作要比算例 ２ 难完成得多，控制力矩也相应地更大．

图 ５　 蛇板系统最优控制输入规律（算例 １）
Ｆｉｇ． ５　 Ｏｐｔｉｍａｌ ｃｏｎｔｒｏｌ ｉｎｐｕｔ ｒｕｌｅｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ （ｅｘａｍｐｌｅ １）

图 ６　 蛇板系统位置坐标的时间历程（算例 ２） 图 ７　 蛇板系统角度坐标的时间历程（算例 ２）
Ｆｉｇ． ６　 Ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ２ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ Ｆｉｇ． ７　 Ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ３ ａｎｇｌｅ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ

ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ （ｅｘａｍｐｌｅ ２） ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ （ｅｘａｍｐｌｅ ２）

图 ８　 蛇板系统最优控制输入规律（算例 ２）
Ｆｉｇ． ８　 Ｏｐｔｉｍａｌ ｃｏｎｔｒｏｌ ｉｎｐｕｔ ｒｕｌｅｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ （ｅｘａｍｐｌｅ ２）
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４　 结　 　 论

本文基于微分几何理论研究了蛇板系统的动力学建模与运动规划问题，主要结论包括以

下两点：
１） 选择适当的基底构成蛇板系统的速度分布空间，引入伪速度描述蛇板系统的许可速

度，得到约化形式的蛇板系统运动方程，该几何建模方法也同样适用于其他含有复杂非完整约

束系统的动力学建模．
２） 提出一种遗传算法、Ｇａｕｓｓ 伪谱法、序列二次规划算法串行的混合优化策略，通过数值

仿真，蛇板系统的运动轨迹与实际情况吻合，最优控制输入也能很好地满足约束条件，验证了

该优化策略的有效性．
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