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摘要：　 基于 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ（豪斯道夫）分形导数 Ｒｉｃｈａｒｄｓ 方程，推导了土壤入渗率与时间的关系．该模

型仅有两个参数，其中 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 分形导数的阶数 α 能够表征水分在土壤中扩散环境的力学特征，
刻画土壤结构的非均质性质，而土壤孔径分布指标 λ 决定了不同水文模型的类型．通过两个算例，
观察到当 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 导数的分形维 α ≠ １ 时，入渗率表现出一定的记忆性，即 α 的值越小，入渗率随

时间的变化越慢，记忆性越强；且同时反映出水分入渗的扩散环境愈加偏离经典模型的理想状态．
土壤孔径分布指标 λ 的值越小，土壤水分渗透的速率越慢，该参数是反映土壤渗流特征的一个基

本指标．
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引　 　 言

土壤水渗流是分析区域水文环境和计算流域水量平衡的主要参考指标，其运动特性在描

述植物的蒸腾，浅层地下水的蒸发、入渗补给和地下水污染物的治理等方面起着关键性作

用［１⁃２］ ．其中土壤水的入渗问题是非饱和土壤渗流领域的基本问题，广泛存在于污染物扩散、土
石坝渗流、泥沙输运、边坡稳定性等领域，具有重要的研究意义［３⁃６］ ．

目前，Ｒｉｃｈａｒｄｓ 方程是描述土壤水入渗规律的基本方程［７］ ．该方程于 １９３１ 年，由 Ｒｉｃｈａｒｄｓ
利用 Ｄａｒｃｙ（达西）定律研究多孔介质中毛细管传导作用时推导得到［８］ ．然而，该方程仅适用于

各向同性的土壤以及不可压缩流体，且不能用于非 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ（玻尔兹曼）尺度的渗流，即统计

上粒子集的位移均值不满足时间的均方根函数［９］ ．从扩散的物理角度解释，非均质土壤中粒子

的运移不满足 Ｂｒｏｗｎ（布朗）运动的特征，实际为反常扩散过程［１０］ ．
为解决以上这些问题，近年来研究人员提出了描述土壤水渗流反常扩散过程的几种新模
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型［９， １１⁃１３］ ．目前，分数阶导数和分形导数是常用于描述反常扩散的数学物理方法．例如，Ｐａｃｈｅｐ⁃
ｓｋｙ 等［９］基于分数阶导数，提出了一种时间分数阶 Ｒｉｃｈａｒｄｓ 方程，但是该方程包含分数阶卷积

积分，计算复杂；且不能通过非 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 尺度变换转化为常微分方程．随后 Ｇｅｒｏｌｙｍａｔｏｕ 等［１１］

对该模型做了改进，提出了一种分数阶积分方程．最近，Ｓｕｎ（孙洪广）等［１３］ 发现分数阶导数不

能很好地模拟这类问题，运用 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 分形导数推导了分形 Ｒｉｃｈａｒｄｓ 方程，该模型在非 Ｂｏｌｔｚ⁃
ｍａｎｎ 尺度变换下可以转化为常微分方程，能够较好地拟合试验数据，并合理解释了各种非

Ｄａｒｃｙ 渗流现象．
另一方面，目前已有多个描述土壤水渗流的经典经验模型，例如径流曲线数（ＳＣＳ⁃ＣＮ）模

型［１４］和新安江模型［１５］等．但是，这些模型的物理机理尚不明确．建立这些水文模型的物理机理

是长期以来的研究难点．最近，Ｈｏｏｓｈｙａｒ 和 Ｗａｎｇ［１６］ 基于 Ｒｉｃｈａｒｄｓ 方程，通过具体的初边值条

件，推导了土壤入渗率与土壤孔径分布指标的关系，并给出了 ＳＣＳ⁃ＣＮ 模型的物理解释．该工作

是从物理角度解释水文模型的一个突破性进展．然而，该方法是基于经典的 Ｒｉｃｈａｒｄｓ 方程，仅
适用于几种特殊情况下土壤中水分的渗流．

基于 Ｓｕｎ 等［１３］ 和 Ｈｏｏｓｈｙａｒ，Ｗａｎｇ［１６］ 的工作，本文尝试采用分形 Ｒｉｃｈａｒｄｓ 方程，推导出适

用面较广的非均质土壤入渗率，并分析其与现有水文模型的关系，其中分形导数的阶数刻画土

壤的非均质性．
本文第 １ 节介绍了 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 分形导数 Ｒｉｃｈａｒｄｓ 方程；第 ２ 节基于 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 分形导数

Ｒｉｃｈａｒｄｓ 方程推导了土壤入渗率；第 ３ 节结合两个算例，分析了入渗率的性质；第 ４ 节对本文

的工作进行了总结．

１　 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 分形 Ｒｉｃｈａｒｄｓ 方程

Ｒｉｃｈａｒｄｓ 方程可以描述水在多孔介质中的垂向运动．从扩散的角度，Ｒｉｃｈａｒｄｓ 方程具有以

下表达式：

　 　 ∂θ
∂ｔ

＝ ∂
∂ｚ

Ｄ（θ） ∂θ
∂ｚ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ∂Ｋ（θ）

∂ｚ
， （１）

其中土壤水扩散率 Ｄ（θ） 定义为

　 　 Ｄ（θ） ＝ Ｋ（θ）
∂Ψｍ（θ）

∂θ
， （２）

式中 ｚ 为距基准面的距离，取向下为正，θ 为土壤含水率， Ｋ（θ） 为土壤导水率， Ψｍ（θ） 为土壤

基质势．
根据 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 分形导数的定义［１７］，可得如下时间分形导数 Ｒｉｃｈａｒｄｓ 方程（简称 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ

分形 Ｒｉｃｈａｒｄｓ 方程）：

　 　 ∂θ
∂ｔα

＝ ∂
∂ｚ

Ｄ（θ） ∂θ
∂ｚ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ∂Ｋ（θ）

∂ｚ
， （３）

其中

　 　 ∂θ
∂ｔα

＝ ｌｉｍ
Δｔ→０

θ（ ｔ ＋ Δｔ） － θ（ ｔ）
（ ｔ ＋ Δｔ） α － ｔα

，

０ ＜ α≤１ 为时间分形导数的阶数，可以描述粒子扩散轨迹的 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 分形维数［１７］ ．土壤水扩

散率的量纲为 ｍ２ ／ ｓα， 其他变量的量纲均与经典 Ｒｉｃｈａｒｄｓ 方程中的一致．分形 Ｒｉｃｈａｒｄｓ 方程可

以刻画土壤水渗透过程中的非 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 尺度［１３］ ．当 α ＝ １ 时，退化为经典的 Ｒｉｃｈａｒｄｓ 方程．当
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α ≠ １ 时，分形 Ｒｉｃｈａｒｄｓ 方程能够刻画土壤含水率随时间的非指数函数衰减规律，即比经典

Ｒｉｃｈａｒｄｓ 方程对应的指数衰减慢，称为 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 分形导数模型的记忆性．
由式（３）可以注意到，毛细力和重力共同决定渗透过程．在渗透过程的初期阶段，毛细力起

关键作用，而重力可以忽略不计，则对应的控制方程为

　 　 ∂θ
∂ｔα

＝ ∂
∂ｚ

Ｄ（θ） ∂θ
∂ｚ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （４）

当扩散率 Ｄ（θ） ＝ Ｄ 为常值时，式（４）退化为

　 　 ∂θ
∂ｔα

＝ Ｄ ∂２θ
∂ｚ２

， （５）

根据不同的初值和边界条件，可以推导出不同形式的土壤入渗率与时间的关系：

　 　 ｆ ＝ － Ｄ ∂θ
∂ｚ

　 　 （ ｚ ＝ ０，ｔ）， （６）

土壤入渗率的初值 ｆ（ ｔ ＝ ０） ＝ ｆ０ ．

２　 土壤入渗率

为便于推导入渗率，采用式（５）的另一种等价形式［１６］：

　 　 ∂τ
∂ｔα

＝ Ｄ ∂２τ
∂ｚ２

， （７）

其中 τ 为土壤相对缺水率， τ 与土壤含水率 θ 之间的关系为

　 　 τ ＝ １ －
θ － θｒ

θｓ － θｒ
， （８）

其中 θｒ 和 θｓ 分别为残余含水率和饱和含水率．
考虑文献［１６］中的初边值条件，推导土壤入渗率：
　 　 τ ＝ τ０，　 　 ｚ ＝ ｌ， ｔ ＝ ０， （９）
　 　 τ ＝ ０，　 　 ｚ ＝ ０， ｔ， （１０）

　 　 ∂τ
∂ｚ

＝ ０，　 　 ｚ ＝ ｌ， ｔ， （１１）

其中 ｌ ＝ ｌ０τ
－１ ／ λ，λ 为孔径分布指标，是一个平均意义上的概念．

根据经典的分离变量法，可以求得方程（７）的解

　 　 τ ＝ π２Ｄ
２λｌ２０

ｔα ＋ １æ

è
ç

ö

ø
÷

－λ ／ ２ θｓ － θ０

θｓ － θｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｓｉｎ π

２ｌ（ ｔ）
ｚæ

è
ç

ö

ø
÷ ． （１２）

结合式（６）、（８），土壤入渗率的表达式为

　 　 ｆ ＝
Ｄπ（θｓ － θ０）

２ｌ０
π２Ｄ
２λｌ２０

ｔα ＋ １æ

è
ç

ö

ø
÷

－λ ／ ２－１ ／ ２

． （１３）

运用入渗率的初值，式（１３）可以简化为

　 　 ｆ ＝ ｆ０
πｆ０

λｌ０（θｓ － θ０）
ｔα ＋ １

æ

è
ç

ö

ø
÷

－λ ／ ２－１ ／ ２

． （１４）

当时间分形导数的阶数 α ＝ １ 时，式（１４）对应的结果与 Ｈｏｏｓｈｙａｒ 和 Ｗａｎｇ［１６］给出的结果一致．
孔径分布指标 λ 的取值决定了相应水文模型的入渗率．

例如当 λ ＝ ３ 时，式（１４）为径流曲线数（ＳＣＳ⁃ＣＮ）模型的推广，简称分形 ＳＣＳ⁃ＣＮ 模型：
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　 　 ｆ ＝ ｆ０
ｆ０
Ｓ

ｔα ＋ １
æ

è
ç

ö

ø
÷

－２

， （１５）

Ｓ 为潜在土壤水保持率．

３　 算 例 分 析

为考察时间分形导数的阶数 α 对土壤入渗率的影响，根据式（１３），图 １ 给出了 ４ 组不同 α
值对应的入渗率随时间的变化曲线，其中 λ ＝ ３，Ｄ ＝ １，ｌ０ ＝ １，θｓ － θ０ ＝ １； 同时考察了不同孔径

分布指标 λ 对土壤入渗率的影响．根据式（１３），图 ２ 给出了 ４ 组不同 λ 值对应的入渗率随时间

的变化曲线，其中时间分形导数的阶数 α ＝ ０．６，Ｄ ＝ １，ｌ０ ＝ １，θｓ － θ０ ＝ １．

图 １　 不同分形导数的阶数对应土壤 图 ２　 不同孔径分布指标对应土壤

入渗率随时间的变化曲线 入渗率随时间的变化曲线

Ｆｉｇ． １　 Ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｓｏｉｌ ｉｎｆｉｌｔｒａｔｉｏｎ ｒａｔｅ ｖｓ． ｔｉｍｅ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ Ｆｉｇ． ２　 Ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｓｏｉｌ ｉｎｆｉｌｔｒａｔｉｏｎ ｒａｔｅ ｖｓ． ｔｉｍｅ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ
ｆｒａｃｔａｌ ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ ｏｒｄｅｒ ｖａｌｕｅｓ ｐｏｒｅ ｓｉｚｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｉｎｄｅｘ ｖａｌｕｅｓ

由图 １ 可知，当固定土壤孔径分布指标 λ 时，分形导数阶数 α的值决定了入渗率的衰减速

率．当 α≠１时，入渗率均表现出一定的记忆性，即 α的值越小，入渗率随时间的变化越慢，记忆

性越强；且同时反映出水分入渗的扩散环境越复杂，远离经典模型的均匀介质假设．这里的记

忆性一方面指分形导数的值不为 １ 时，入渗率比经典 Ｒｉｃｈａｒｄｓ 模型的入渗率衰减慢，另一方面

指分形 Ｒｉｃｈａｒｄｓ 模型可以描述一类由入渗介质的非均质性引起的非正常入渗过程，即非

Ｂｒｏｗｎ 运动．因此， α 的值是刻画土壤结构的一个重要参数，能够反映土壤的非均质性特征．
由图 ２ 可知，当固定分形导数的阶数 α时，土壤孔径分布指标 λ 的值决定了入渗率的衰减

速率．λ 的值越小表明土壤水分渗透的速率越慢．因此， λ 的值是反映土壤微结构特征的另一个

重要指标．

４　 结　 　 论

本文基于 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 分形 Ｒｉｃｈａｒｄｓ 方程，推导了土壤入渗率与时间的关系．其中分形导数的

阶数 α 能够表征水分在土壤中扩散环境的复杂程度，刻画了土壤结构的非均质特征．通过两个

算例，观察到当 α≠１ 时，土壤入渗率表现出一定的记忆性，即 α 的值越小，入渗率随时间的变

化越慢，记忆性越强；且同时反映出水分入渗的扩散环境越复杂．此外，土壤孔径分布指标 λ 的

值越小表明土壤水分渗透的速率越慢，也是反映土壤结构特征的另一个重要指标．
笔者注意到，也可以从分数阶 Ｄａｒｃｙ 定律和分数阶导数 Ｒｉｃｈａｒｄｓ 方程的角度一般化土壤
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入渗率与时间的关系．结合具体的试验数据，推导分形导数的阶数与土壤孔径分布的关系以及

和现有水文模型的区别与联系，这将是笔者下一步工作的重点．
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