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摘要：　 研究了分数阶神经网络的修正投影同步问题．首先通过选取合适的激励控制器来辅助设计

滑模控制器．然后通过设计选取了合适的切换平面和有效的趋近率，并根据滑模控制理论和分数阶

微分方程的基本理论，建立了使驱动系统和响应系统实现修正投影同步的激励滑模控制器．最后，
通过数值仿真实例，验证了所得结果的有效性和可行性．
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引　 　 言

分数阶微积分（ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｃａｌｃｕｌｕｓ）作为微积分的一个分支，是普通的整数阶微分与积分向

任意实数阶微分与积分的推广．与传统的整数阶模型相比，分数阶微分模型提供了一种能够描

述实际材料与过程中内在记忆与遗传特性的有效工具［１⁃２］ ．现今，分数阶动力系统已在电解质

极化、黏弹性系统、电磁波、系统控制、医学等领域中得到广泛应用．
近年来， 分数阶神经网络的动力学行为迅速发展成热点课题．许多学者在神经网络模型

中引入分数阶导数算子，研究了分数阶神经网络的稳定性、同步性、耗散性等问题［３⁃８］ ．在文献

［３］中，作者用 Ｃａｐｕｔｏ 微分算子的分形元件代替原有的电容，提出了分数阶 Ｈｏｐｆｉｅｌｄ 神经网络

模型，并分析了模型的稳定性．在文献［５］中，作者讨论了环型结构和中心结构的分数阶神经网

络模型，研究了模型的稳定性，并讨论了模型的分岔和混沌现象，建立了分岔条件．在文献［７］
中，作者通过建立一个分数阶微分不等式，研究了一类分数阶神经网络的 α⁃ 稳定性和 α⁃ 同步

性，并构建了几个判定网络模型的 α⁃稳定性和 α⁃同步性的充分性判据．众所周知，分数阶神经

网络的同步性分析与控制在通信和信号处理、非线性系统辨识、航天飞行器控制、图像数据加

密等领域展现了巨大的应用潜力．因此，许多研究论文着力于研究分数阶神经网络的同步性分

析与控制器设计［９⁃１５］ ．在文献［９］中，作者通过运用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 直接方法，建立了分数阶忆阻神

经网络的 Ｍｉｔｔａｇ⁃Ｌｅｆｆｌｅｒ 稳定性和同步性判据．在文献［１０］中，通过运用自适应控制理论和反馈
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理论，作者研究了时滞分数阶神经网络的自适应同步性问题．在文献［１２］中，作者通过数学分

析和不等式技巧的运用，建立了判定分数阶神经网络的投影同步的判据．在文献［１５］中，作者

根据 Ｈöｌｄｅｒ（霍尔德）不等式、Ｇｒｏｎｗａｌｌ（格朗沃尔）不等式，运用输出反馈控制策略，研究了时

滞分数阶忆阻神经网络的拟一致同步问题．
另一方面，由于滑模变结构控制对系统外加干扰和建模动态等具有很强的鲁棒性和完全

的自适应性，以及具有降阶、解耦、响应速度快、动态特性好和容易实现等优点［１６］，因此备受专

家学者的重视．近年来，一些学者采用滑模控制的方法研究了分数阶混沌系统的同步性问

题［１７⁃２４］，获得了很多优秀成果．在文献［１７⁃２２］中，作者通过不同的技巧设计选取了适当的滑模

控制器，研究了一系列分数阶混沌系统的镇定性、同步性、无源性等问题，并通过一些具体的系

统诸如分数阶 Ｃｈｅｎ 系统、分数阶 Ｌｏｒｅｎｚ 系统、分数阶 Ｒöｓｓｌｅｒ 系统等仿真验证了控制器的有效

性．在文献［２３］中，作者运用激励控制理论和滑模控制理论，研究了分数阶非线性混沌系统的

修正投影同步问题．并在数值例子中，仿真验证了分数阶 Ｌｏｒｅｎｚ 超混沌系统的同步性，并分析

了系统的健壮性．在文献［２４］中，作者通过设计一个带有分数阶积分项的滑模控制器，建立了

判定一类分数阶神经网络投影同步的充分性判据．不同于已有的工作，本文旨在设计适当的激

励滑模控制器，研究分数阶神经网络的修正投影同步问题．

１　 预 备 知 识

分数阶微积分是整数阶微积分的发展与推广，其定义有多种形式．目前，广泛应用的分数

阶定义有 Ｇｒüｎｗａｌｄ⁃Ｌｅｔｎｉｋｏｖ 定义、Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 定义和 Ｃａｐｕｔｏ 定义．由于 Ｃａｐｕｔｏ 定义的导

数具有很好的物理意义，因此，本文采用 Ｃａｐｕｔｏ 导数定义．

图 １　 α 阶分数阶线性系统的稳定区域

Ｆｉｇ． １　 Ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｒｅｇｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ α ｏｒｄｅｒ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ⁃ｏｒｄｅｒ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｓｙｓｔｅｍ

定义 １［１］ 　 函数 ｘ（ ｔ） ∈ Ｃｍ＋１（［０， ＋ ∞），Ｒ） 的 α（α ＞ ０） 阶 Ｃａｐｕｔｏ 导数的定义为

　 　 Ｄαｘ（ ｔ） ＝ Ｄ －（ｍ－α）ｘ（ｍ）（ ｔ），
其中， Ｄα 表示 α 阶导数算子，ｍ ＝ ［α］，ｍ是不小于 α 的最小整数．ｘ（ｍ） 是整数阶意义下的 ｍ阶

导数．Ｄ －α 表示 α 阶 Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 积分算子，其定义如下：

　 　 Ｄ －βｘ（ ｔ） ＝ １
Γ（β） ∫

ｔ

０
（ ｔ － τ） （β －１）ｘ（τ）ｄτ，　 　 β ＞ ０，

其中， Γ（·） 是 Ｇａｍｍａ 函数．特别地，当 ０ ＜ α ＜ １ 时， 有 Ｄαｘ（ ｔ） ＝ Ｄ －（１－α）ｘ·（ ｔ） ．
引理 １［２５］ 　 考虑如下分数阶系统：
　 　 Ｄαｘ（ ｔ） ＝ Ａｘ（ ｔ）， ｘ（０） ＝ ｘ０， （１）
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其中， ０ ＜ α ＜ １，ｘ ∈ Ｒｎ，Ａ ∈ Ｒｎ×ｎ ．则
１） 系统（１）是渐近稳定的，当且仅当对矩阵 Ａ 的任意特征值 λ， ａｒｇ（λ） ＞ απ ／ ２ 都成立．
２） 系统（１）是稳定的，当且仅当对矩阵 Ａ 的任意特征值 λ， ａｒｇ（λ） ≥ απ ／ ２ 都成立．
当 ０ ＜ α ＜ １ 时，稳定区域如图 １ 所示．
引理 ２［２６］ 　 设 ０ ＜ α ＜ １，ｘ ∈ Ｒｎ， 则对任意时间常数 ｔ ＞ ０， 有

　 　 ＤαｘＴ（ ｔ）ｘ（ ｔ） ≤ ２ｘＴ（ ｔ）Ｄαｘ（ ｔ） ．

２　 模 型 描 述

为了研究修正投影同步问题，驱动系统定义为如下分数阶神经网络模型：
　 　 Ｄαｘ（ ｔ） ＝ － Ａｘ（ ｔ） ＋ Ｂｆ（ｘ（ ｔ）） ＋ Ｊ， （２）

其中， ０ ＜ α ＜ １，ｘ（ ｔ） ＝ （ｘ１（ ｔ），ｘ２（ ｔ），…，ｘｎ（ ｔ）） Ｔ ∈ Ｒｎ，ｘｉ（ ｔ） 表示第 ｉ 个神经元在 ｔ 时刻的状

态； Ａ ＝ ｄｉａｇ（ａ１，ａ２，…，ａｎ）（ａｉ ＞ ０，ｉ ＝ １，２，…，ｎ） 是衰减系数矩阵； Ｂ ＝ （ｂｉｊ） ｎ×ｎ 是连接权矩

阵； ｆ（ｘ） ＝ （ ｆ１（ｘ１），ｆ２（ｘ２），…，ｆｎ（ｘｎ）） Ｔ， ｆｉ（ｘｉ） 表示第 ｉ 个神经元的激活函数； Ｊ ＝ （Ｊ１，Ｊ２，…，
Ｊｎ） Ｔ 是外部输入向量．

相应的响应系统设计为

　 　 Ｄαｙ（ ｔ） ＝ － Ｃｙ（ ｔ） ＋ Ｄｇ（ｙ（ ｔ）） ＋ Ｈ ＋ ｕ（ ｔ）， （３）
其中， ｙ（ ｔ） ∈ Ｒｎ 是响应系统的状态向量， ｕ（ ｔ） ＝ （ｕ１（ ｔ）， ｕ２（ ｔ）， …， ｕｎ（ ｔ）） Ｔ 是需要设计的控

制器．
现在，定义误差向量为

　 　 ｅ（ ｔ） ＝ ｙ（ ｔ） － ηｘ（ ｔ）， （４）
其中， η ＝ ｄｉａｇ（η １，η ２，…，η ｎ）（η ｉ ≠ ０，ｉ ＝ １，２，…，ｎ） 表示缩放矩阵．

那么，由系统（２）和系统（３），可得同步误差系统为

　 　 Ｄαｅ（ ｔ） ＝ － Ｃｅ（ ｔ） － （Ｃη － ηＡ）ｘ（ ｔ） － ηＢｆ（ｘ（ ｔ）） ＋
　 　 　 　 Ｄｇ（ｙ（ ｔ）） ＋ Ｈ － ηＪ ＋ ｕ（ ｔ） ＝ － Ｃｅ（ ｔ） ＋ Ｆ ＋ ｕ（ ｔ）， （５）

其中

　 　 Ｆ ＝ － （Ｃη － ηＡ）ｘ（ ｔ） － ηＢｆ（ｘ（ ｔ）） ＋ Ｄｇ（ｙ（ ｔ）） ＋ Ｈ － ηＪ ．
定义 ２　 如果存在缩放矩阵 η ＝ ｄｉａｇ（η １，η ２，…，η ｎ）（η ｉ ≠０，ｉ ＝ １，２，…，ｎ） 使得驱动系统

（２）和响应系统（３）的任意解 ｘ（ ｔ） 和 ｙ（ ｔ）， 有

　 　 ｌｉｍ
ｔ→＋∞

‖ｙ（ ｔ） － ηｘ（ ｔ）‖ ＝ ０ （６）

成立，则称驱动系统（２）和响应系统（３）可实现全局渐进修正投影同步．其中， ‖·‖ 表示向量

的 Ｅｕｃｌｉｄ 范数．

注 １　 完全同步、反同步和投影同步均是修正投影同步的特殊情况．
注 ２　 当 η ＝ ｄｉａｇ（１，１，…，１） 时，驱动系统（２）和响应系统（３）可实现全局渐进完全修正投影同步；当 η

＝ ｄｉａｇ（ － １， － １，…， － １） 时，驱动系统（２）和响应系统（３）可实现全局渐进完全修正投影反同步；当 η ＝
ｄｉａｇ（０，０，…，０） 时，响应系统（３）是全局渐进稳定的．

３　 激励滑模控制器设计

滑模控制研究的主要思想是设计适当的切换函数和变结构控制率， 使系统的状态轨线在

有限的时间内到达所设计的切换平面， 实现滑动模态运动， 保证滑模运动渐进稳定并具有良

好的动态特性．接下来， 通过两个基本步骤来设计激励滑模控制器： （ａ） 选取一个合适的激励
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控制器帮助设计滑模控制器； （ｂ） 建立一个滑模控制器实现系统（２）和系统（３）的修正投影

同步．
为了估计误差动力的非线性部分，设 ｕ（ ｔ） ＝ ψ（ ｔ） － Ｆ， 则误差系统（５）可写为

　 　 Ｄαｅ（ ｔ） ＝ － Ｃｅ（ ｔ） ＋ ψ（ ｔ） ． （７）
根据激励控制设计理论，控制准则可设计为

　 　 ψ（ ｔ） ＝ Ｋυ（ ｔ）， （８）
其中， Ｋ ＝ （ｋ１，ｋ２，…，ｋｎ） Ｔ 是常值增益， υ（ ｔ） ∈ Ｒｎ 是满足如下条件的控制输入向量：

　 　 υ（ ｔ） ＝
υ＋ （ ｔ），　 　 Ｓ（ｅ） ≥ ０，
υ－ （ ｔ），　 　 Ｓ（ｅ） ＜ ０，{ （９）

其中， Ｓ（ｅ） ＝ Ｓ（ｅ（ ｔ）） 是切换平面．于是，误差系统为

　 　 Ｄαｅ（ ｔ） ＝ － Ｃｅ（ ｔ） ＋ Ｋυ（ ｔ） ． （１０）
本文设计如下滑模平面：
　 　 Ｓ（ｅ） ＝ Ｐｅ（ ｔ）， （１１）

其中　 　 Ｐ ＝ （ｐ１，ｐ２，…，ｐｎ） ．
根据滑模控制理论，当系统（１０）进行滑模运动时，切换平面和导数须满足如下条件：
　 　 Ｓ（ｅ） ＝ ０， Ｓ（ｅ） ＝ ０． （１２）
滑模控制系统的运动由两部分组成，第一部分是系统在初始点进入切换平面的运动阶段，

即到达段；第二部分是系统在切换平面上的运动阶段，即滑模段．要想使系统过渡过程有良好

的品质，就必须使这两个阶段都具有良好的品质．为了改善到达段的品质，可以通过设计趋近

率来实现．为了使系统（１０）的状态轨线良好地滑动到切换平面，本文选取如下等速趋近率：
　 　 ＤαＳ（ｅ） ＝ － λｓｇｎ（Ｓ（ｅ）） － μＳ（ｅ）， （１３）

其中， λ ＞ ０，μ ＞ ０， 且

　 　 ｓｇｎ（Ｓ（ｅ）） ＝
－ １， Ｓ（ｅ） ＜ ０，
０， Ｓ（ｅ） ＝ ０，
１， Ｓ（ｅ） ＞ ０ ．

ì

î

í

ïï

ïï

由 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数的性质可得， Ｓ（ｅ）＝Ｄ１－αＤαＳ（ｅ），也就是说 Ｓ（ｅ）＝ ０ 等价于 ＤαＳ（ｅ）
＝ ０．于是，由式（１０） ～ （１２），有

　 　 ＤαＳ（ｅ） ＝ ＰＤαｅ（ ｔ） ＝ Ｐ（ － Ｃｅ（ ｔ） ＋ Ｋυ（ ｔ）） ＝
　 　 　 　 － ＰＣｅ（ ｔ） ＋ ＰＫυ（ ｔ） ＝ － λｓｇｎ（Ｓ（ｅ）） － μＰｅ（ ｔ）， （１４）

即

　 　 ＰＫυ（ ｔ） ＝ （ＰＣ － μＰＩ）ｅ（ ｔ） － λｓｇｎ（Ｓ（ｅ））， （１５）
其中， Ｉ 是合适维的单位矩阵．于是，控制输入向量为

　 　 υ（ ｔ） ＝ （ＰＫ） －１（ＰＣ － μＰＩ）ｅ（ ｔ） － （ＰＫ） －１λｓｇｎ（Ｓ（ｅ））， （１６）
激励控制准则为

　 　 ψ（ ｔ） ＝ Ｋυ（ ｔ） ＝ Ｋ（ＰＫ） －１（ＰＣ － μＰＩ）ｅ（ ｔ） － Ｋ（ＰＫ） －１λｓｇｎ（Ｓ（ｅ））， （１７）
需要设计的控制器为

　 　 ｕ（ ｔ） ＝ ψ（ ｔ） － Ｆ ＝ Ｋ（ＰＫ） －１（ＰＣ － μＰＩ）ｅ（ ｔ） － Ｋ（ＰＫ） －１λｓｇｎ（Ｓ（ｅ）） －
　 　 　 　 （ηＡ － Ｃη）ｘ（ ｔ） ＋ ηＢｆ（ｘ（ ｔ）） － Ｄｇ（ｙ（ ｔ）） － Ｈ ＋ ηＪ ． （１８）

４　 稳定性分析

定理 １　 给定常数 ε ＞ ０， 如果存在适当的向量 Ｐ 和 Ｋ 使得
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　 　 ＰＴＰ（ － Ｃ ＋ Ｋ（ＰＫ） －１（ＰＣ － μＰＩ）） － ε ＰＴＰＰＴＰ
４

≤ ０， （１９）

　 　 ａｒｇ（ｅｉｇ（Ｋ（ＰＫ） －１（ＰＣ － μＰＩ） － Ｃ）） ＞ απ ／ ２ （２０）
成立，则驱动系统（２）和响应系统（３）可以实现修正投影同步．

证明　 首先，为了检验可达性，选取如下 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数：

　 　 Ｖ（ ｔ） ＝ １
２

ＳＴ（ｅ）Ｓ（ｅ） ．

根据引理 ２，可得

　 　 ＤαＶ（ ｔ） ≤ ＳＴ（ｅ）ＤαＳ（ｅ） ＝
　 　 　 　 ｅＴ（ ｔ）ＰＴＰＤαｅ（ ｔ） ＝ ｅＴ（ ｔ）ＰＴＰ（ － Ｃｅ（ ｔ） ＋ Ｋυ（ ｔ）） ＝
　 　 　 　 ｅＴ（ ｔ）ＰＴＰ（ － Ｃｅ（ ｔ） ＋ Ｋ（ＰＫ） －１（ＰＣ － μＰＩ）ｅ（ ｔ） － Ｋ（ＰＫ） －１λｓｇｎ（Ｓ（ｅ））） ＝
　 　 　 　 ｅＴ（ ｔ）ＰＴＰ（ － Ｃ ＋ Ｋ（ＰＫ） －１（ＰＣ － μＰＩ））ｅ（ ｔ） －
　 　 　 　 ｅＴ（ ｔ）ＰＴＰＫ（ＰＫ） －１λｓｇｎ（Ｓ（ｅ）） ． （２１）
为了方便起见，设 Ｋ（ ｔ） ＝ Ｋ（ＰＫ） －１λｓｇｎ（Ｓ（ｅ））， 则

　 　 ｅＴ（ ｔ）ＰＴＰＫ（ ｔ） ＝ ＰＴＰ
２

ｅ（ ｔ）æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｔ

Ｋ（ ｔ） ＋ ＫＴ（ ｔ） ＰＴＰ
２

ｅ（ ｔ） ≤

　 　 　 　 εｅＴ（ ｔ） ＰＴＰ
２

ＰＴＰ
２

ｅ（ ｔ） ＋ １
ε

ＫＴ（ ｔ）Ｋ（ ｔ） ． （２２）

于是，由式（２１）和（２２）可得

　 　 ＤαＶ（ ｔ） ≤ ｅＴ（ ｔ）ＰＴＰ（ － Ｃ ＋ Ｋ（ＰＫ） －１（ＰＣ － μＰＩ））ｅ（ ｔ） －

　 　 　 　 εｅＴ（ ｔ） ＰＴＰ
２

ＰＴＰ
２

ｅ（ ｔ） － １
ε

ＫＴ（ ｔ）Ｋ（ ｔ） ＝

　 　 　 　 ｅＴ（ ｔ） ＰＴＰ（ － Ｃ ＋ Ｋ（ＰＫ） －１（ＰＣ － μＰＩ）） － ε ＰＴＰＰＴＰ
４

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ（ ｔ） －

　 　 　 　 １
ε

ＫＴ（ ｔ）Ｋ（ ｔ） ＜ ０， （２３）

因此，滑模运动可以实现．
接下来分析稳定性．
将式（１７）代入式（７）可得如下误差动力系统：
　 　 Ｄαｅ（ ｔ） ＝ － Ｃｅ（ ｔ） ＋ Ｋ（ＰＫ） －１（ＰＣ － μＰＩ）ｅ（ ｔ） － Ｋ（ＰＫ） －１λｓｇｎ（Ｓ（ｅ）） ＝
　 　 　 　 （Ｋ（ＰＫ） －１（ＰＣ － μＰＩ） － Ｃ）ｅ（ ｔ） － Ｋ（ＰＫ） －１λｓｇｎ（Ｓ（ｅ）） ． （２４）

当 Ｓ（ｅ） ＞ ０ 时，
　 　 － Ｋ（ＰＫ） －１λｓｇｎ（Ｓ（ｅ）） ＝ － λＫ（ＰＫ） －１；

当 Ｓ（ｅ） ＜ ０ 时，
　 　 － Ｋ（ＰＫ） －１λｓｇｎ（Ｓ（ｅ）） ＝ λＫ（ＰＫ） －１ ．

即 － Ｋ（ＰＫ） －１λｓｇｎ（Ｓ（ｅ）） 是线性系统（２４）的有界输入．则误差动力系统（２４）的渐近稳定性

质和如下系统的渐近稳定性质等价：
　 　 Ｄαｅ（ ｔ） ＝ （Ｋ（ＰＫ） －１（ＰＣ － μＰＩ） － Ｃ）ｅ（ ｔ） ． （２５）

根据引理 １， 误差动力系统（２５）是渐近稳定的充分必要条件是

　 　 ａｒｇ（ｅｉｇ（Ｋ（ＰＫ） －１（ＰＣ － μＰＩ） － Ｃ）） ＞ απ ／ ２． （２６）
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综上，给定常数 ε ＞ ０， 只要选取适当的向量 Ｐ 和 Ｋ 使得条件（１９）和（２０）成立，即可以实现驱

动系统（２）和响应系统（３）的修正投影同步．证毕．

５　 数 值 例 子

接下来通过预估⁃校正算法［２７］的思想，设计两个数值仿真例子来验证所得结果的有效性．
例 １　 对于驱动系统设计如下：
　 　 Ｄαｘ（ ｔ） ＝ － Ａｘ（ ｔ） ＋ Ｂｆ（ｘ（ ｔ）） ＋ Ｊ， （２７）

其中

　 　 α ＝ ０．９５， ｆ（ｘ（ ｔ）） ＝ ｔａｎｈ（ｘ（ ｔ））， Ｊ ＝ （０，０，０） Ｔ，

　 　 Ａ ＝
０．８ ０ ０
０ ０．８ ０
０ ０ １

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

， Ｂ ＝
２．２ － １．５ ０
１．５ １．５ １．２
－ ４．５ ０ １．５

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

．

相应的响应系统设计为

　 　 Ｄαｙ（ ｔ） ＝ － Ｃｙ（ ｔ） ＋ Ｄｇ（ｙ（ ｔ）） ＋ Ｈ ＋ ｕ（ ｔ）， （２８）
其中

　 　 α ＝ ０．９５， ｇ（ｙ（ ｔ）） ＝ ｓｉｎ（ｙ（ ｔ））， Ｈ ＝ （０，０，０） Ｔ，

　 　 Ｃ ＝
１ ０ ０
０ １ ０
０ ０ ０．８

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

， Ｄ ＝
０．４ － １．６ － ０．６
１．４ － ２．４ ２．４
３．４ － ２．６ ２．４

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

．

控制参数 Ｐ 和 Ｋ 分别取为 Ｐ ＝ １ １ ２[ ] ，Ｋ ＝ － １ ２ １[ ] Ｔ ．取 λ ＝ ０．２，μ ＝ ５，ε ＝ １， 容易

验证条件（１９）和（２０）成立．因此，根据定理 １ 可知，驱动系统（２７）和响应系统（２８）可实现修正

投影同步．数值仿真选取如下初始值条件：
　 　 （ｘ１０，ｘ２０，ｘ３０） Ｔ ＝ （ － ０．２，０．４， － ０．６） Ｔ，
　 　 （ｙ１０，ｙ２０，ｙ３０） Ｔ ＝ （０．４， － １．２，１．６） Ｔ ．
当 η 的取值为 η ＝ ｄｉａｇ（１，１，１） 时，图 ２～图 ４ 给出了系统（２７）和（２８）的状态的相图和时

间响应曲线，图 ５ 给出了误差系统的状态的时间响应曲线．

图 ２　 未施加控制时，驱动系统（２７）和 图 ３　 施加控制时，驱动系统（２７）和
响应系统（２８）的状态相图 响应系统（２８）的状态相图

Ｆｉｇ． ２　 Ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍｓ ｏｆ ｄｒｉｖｅ ｓｙｓｔｅｍ （２７） ａｎｄ Ｆｉｇ． ３　 Ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍｓ ｏｆ ｄｒｉｖｅ ｓｙｓｔｅｍ （２７） ａｎｄ
ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｓｙｓｔｅｍ （２８） ｗｉｔｈｏｕｔ ｃｏｎｔｒｏｌ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｓｙｓｔｅｍ （２８） ｗｉｔｈ ｃｏｎｔｒｏｌ

当 η 的取值为 η ＝ ｄｉａｇ（ － １， － １， － １） 时，图 ６、图 ７ 给出了系统（２７）和（２８）的状态的相

图和时间响应曲线，图 ８ 给出了误差系统的状态的时间响应曲线．
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图 ４　 施加控制时，驱动系统（２７）和 图 ５　 误差系统的状态响应轨线

响应系统（２８）的状态响应轨线 Ｆｉｇ． ５　 Ｔｉｍｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｓｙｓｔｅｍ
Ｆｉｇ． ４　 Ｔｉｍｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ ｏｆ ｄｒｉｖｅ ｓｙｓｔｅｍ （２７） ａｎｄ

ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｓｙｓｔｅｍ （２８） ｗｉｔｈ ｃｏｎｔｒｏｌ

图 ６　 施加控制时，驱动系统（２７）和响应系统（２８）的状态相图

Ｆｉｇ． ６　 Ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍｓ ｏｆ ｄｒｉｖｅ ｓｙｓｔｅｍ （２７） ａｎｄ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｓｙｓｔｅｍ （２８） ｗｉｔｈ ｃｏｎｔｒｏｌ

图 ７　 施加控制时，驱动系统（２７）和 图 ８　 误差系统的状态响应轨线

响应系统（２８）的状态响应轨线 Ｆｉｇ． ８　 Ｔｉｍｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｓｙｓｔｅｍ
Ｆｉｇ． ７　 Ｔｉｍｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ ｏｆ ｄｒｉｖｅ ｓｙｓｔｅｍ （２７） ａｎｄ

ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｓｙｓｔｅｍ （２８） ｗｉｔｈ ｃｏｎｔｒｏｌ

当 η 的取值为 η ＝ ｄｉａｇ（２，２，２） 时，图 ９ 给出了系统（２７）和（２８）的状态的相图，图 １０ 给
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出了误差系统的状态的时间响应曲线．
当 η 的取值为 η ＝ ｄｉａｇ（ － ２， － ２， － ２） 时，图 １１ 给出了系统（２７）和（２８）的状态的相图，

图 １２ 给出了误差系统的状态的时间响应曲线．

图 ９　 施加控制时，驱动系统（２７）和 图 １０　 误差系统的状态响应轨线

响应系统（２８）的状态相图 Ｆｉｇ． １０　 Ｔｉｍｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｓｙｓｔｅｍ
Ｆｉｇ． ９　 Ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍｓ ｏｆ ｄｒｉｖｅ ｓｙｓｔｅｍ （２７） ａｎｄ

ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｓｙｓｔｅｍ （２８） ｗｉｔｈ ｃｏｎｔｒｏｌ

图 １１　 施加控制时，驱动系统（２７）和 图 １２　 误差系统的状态响应轨线

响应系统（２８）的状态相图 Ｆｉｇ． １２　 Ｔｉｍｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｓｙｓｔｅｍ
Ｆｉｇ． １１　 Ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍｓ ｏｆ ｄｒｉｖｅ ｓｙｓｔｅｍ （２７） ａｎｄ

ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｓｙｓｔｅｍ （２８） ｗｉｔｈ ｃｏｎｔｒｏｌ

例 ２　 对于驱动系统设计如下：
　 　 Ｄαｘ（ ｔ） ＝ － Ａｘ（ ｔ） ＋ Ｂｆ（ｘ（ ｔ）） ＋ Ｊ， （２９）

其中

　 　 α ＝ ０．９８， ｆ（ｘ（ ｔ）） ＝ ｔａｎｈ（ｘ（ ｔ））， Ｊ ＝ （０，０，０） Ｔ，

　 　 Ａ ＝
０．８ ０ ０
０ １ ０
０ ０ ０．８

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

， Ｂ ＝
４．５ ３ ２．２
－ １．５ ２．２ １．２
－ ４ ０ ３．５

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

．

相应的响应系统设计为

　 　 Ｄαｙ（ ｔ） ＝ － Ｃｙ（ ｔ） ＋ Ｄｇ（ｙ（ ｔ）） ＋ Ｈ ＋ ｕ（ ｔ）， （３０）

０５３ 张　 　 平　 　 奎　 　 　 杨　 　 绪　 　 君



其中

　 　 α ＝ ０．９８， ｇ（ｙ（ ｔ）） ＝ ｓｉｎ（ｙ（ ｔ））， Ｈ ＝ （０，０，０） Ｔ，

　 　 Ｃ ＝
１ ０ ０
０ １ ０
０ ０ １

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

， Ｄ ＝
１．２ － １．５ － ０．８
１．５ － １．６ １．４
３ － ２．５ ３．５

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

．

控制参数 Ｐ 和 Ｋ 分别取为 Ｐ ＝ ［１ １ ２］，Ｋ ＝ ［ － ２ １ ２］ Ｔ ．取 λ ＝ ０．０５，μ ＝ ５，ε ＝ １， 容易

验证条件（２９）和（３０）成立．因此，根据定理 １ 可知，驱动系统（２９）和响应系统（３０）可实现修正

投影同步．数值仿真选取如下初始值条件：
　 　 （ｘ１０，ｘ２０，ｘ３０） Ｔ ＝ （０．５， － ０．８，１．８） Ｔ，
　 　 （ｙ１０，ｙ２０，ｙ３０） Ｔ ＝ （ － ０．５，１．５， － ２．５） Ｔ ．
当 η 的取值为 η ＝ ｄｉａｇ（１，１，１） 时，图 １３～图 １５ 给出了系统（２９）和（３０）的状态的相图和

时间响应曲线．

图 １３　 未施加控制时，驱动系统（２９）和响应系统（３０）的状态相图

Ｆｉｇ． １３　 Ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍｓ ｏｆ ｄｒｉｖｅ ｓｙｓｔｅｍ （２９） ａｎｄ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｓｙｓｔｅｍ （３０） ｗｉｔｈｏｕｔ ｃｏｎｔｒｏｌ

图 １４　 施加控制时，驱动系统（２９）和 图 １５　 施加控制时，驱动系统（２９）和
响应系统（３０）的状态响应轨线 响应系统（３０）的状态相图

Ｆｉｇ． １４　 Ｔｉｍｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ ｄｒｉｖｅ ｓｙｓｔｅｍ （２９） ａｎｄ Ｆｉｇ． １５　 Ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍｓ ｏｆ ｄｒｉｖｅ ｓｙｓｔｅｍ （２９） ａｎｄ
ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｓｙｓｔｅｍ （３０） ｗｉｔｈ ｃｏｎｔｒｏｌ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｓｙｓｔｅｍ （３０） ｗｉｔｈ ｃｏｎｔｒｏｌ

当 η 的取值为 η ＝ ｄｉａｇ（ － ３， － ３， － ３） 时，图 １６ 给出了系统（２９）和（３０）的状态的相图．
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当 η 的取值为 η ＝ ｄｉａｇ（４，４，４） 时，图 １７ 给出了系统（２９）和（３０）的状态的相图．

图 １６　 施加控制时，驱动系统（２９）和 图 １７　 施加控制时，驱动系统（２９）和
响应系统（３０）的状态相图， 响应系统（３０）的状态相图，
η ＝ ｄｉａｇ（ － ３， － ３， － ３） η ＝ ｄｉａｇ（４，４，４）

Ｆｉｇ． １６　 Ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍｓ ｏｆ ｄｒｉｖｅ ｓｙｓｔｅｍ （２９） ａｎｄ Ｆｉｇ． １７　 Ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍｓ ｏｆ ｄｒｉｖｅ ｓｙｓｔｅｍ （２９） ａｎｄ
ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｓｙｓｔｅｍ （３０） ｗｉｔｈ ｃｏｎｔｒｏｌ， ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｓｙｓｔｅｍ （３０） ｗｉｔｈ ｃｏｎｔｒｏｌ，
η ＝ ｄｉａｇ（ － ３， － ３， － ３） η ＝ ｄｉａｇ（４，４，４）

６　 结　 　 论

本文基于激励控制理论、滑模控制理论和分数阶微分方程基本理论，设计了合适的激励滑

模控制器，研究了分数阶神经网络的修正投影同步，建立了判定驱动⁃响应误差系统稳定性判

据．最后，通过数值例子仿真验证了所得结果的有效性．众所周知， 在实际应用中， 时滞、扰动

等广泛存在于非线性系统应用领域中．而研究带有时滞、扰动等因素的分数阶非线性系统的滑

模控制是一项具有挑战性的工作．因此， 在将来的研究工作中， 笔者将进一步拓展研究模型，
针对带有时滞和参数不确定性的分数阶神经网络的滑模控制进行深入的研究．
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